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Still round the corner there may wait
A new road or a secret gate;

And though I oft have passed them by,
A day will come at last when I

Shall take the hidden paths that run
West of the Moon, East of the Sun.

J. R. R. Tolkien
The Lord of the Rings – The Return of the King





Inhaltsverzeichnis

Zusammenfassung 1

1 Einleitung 3

2 Grundlagen 11
2.1 Grundgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12
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2.3 Ausbruch magnetischer Flussröhren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

I Riesensterne 29

3 Einleitung und Motivation 31
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4.3 Einschluss magnetischer Flussröhren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5 Einschlussmechanismus 49
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10.3 Polẅartige Ablenkung(λa − λs) als Funktion der Startbreiteλs für ver-

schiedene FeldstärkenBs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .113
10.4 Beispiele f̈ur Längenverteilungen im Doppelsternproblem . . . . . . . . .115
10.5 L̈angenverteilungen für mittlere Startbreitenλs = 30 . . . 60◦ . . . . . . . . 116
10.6 L̈angenverteilungen für hohe Startbreitenλs = 65 . . . 75◦ . . . . . . . . . 118



ABBILDUNGSVERZEICHNIS v

10.7 Beispiele f̈ur Aufstiegstrajektorien regulärer F̈alle und irregul̈are Son-
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das solare “Paradigma” magnetischer Aktivität auf Riesensterne und
enge Doppelsternëubertragen. Diëaußeren Konvektionszonen dieser Sterne unterschei-
den sich bez̈uglich ihrer Ausdehnung und Struktur deutlich von der konvektiven Hülle der
Sonne, und stellen dadurch ein erweitertes Testfeld für die Modellvorstellungen hinsicht-
lich der Erzeugung, Verstärkung und des Transports von magnetischem Fluss dar, die für
den Fall der Sonne entwickelt worden sind. Diese Vorstellungen basieren auf der Betrach-
tung des Gleichgewichts, der Stabilität und der dynamischen Entwicklung isolierter Ma-
gnetfeldb̈undel, sog. magnetischer Flussröhren, die in ein weitgehend unmagnetisiertes
Plasma eingebettet sind. Der Aufstieg von Flussröhren vom Boden der Konvektionszone
und ihr Ausbruch an der Sonnenoberfläche f̈uhren zur Bildung bipolarer Fleckengruppen
und magnetisch aktiver Regionen.

Die Übertragung dieses Modells auf Riesensterne offenbart einen Einschlussmecha-
nismus f̈ur magnetische Flussröhren, der im Verlauf der entwicklungsbedingten Expan-
sion der stellaren Ḧulle einsetzt, wenn der Krümmungsradius eines sich anfänglich am
Boden der stellaren Konvektionszone befindlichen Flussrings weniger als etwa20% des
Sternradius beträgt. Die zunehmende Krümmung des Gipfelsegments einer aufsteigen-
den Flussr̈ohrenschleife f̈uhrt dann zur Dominanz der magnetischen Krümmungskraft
über den Auftrieb und beendet den Aufstieg noch innerhalb der Konvektionszone. Dieser
Einschlussmechanismus ist weitgehend unabhängig von Einzelheiten der Sternschichtung
und anderen Parametern wie etwa der Feldstärke oder der Rotationsrate. Der Einschluss
magnetischer Flussröhren f̈uhrt zum Verschwinden ausgedehnter Aktivitätsgebiete und
großskaliger Koronab̈ogen, wodurch die Topologie des atmosphärischen Magnetfelds von
überwiegend geschlossenen zu offenen Strukturenübergeht. Dies bietet einen Erklärungs-
ansatz f̈ur den beobachteten gravierenden Rückgang koronaler R̈ontgenemission und das
Einsetzen massiver Winde in Riesensternen, die im Verlauf ihrer Entwicklung die sog.
Koronagrenzlinie (coronal dividing line) im Hertzsprung-Russell Diagramm̈uberqueren.

In einem rotierenden Einzelstern sind alle Richtungen senkrecht zur Rotationsachse
äquivalent, sodass die Speicherung und Entwicklung magnetischer Flussröhren nicht vom
Azimutwinkel abḧangt. In Doppelsternen wird diese Axialsymmetrie durch die Gezeiten-
wirkung des Begleitsterns gebrochen. In engen Systemen mit Umlaufsperioden von eini-
gen Tagen sind die entsprechenden Effekte mittels eines Näherungsverfahrens analytisch
beschreibbar. Sie führen zu einerπ-periodischen azimutalen Variation der Sternstruktur,
die sich sowohl auf das Gleichgewicht als auch die Stabilitätseigenschaften magnetischer
Flussringe auswirkt. Die Form der aus kleinen Störungen resultierenden Eigenschwin-
gungen f̈uhrt bereits am unteren Rand der Konvektionszone zu Vorzugslängen bei der
Bildung aufsteigender Flussröhrenschleifen. Im Laufe ihrer Entwicklungübt der Begleit-
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2 ZUSAMMENFASSUNG

stern einen besonders nachhaltigen Einfluss auf instabile Flussröhren mit der azimutalen
Wellenzahlm = 2 aus. Dies ist auf die resonante Wechselwirkung derπ-periodischen
Gezeiteneffekte mit der kongruenten geometrischen Struktur zweier gegenüberliegender
aufsteigender Flussröhrenschleifen zurückzuf̈uhren. Da es sich hierbei um einen kumula-
tiven Effekt handelt, der sich ẅahrend des Aufstiegs bis zur Oberfläche aufsummiert, führt
der geringe Einfluss des Begleitsterns zu ausgeprägten Inhomogenitäten in den Ober-
flächenverteilungen ausbrechender Flussröhren. Besonders bei mittleren Breiten zeigen
sich markante Ḧaufungspunkte in den L̈angenverteilungen, deren Orientierung systema-
tisch von der Ausgangsbreite und -feldstärke der Flussr̈ohre abḧangt; offenbar gibt es
keine Vorzugsl̈angen, die bez̈uglich der Richtung des Begleitsterns fixiert sind. Generell
führt der Gezeiteneinfluss zur Bildung von Häufungspunkten auf gegenüber liegenden
Hemispḧaren des aktiven Sterns, was im Einklang mit einer Reihe von Beobachtungen
steht.

Im Verlauf der numerischen Simulationen wurde eine neue Flussröhren-Instabiliẗat
gefunden, die im Rahmen einer linearen Stabilitätsanalyse nicht auftritt und auf den
Strömungswiderstand einer Flussröhre zur̈uckgeht: Ist die Flussröhre in eine externe Tan-
gentialstr̈omung eingebettet, so führt eine kleine Sẗorung ihrer Gleichgewichtslage zum
Einsetzen der Strömungsinstabiliẗat, falls die Phasengeschwindigkeit der Störungswel-
le langsamer als die externe Strömungsgeschwindigkeit ist. In Sternen wird dieses In-
stabiliẗatskriterium von Flussröhren in einem Feldstärkebereich erf̈ullt, der gr̈oßenord-
nungsm̈aßig mit dem der bisher bekannten, auftriebsbedingten Instabilität übereinstimmt.
Die Anwachszeiten der Strömungsinstabiliẗat sind dabei z.T. so kurz, dass sie bei der Be-
trachtung der Speicherung magnetischer Flussröhren und ihrer dynamischen Entwicklung
ber̈ucksichtigt werden muss.



Kapitel 1

Einleitung

Die Sonne, unser Zentralgestirn, ist aus astronomischer Sicht ein eher durchschnittlicher
und geẅohnlicher Stern. Was sie gegenüber anderen Sternen auszeichnet, ist ihre Nähe,
die es uns erm̈oglicht, Pḧanomene auf ihrer Oberfläche mit einer sehr guten räumlichen
und zeitlichen Aufl̈osung zu beobachten. Dadurch ist es möglich Theorien f̈ur die Vielzahl
charakteristischer Eigenschaften der Sonne zuüberpr̈ufen; weichen Beobachtungen von
Vorhersagen theoretischer Modelle ab, so müssen diese entsprechend verfeinert und ge-
gebenenfalls revidiert werden. Allerdings ist die schlüssige Erkl̈arung einer Beobachtung
nicht immer ein Garant für die Richtigkeit einer Theorie. In seiner “Kosmos-Vorlesung” in
Berlin 1827/28 machte Alexander von Humboldtüber das Pḧanomen der Sonnenflecken
folgende Ausf̈uhrungen:

Die genügendste [Erklärung] scheint, indem wir zu der Hypothese unsere
Zuflucht nehmen, dass der Sonnenkörper von zwei Wolkenschichten um-
geben sei, von denen die nächsten der Sonne aschfarben, die entferntere
aber hell angenommen werden muss. Denken wir uns nun, dass wahrschein-
lich auf der Sonne sich Gasarten oder ähnliche Fluide entwickeln, welche
bei Aufströmen die beiden Wolkenschichten trennen, und den dunklen Son-
nenkörper sichtbar machen, so wird die Erscheinung der Flecken, in der Pro-
jektion in welche wir sie erblicken, vollkommen erklärlich.

Heute wissen wir hingegen, dass die Sonne ein selbstleuchtender Körper ist und Sonnen-
flecken durch starke Magnetfeldkonzentrationen in der Photosphäre verursacht werden.

Außer den dunklen Flecken können noch viele weitere Aktivitätspḧanomene in der
Sonnenatmosphäre auf den direkten oder indirekten Einfluss magnetischer Felder zurück-
geführt werden, wodurch natürlich die Frage nach deren Ursprung aufgeworfen wird.
Die Möglichkeit eines primordialen Magnetfelds als Quelle heutiger Aktivitätspḧanome-
ne kann schon aufgrund der zyklischen und großräumigen Polariẗatsumkehrungen auf der
Zeitskala von wenigen Jahre ausgeschlossen werden. Man geht vielmehr davon aus, dass
ein hydro-magnetischer Dynamoprozessdas Magnetfeld der Sonne gegen die Wirkung
der ohmschen Dissipation aufrechterhält und die regul̈aren Umpolungen im Sonnenzy-
klus bewirkt. Derzeit g̈angige Dynamomodelle gehen zurück auf Parker (1955a), Babcock
(1961) und Leighton (1964, 1969), die einen zyklischen Umwandlungsprozess zwischen
toroidalen und poloidalen Magnetfelder vorschlugen, der durch differentielle Rotation
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

und turbulente, konvektive Gasströmungen imäußeren Teil des Sonnenkörpers angetrie-
ben wird. Die genauen räumlichen und zeitlichen Abläufe in der Konvektionszone sind
derzeit allerdings noch nicht vollständig bekannt und Gegenstand aktueller Forschung.
Um spezifische Mechanismen zu identifizieren sind deshalb möglichst umfangreiche und
vielfältige Beobachtungen notwendig, aus denen deren charakteristischen Eigenschaften
abgeleitet und mit der Theorie verglichen werden können.

Bodengebundene Beobachtungen und Satelliten-Missionen wieSoHO, TRACEoder
Yohkoh, haben weite Spektral- und damit Atmosphärenbereiche erschlossen. Die aus
derartigen Beobachtungen gewonnen Erkenntnisse zeigen, dass an der Oberfläche aus-
brechende Magnetfelder durch Wechselwirkungen mit dem Plasma in der Photosphäre,
Chromospḧare und Korona, vielf̈altige Erscheinungen der Sonnenaktivität hervorrufen.
Da die magnetische Energiedichte in der vergleichsweise dünnen Atmospḧare die ther-
mischeüberwiegt, werden Struktur und Dynamik weitgehend durch das Magnetfeld do-
miniert: Die Dissipation magnetischer und mechanischer Energie, die beispielsweise mit-
tels magneto-hydrodynamischer Wellen effektiv aus der Konvektionszone in hohe At-
mospḧarenschichten transportiert wird, stellt einen entscheidenden Beitrag zur Heizung
des koronalen Gases dar. Dessen Einschluss innerhalb großräumiger, geschlossener Ma-
gnetfeldb̈ogen erm̈oglicht die Aufrechterhaltung sehr hoher Temperaturen und erlaubt
nur einem kleinen Teil der Atmosphäre als Sonnenwind in die Heliosphäre abzustr̈omen.
Sehr schnell ablaufendëAnderungen magnetischer Feldkonfigurationen sind dabei Ursa-
che f̈ur koronale Massenauswürfe und Teilchenbeschleunigungen bis auf sehr hohe Ener-
gien. Die genauen Mechanismen sind derzeit aber noch nicht vollständig gekl̈art (z.B.
Narain & Ulmschneider 1990, 1996, und darin enthaltene Zitate). Das grundsätzliche Ziel
bleibt somit ein m̈oglichst gutes und umfassendes Verständnis solarer Aktiviẗatssignatu-
ren, um daraus R̈uckschl̈usse f̈ur die zugrundeliegenden Mechanismen im Innern ableiten
zu können.

Magnetische Aktivitätsphänomene auf der Sonne

Die wissenschaftliche Beobachtung der Sonne startete zu Beginn des 17. Jahrhunderts
mit der Erfindung des Fernrohres. Erwähnt seien hier nur G. Galilei und Chr. Scheiner,
deren Beschreibung dunkler Sonnenflecken die ‘göttliche Makellosigkeit’ unseres Zen-
tralgestirns beendete. Dank konsequenter Beobachtungen konnten schon sehr früh viele
Regeln und Gesetzm̈aßigkeiten der Fleckenerscheinungen erkannt werden, lange bevor
G. E. Hale 1908 mit Hilfe des Zeeman-Effekts das Magnetfeld als deren Ursache nach-
weisen konnte.

Die in der Photospḧare angesiedelten dunklen Sonnenflecken und ihre zyklische Va-
riation sind vermutlich die bekanntesten Merkmale solarer Aktivität. Sie tauchen in zwei
Bändern parallel zum̈Aquator auf: Zu Beginn eines Zyklus liegen die Ausbruchsbreiten
bei etwa±35◦ und wandern dann mit der Zeit RichtungÄquator bis etwa±5◦ (Sp̈orers
Gesetz), wodurch das charakteristische Schmetterlings-Diagramm der zeitlichen Flecken-
verteilung entsteht (Abb. 1.1, oben). Sie tretenüberwiegend in Form bipolarer Flecken-
gruppen auf, bei denen der vorausgehende Fleckenherd (derpreceedingoderp-Fleck) die
entgegengesetzte Polarität des nachfolgenden (following oderf -Fleck) besitzt. In aufein-
ander folgenden Zyklen alterniert die Polarität desp-Flecks, wodurch es zum 22-jähri-
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ABBILDUNG 1.1: Oben: Zeitlicher Verlauf der mittleren Fleckenverteilungüber mehrere Akti-
vitätszyklen.Unten: Durchschnittlich bedeckte Fläche der sichtbaren Hemisphäre durch Sonnen-
flecken. Quelle: D. Hathaway, NASA, Marshall Space Flight Center

gen magnetischen Hale-Zyklus kommt. Dabei sind die Polaritäten derp-Flecken auf der
nördlichen und s̈udlichen Hemispḧare jeweils entgegengesetzt (Hale-Nicholsonsche Po-
laritätsregel). Da der vorausgehende Fleck einer bipolaren Gruppeüblicherweise bei et-
was kleineren Breiten liegt als der nachfolgende, tritt eine leichte Neigung der Verbin-
dungslinie zwischenp- undf -Fleck auf (Joysche Regel); der Neigungswinkel relativ zum
Äquator ẅachst mit der Breite an und beträgt im Mittel etwa4◦. Generell folgen Flecken
der differentiellen Rotation der Sonne, wobei in den ersten Tagen nach ihrer Entstehung
zus̈atzlich ein langsames Auseinanderdriften der Komponenten einer bipolaren Gruppe
beobachtet wird. Die typische Lebensdauer kleiner Flecken oder Poren sind einige Tage,
etwa90% aller Flecken sind nach11 d verschwunden. Größere Flecken (Abb. 1.2) können
sich hingegen teilweisëuber mehrerer Wochen halten und nach einer Sonnenrotation (von
etwa27 d) nochmals beobachtet werden. Typische Abmessungen einzelner Flecken sind
etwa12 000 km für die Umbra (dunkler Kern) und28 000 km für die Penumbra (den et-
was helleren Hof, vgl. Abb. 1.2). Im Mittel sind weniger als0.1% der sichtbaren Son-
nenhemispḧare von dunklen Flecken bedeckt, in Zeiten maximaler Aktivität bis zu0.5%
(Abb. 1.1, unten). Dabei treten oberhalb etwa50◦ Breite keine Flecken auf.

Magnetischer Fluss zeigt die Tendenz in der Nähe bereits vorhandener Flecken aus-
zubrechen, was zur Bildung ausgedehnter und komplexer Aktivitätsregionen f̈uhrt. Bei-
spielsweise liegen in der Photosphäre geẅohnlich in bzw. nahe bei Aktiviẗatsgebieten
heiße, helle Fackeln, die jedoch meist nur im weißen Licht nahe am Sonnenrand gut zu
erkennen sind. Es gibt aber auch polare Fackeln, die nicht mit Flecken korreliert sind.
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ABBILDUNG 1.2: Ausgedehnte Fleckengruppe in der südlichen Hemispḧare, aufgenommen am
4. September 1998 mit dem Vakuum-Turm-Teleskop in Izaña, Teneriffa. Die kleinsten noch sicht-
baren Details sind etwa350 km groß, die Gesamtgröße des Gebietes beträgt über200 000 km.
Aufnahme: H. Schleicher und H. Ẅohl, Kiepenheuer-Institut für Sonnenphysik, Freiburg

Das Magnetfeld in einem Sonnenfleck beträgt 1 . . . 3 kG und der magnetischer Fluss
1020 . . . 1022 Mx. Das im r̈aumlichen Mittel sehr schwache Magnetfeld (< 50 G) außer-
halb Aktivitätsregionen wird dagegen durch eine Vielzahl sehr kleiner (< 100 km) magne-
tischer Flussr̈ohren gebildet, die sich besonders an den Rändern der Supergranulations-
zellen ansammeln. Als Reste ursprünglicher Aktiviẗatsgebiete verteilen sie sich aufgrund
differentieller Rotation und meridionaler Zirkulation̈uber die ganze Sonnenoberfläche,
bis hinauf zu den Polen.

In der unteren Chromosphäre beobachtet man̈uber Aktivitätsgebieten helle Plages, ei-
ne mit photospḧarischen Fackeln vergleichbare Erscheinung. Auffällig ist das im Licht der
Ca II-Emissionslinien erscheinende chromosphärische Netzwerk, das in etwa die Ränder
der Supergranulationszellen nachzeichnet und von magnetischen Flusskonzentrationen
hervorgerufen wird.

In der oberen Chromosphäre und Korona f̈ullt das Magnetfeld praktisch den gesamten
Raum und bestimmt Struktur und Dynamik dieser Schichten: Großskalige magnetische
Flussr̈ohren bilden weite koronale B̈ogen, die einzelne Sonnenflecken und Aktivitätsge-
biete miteinander verbinden (Abb. 1.3). Durch Dissipation elektrischer Ströme und (ma-
gneto)hydrodynamischer Wellen wird das Gas innerhalb geschlossener Feldstrukturen auf
Temperaturen von1 . . . 5 ·106 K geheizt, wodurch es zu starker, zeitlich und räumlich sehr
variabler Emission im EUV und weichen Röntgenbereich kommt1. Aufnahmen in diesen
Spektralbereichen zeigen teilweise dunkle Gebiete, so genanntekoronale L̈ocher, die ins-
besonderëuber den Polen auftreten. Die geringe Strahlungsemission ist hier weniger auf
niedrigere Plasmatemperaturen, sondern vielmehr auf deutlich kleinere Teilchenzahldich-
ten zur̈uckzuf̈uhren: In diesen Gegenden liegt eine ‘offene’ Magnetfeldtopologie vor, in
der Feldlinien nicht zur Oberfl̈ache zur̈uckführen, sondern weit in die Heliosphäre hin-

1Die Korona kann auch im sichtbaren Licht hochionisierter Elemente wie Fe X, Fe XIV oder Ca XV gut
beobachtet werden.
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ABBILDUNG 1.3: TRACE-Aufnahmen bei171 Å im EUV, einem Spektralbereich der für Tempe-
ratur von etwa106 K charakteristisch ist. Die koronalen Bögen erreichen Ḧohen von n̈aherungs-
weise120 000 km (links), anderëuberspannen einen Bereich der dem 30-fachen Erddurchmesser
und mehr entspricht (rechts). TRACE ist eine Mission des Stanford-Lockheed Institute for Space
Research und Teil desNASA Small ExplorerProgramms.

ausreichen und entlang denen Plasma ungehindert von der Oberfläche abstr̈omen und den
(schnellen)Sonnenwindbilden kann. Messungen derHelios- und Ulysses-Sonden bele-
gen, dass der Sonnenwind aus polaren koronalen Löchern schneller und weniger dicht
ist als der aus̈aquatorialen Breiten, wo starke magnetische Aktivität und geschlossene
Feldlinien vorherrschen.

Korona und Chromosphäre werden im Rahmen vereinfachter Theorien und Modelle
oft als zeitlich und r̈aumlich konstant angesehen. Beobachtungen extrem variabler Atmo-
spḧarenpḧanomene stellen diese Annahme jedoch sehr in Frage, zudem teilweise noch gar
nicht abzusehen ist, welche weiteren Phänomen sich unterhalb der Auflösungsgrenze ab-
spielen. Auf die Vielzahl kurzzeitiger und explosionsartiger Phänomene wie Radiobursts,
koronale Massenauswürfe oder Flares, die sicher magnetischen Ursprungs sind, wird hier
jedoch nicht weiter eingegangen. Für umfassendere Erläuterungen zur Sonnenaktivität
wird auf g̈angige Lehr- und̈Ubersichtsliteratur der Astronomie verwiesen (Priest 1982,
Stix 1989, Uns̈old & Baschek 1991, Schrijver & Zwaan 2000, Ossendrijver & Hoyng
2001, Weiss 2001)

Die solar–stellar connection

Aufgrund der vergleichsweise geringen Entfernung zu unserem Zentralgestirn werden bei
bodengebundenen Beobachtungen mit einem Auflösungsverm̈ogen von weniger als einer
Bogensekunde Strukturen von wenigen100 km Durchmesser auf der Sonnenoberfläche
unterschieden (vgl. Abb. 1.2). Mittels spektroskopischer und polarimetrischer Analyse-
verfahren k̈onnen dabei Informationen̈uber lokale Geschwindigkeits- und Magnetfelder
gesammelt werden. Darüber hinaus haben in den letzten Jahrzehnten eine Vielzahl von
Satelliten praktisch jeden Spektralbereich der Sonne erschlossen und eine zeitlich lücken-
lose Beobachtung gewährleistet. Sonden, die bis zu einem Abstand von nur0.3 AU an die
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Sonne heranflogen, konnten garin situ-Messungen des Sonnenwinds und interplanetaren
Magnetfelds vornehmen. Und Mittels der Helioseismologie kann der innere Aufbau der
Sonne vermessen und mit den theoretischen Vorhersagen verglichen werden.

So hervorragend die Beobachtungsmöglichkeiten der Sonne auch sein mögen, so ha-
ben sie doch den Nachteil, immer nur auf dasselbe Objekt beschränkt zu sein, dessen cha-
rakteristische Parameter wie Masse, Radius, Temperatur, chemische Zusammensetzung,
Rotationsperiode, Alter etc. vorgegeben sind. Aus der Beobachtung bestimmter Merkma-
le bei einem Individuum ist es jedoch nicht möglich, auf die Auspr̈agung vergleichbarer
— und m̈oglicherweise charakteristischer — Merkmale einer ganzen Klasse zu schließen
oder darauf eine generell gültige Theorie aufzubauen; eine allgemeine Theorieüber ma-
gnetische Aktiviẗat muss auch auf andere Sterneübertragbar sein und dort vergleichbare
Pḧanomene zutreffend beschreiben.

In den letzten Jahrzehnten wurden Techniken entwickelt, welche die Beobachtung von
Aktivit ätspḧanomenen auch auf weit entfernten Sternen ermöglichen. Im Fall der Sonne
findet man beispielsweise mit zunehmender magnetischer Aktivität ein Anwachsen der
mittleren chromospḧarischen Ca II-Linienkernemission und der koronalen Röntgenstrah-
lung. Daraus erwuchs ab 1966 die kontinuierliche Erfassung des Mt. WilsonCa II-S-Index
einer Vielzahl von Sternen, der Hinweiseüber das Ausmaß stellarer chromosphärischer
Aktivit ät sowieüber die Existenz und den Verlauf stellarer Aktivitätszyklen gibt (Wilson
1968, Duncan et al. 1991). Auch die Ergebnisse desROSAT All-Sky Survey (RASS)tru-
gen mit einer immensen Zahl an Röntgenbeobachtungen stellarer Koronen zum Verständ-
nis magnetischer Aktiviẗat bei (z.B. Schmitt 1997). Erẅahnenswert sind darüber hinaus
verfeinerte Verfahren zur Rekonstruktion stellarer Oberflächenstrukturen wie etwa das
Doppler-Imaging(Vogt & Penrod 1983),Zeeman-Doppler Imaging(Semel 1989, Donati
et al. 1997) odereclipse mapping(Collier Cameron 1997): Zeitserien photometrischer und
spektroskopischer Beobachtungen werden kombiniert, um aus der rotations-periodischen
Modulation der Lichtkurven und Linienprofile mittels Inversionsverfahren Temperaturin-
homogeniẗaten und Magnetfelder in Sternatmosphären zu bestimmen.

Der Vorteil bei Untersuchungen stellarer Aktivität ist die sehr große Anzahl an Ob-
jekten und Klassen2, die durch ihre Heterogenität ein optimales Testfeld für Theorien und
Modelle darstellen: Ein wichtiger Aspekt der komplementären Beziehung zwischen Son-
ne und Sternen, der so genanntensolar–stellar connection, ist die Pr̈ufung derÜbertrag-
barkeit von Erkenntnissen, die auf Grundlage des Studiums der Sonne gefunden wurden,
auf Sterne, deren charakteristische Eigenschaften einen großen Parameterbereich umfas-
sen.

Zu dieser Arbeit

In der vorliegenden Arbeit wird das Paradigma solarer Aktivitätserscheinungen auf ent-
wickelte Einzelsterne (Riesen und Unterriesen) und Komponenten enger, schnell rotie-
render Doppelsternsystemeübertragen: Aufgrund der starken Expansion während sei-
ner Nach-Hauptreihen-Entwicklung unterscheidet sich die Konvektionszone eines Rie-
sensternsquantitativ deutlich von der solaren Schichtung, während hingegen in engen

2In Hinblick auf die magnetische Aktivität sind besonders kühle Sterne vom Spektraltyp G-M von Be-
deutung.
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Doppelsternen Gezeiteneffekte die Aufhebung der Rotationssymmetrie und damit eine
gravierendequalitative Änderung der Sternstruktur bewirken. Ausgehend von der Ar-
beitshypothese, dass die in diesen Sternklassen beobachteten Aktivitätserscheinungen —
wie im Fall der Sonne — durch an der Oberfläche ausbrechende Magnetfelder hervorge-
rufen werden, wird in dieser Abhandlung der Einfluss dieser Unterschiede auf die Dy-
namik und das Ausbruchsverhalten magnetischer Flussröhren untersucht. Bei der Sonne
erklärt das verwendete Modell erfolgreich sowohl die Entstehung als auch charakteri-
stische Eigenschaften bipolarer Fleckengruppen. Es umfasst die Speicherung, Stabilität
und Entwicklung magnetischer Flussröhren innerhalb der Konvektionszone bis zu ihrem
Ausbruch an der Oberfläche.

In Kap. 2 wird das zugrunde liegende Konzept des solaren Dynamos und das Modell
dünner magnetischer Flussröhren vorgestellt sowie die notwendigen Ausgangsgleichun-
gen zusammengefasst. Die daran anschließende Behandlung ist in drei Teile gegliedert.

In Teil I wird die Dynamik magnetischer Flussröhren in k̈uhlen Riesen und Unterrie-
sen ẅahrend ihrer Nach-Hauptreihen-Entwicklung bis zum Fuße des Riesenastes (RGB,
red giant branch) untersucht.Kap. 4 beschreibt die markantëAnderung des Ausbruchs-
verhaltens aufsteigender Flussröhren nahe der so genannten Koronagrenzlinie (CDL,co-
ronal dividing line) im Hertzsprung-Russell Diagramm, an der sich die stellare Röntgene-
mission signifikanẗandert, ẅahrend inKap. 5 die Ursache f̈ur dieseÄnderung untersucht
wird.

In Teil II wird die Untersuchung der Gezeitenwirkung eines Begleitsterns auf ma-
gnetische Flussröhren in Doppelsternen dargestellt.Kap. 8 gibt einenÜberblick über
das verwendete Doppelsternmodell und die Gezeitenwirkung des Begleitsterns, die im
Rahmen einer linearen Näherung beschrieben wird. InKap. 9 werden charakteristische
Eigenschaften magnetischer Flussröhren in Doppelsternen untersucht. Dies umfasst ihr
station̈ares Gleichgewicht am unteren Rand der Konvektionszone sowie ihr Stabilitätsver-
halten bei kleinen Störungen.Kap. 10 umfasst die numerischen (nicht-linearen) Simula-
tionen, welche die Entwicklung ausbrechender Flussröhren bis nahe unter die Oberfläche
verfolgen.

In Teil III wird eine neuartige Instabilität eingehender untersucht, die im Rahmen der
numerischen Simulationen gefunden wurde und auf den hydrodynamischen Strömungs-
widerstand einer Flussröhre bei Bewegungen relativ zu ihrer Umgebung zurückzuf̈uhren
ist. Kap. 12 untersucht den analytisch behandelbaren Fall einer horizontalen Flussröhre
in einer plan-parallelen Umgebung, während inKap. 13 die gewonnenen Erkenntnisse
auf toroidale Flussr̈ohren in Sternen angewendet werden.
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Kapitel 2

Grundlagen

Magnetfelder spielen bei der Strukturbildung und Aufrechterhaltung sehr hoher Tempe-
raturen in den Chromosphären und Koronen von Sternen eine entscheidende Rolle. Bei
diversen Prozessen entstehen im Plasma elektrische Ströme, durch deren Ohmsche Dis-
sipation magnetische Energie in Wärme umgesetzt wird. Dieser Verlust magnetischer
Energie wird durch an der Oberfläche ausbrechende Magnetfelder ständig ersetzt (z.B.
Zwaan 1978), die innerhalb der Konvektionszone durch einen Dynamomechanismus er-
zeugt und verstärkt wurden. In der Photosphäre tritt magnetischer Fluss hauptsächlich in
Form konzentrierter Magnetfeldstrukturen (mitB ∼ 1 . . . 3 kG) in Erscheinung, die in
ein erheblich schẅacher magnetisiertes Plasma (mitB . 50 G, Stenflo 1989) eingebettet
sind. Diese Feldlinien-B̈undel, deren Durchmesser um einige Größenordnungen variieren
und die ansatzweise durch isoliertemagnetische Flussröhrenbeschrieben werden, haben
ihren Ursprung tief im Innern der Konvektionszone, wobei man davon ausgeht, dass sie
bis zu deren unteren Rand hinabreichen (Galloway & Weiss 1981, Moreno-Insertis 1986).

A priori müssen f̈ur stellare Magnetfelder verschiedene Verstärkungsmechanismen in
Betracht gezogen werden, die in der Konvektionszone auf unterschiedlichen Längen- und
Zeitskalen ablaufen: Großskalige Prozesse, die das globale, zyklische Aktivitätsverhalten
bestimmen sowie kleinskalige, turbulente Prozesse, die das lokale Geschehen dominieren
(Magnetokonvektion). Erklärungsans̈atze f̈ur das großskalige, alternierende Magnetfeld
basieren auf einem Dynamomechanismus, der von Plasmaströmungen angetrieben und
durch gemittelte Felder miẗuberlagerten, stochastisch verteilten Fluktuationen beschrie-
ben wird: Die differentielle Rotation erzeugt dabei aus der poloidalen Magnetfeldkom-
ponente die toroidale (Ω-Effekt), und die Heliziẗat aufsteigender Konvektionszellen, die
dieses Feld mit sich nehmen, im Gegenzug wieder die poloidale Komponente (α-Effekt).
Ein grunds̈atzliches Problem ist die längerfristige Speicherung des Magnetfelds, das in
der Konvektionszone einemmagnetischen Auftriebunterliegt (Parker 1955b). Neuere Un-
tersuchungen favorisieren einen Verstärkungsmechanismus, derüberwiegend im unteren
Teil der Konvektionszone arbeitet (z.B. Parker 1993), wobei das Magnetfeld in einem
dünnen, stabil geschichteten Bereich amÜbergang zum radiativen Kern — derOvers-
hoot-Region — gespeichert wird. Symmetriebetrachtungen und das Auftretenüberwie-
gend in Ost-West-Richtung angeordneter, bipolarer Fleckengruppen lassen auf eine Feld-
anordnung parallel zum̈Aquator schließen. Zusammen mit den aus solaren und stellaren
Aktivit ätszyklen gewonnenen Erkenntnissenüber die Zeitskalen m̈oglicher Versẗarkungs-
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mechanismen ergibt sich daraus ein Szenario, das typische Aktivitätserscheinungen auf
aus der Overshoot-Region stammende Flussröhren zur̈uckführt.

2.1 Grundgleichungen

2.1.1 Gleichungssystem der idealen MHD

Durch die Kombination der hydrodynamischenKontinuitäts- und Navier-Stokes-
Gleichung, der elektrodynamischenMaxwellgleichungen sowie der thermodynami-
schenEnergie-und Zustandsgleichung entsteht unter Zuhilfenahme typischer Zeit- und
Längenskalenτ bzw. l des Problems im Grenzfall nicht-relativistischer Strömungs- und
Phasengeschwindigkeitenv = l/τ � c das Gleichungssystem der Magnetohydrodyna-
mik (MHD):

dρ

dt
= −ρ∇ · v (2.1)

ρ
dv

dt
= −∇p− ρ∇Ψ∗ + ρν∆v

− ρ (Ω× (Ω× r)) + 2ρ (v ×Ω)

+
1

4π
(∇×B)×B (2.2)

ργ

(γ − 1)

d

dt

(
p

ργ

)
= ρT

dS

dt

∣∣∣∣
ext

(2.3)

p = ρ
<
µ

T (2.4)

∂B

∂t
= ∇× (v ×B) + ηm∆B (2.5)

Dabei bezeichnet
d

dt
≡ ∂

∂t
+ (v · ∇) (2.6)

densubstanziellen (Lagrangeschen)Ableitungsoperator. Es istρ die Dichte,p der Gas-
druck, T die Temperatur undµ das mittlere Molekulargewicht des Plasmas,v dessen
Geschwindigkeit undB das Magnetfeld.γ ist der Adiabatenexponent,ν die kinematische
Viskosiẗat undηm die magnetische Diffusivität. F̈ur detaillierte Herleitungen wird auf
gängige Lehr- und Fachliteratur verwiesen (z.B. Kippenhahn & Möllenhoff 1975, Priest
1982).

Aus dem GravitationspotenzialΨ∗ des Sterns ergibt sich die radialsymmetrische
Schwerebeschleunigungg∗ = −∇Ψ∗. Im Hinblick auf die sp̈atere Anwendung erfolgt
die Beschreibung der erweiterten Navier-Stokes-Gleichung (2.2) in einem mit der kon-
stanten WinkelgeschwindigkeitΩ rotierenden Bezugssystem, in dem zusätzlich Coriolis-
und Zentrifugalkr̈afte auftreten. Die Zentrifugalbeschleunigung wird mit Hilfe der Iden-
titätΩ× (Ω× r) = −∇ |Ω× r|2 /2 als Gradient desZentrifugalpotenzials

Ψrot = −1

2
|Ω× r|2 (2.7)
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dargestellt und mitΨ∗ zum effektiven GravitationspotenzialΨeff = Ψ∗ + Ψrot zusam-
mengefasst. Die resultierende effektive Gravitationgeff = −∇Ψeff ist axialsymmetrisch
bez̈uglich der RotationsachseΩ.

Ideales Plasma

Das Gr̈oßenverḧaltnis zwischen Transport- und Diffusionsterm wird in der Navier-Stokes-
Gleichung (2.2) durch die hydrodynamische und in der Induktionsgleichung (2.5) durch
die magnetische Reynoldszahl ausgedrückt,

Re =
lv

ν
bzw. Rm =

lv

ηm

, (2.8)

wobei die magnetische Diffusivitätηm = c2/(4πσL) von der elektrischen LeitfähigkeitσL

des Plasmas abhängt. Im Zusammenhang mit der Entwicklung aufsteigender Flussröhren
stellt der R̈ohrenradiusl ∼ 108 cm eine typische L̈ange und die radiale Aufstiegsge-
schwindigkeitv ∼ 3 · 103 cm/s einer instabilen Flussröhrenschleife eine typische Ge-
schwindigkeit dar. In der Mitte der Konvektionszone herrscht unter der Annahme eines
vollständig ionisierten Wasserstoffplasmas eine LeitfähigkeitσL ∼ 1016 s−1 und kinema-
tische Viskosiẗatν ∼ 10 cm2/s (nach Spitzer 1962) und damit

Re ∼ 1010 und (mitηm ∼ 7 · 103 cm2/s) Rm ∼ 106 . (2.9)

Aufgrund kleiner Viskosiẗaten und hoher Leitfähigkeiten sind in stellaren Konvektions-
zonen die Reynoldszahlen ausreichend groß, um die Annahme einesidealen(reibungs-
und widerstandsfreien) Plasmas zu rechtfertigen und die Diffusionsterme gegenüber den
Transporttermen zu vernachlässigen.

Eine wichtige Konsequenz, die sich ausσL → ∞ ergibt, ist das Alfv́ensche Konzept
eingefrorener Magnetfeldlinien. Der magnetische FlussΦ durch eine von der geschlosse-
nen KurveC begrenzten FlächeA wird durch das Integral

Φ =

∫
C

B · dA (2.10)

bestimmt. In der idealen MHD ist der magnetische FlussΦ eine Erhaltungsgröße, wel-
che die Bewegung der Materie mit dem Magnetfeld verbindet: Relativbewegungen des
Plasmas in der Richtungsenkrechtzu den Feldlinien sind nicht m̈oglich; bei Transver-
salstr̈omungen wird das im Plasma ‘eingefrorene’ Magnetfeld mitgeschleppt. Plasma-
strömungen in tangentialer Richtung (‖ B) sind hingegen grundsätzlich unabḧangig vom
Magnetfeld.

Walénsche Gleichung

Sowohl f̈ur die analytische als auch numerische Behandlung erweist es sich als vorteil-
haft, die Kontinuiẗatsgleichung (2.1) mit der Induktionsgleichung (2.5, mitηm = 0) zu
kombinieren, was zurWaĺensche Gleichung

d

dt

(
B

ρ

)
=

(
B

ρ
· ∇
)

v (2.11)

führt.
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Einfluss der Strahlung

In der Energiegleichung (2.3) trägt wegenRe, Rm � 1 die durch Ohmsche Dissipation
elektrischer Str̈ome und (innere) viskose Reibung entstehende Wärme nicht zur̈Anderung
der spezifischen EntropieS eines Massenelements bei. Dessen innere Energie kann sich
jedoch aufgrund von Strahlung̈andern, deren FlussdichteFrad im Sterninnern generell
durch den Diffusionsansatz

Frad = −ρcpkrad∇T mit krad =
16σ

3

T 3

κcpρ2
(2.12)

beschrieben werden kann (Priest 1982), wobeicp die spezifische Ẅarmekapaziẗat bei kon-
stantem Druck,krad die thermische Diffusiviẗat undσ die Stefan-Boltzmann-Konstante
ist. Die r̈aumliche Variation des Strahlungsflusses innerhalb des Volumens eines Massen-
elements f̈uhrt zu einer Nettoẅarmëanderung

ρT
dS

dt

∣∣∣∣
rad

= −∇ · Frad , (2.13)

die – je nach Vorzeichen – einer Heizung oder Kühlung des Plasmas entspricht. Eine
Abscḧatzung der thermischen Relaxationszeit

τ rad =
l2

krad

(2.14)

ergibt für Flussr̈ohren in der Sonne (mitkrad . 107 cm2/s innerhalb der Konvektions-
zone undl ∼ 108 cm) τ rad ∼ 109 s (≈ 32 yr). Ein Vergleich mit dynamischen Entwick-
lungszeitskalenτdyn ausbrechender sowie Anwachszeitenτ is instabiler Flussr̈ohren im
toroidalen Gleichgewicht (vgl. Abschn. 2.3.2) liefert

τdyn =
l

v
∼ 104 s � τ is ∼ 107 s � τ rad (2.15)

und zeigt, dass die Entwicklung magnetischer Flussröhren i.Allg.adiabatischmit pρ−γ =
const. abl̈auft.

2.1.2 N̈aherung für d ünne Flussr̈ohren

Die Näherung f̈ur dünne Flussr̈ohren(Spruit 1981) stellt eine wesentliche Vereinfachung
sowohl der analytischen als auch numerischen Behandlung der Dynamik magnetischer
Strukturen dar und beruht auf folgenden Annahmen:

B Die Flussr̈ohre wird durch eine isolierte Magnetfeld-Konzentration gebildet, die
in ein ansonsten feldfreies Plasma eingebettet ist; der Magnetfeldsprung zwischen
dem Innern und der Umgebung wird durch einen Flächenstrom auf der R̈ohreno-
berfläche bewirkt. Das ideal leitende Plasma kann den Magnetfeldbereich nicht ver-
lassen oder in ihn eindringen.
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B Der Durchmesserd einer Flussr̈ohre istklein im Vergleich zu allen anderen für
die Dynamik relevanten L̈angenskalen, wie etwa der Druckskalenhöhe Hp, dem
KrümmungsradiusR oder der Wellenl̈angeλ einer Sẗorung der Flussr̈ohre,

d � Hp, R, λ, . . . (2.16)

B Alle Größenf (f ∈ [p, ρ,B,v, . . .]) ändern sich auf einer zirkularen Querschnitts-
fläche wenig und k̈onnen durch ihren Wert auf der Röhrenachse hinreichend genau
beschrieben werden.

Aufbauend auf diesen Bedingungen wird die innere Struktur einer dünnen Flussr̈ohre in
einer Taylorreihe um die R̈ohrenachse entwickelt, wobei aber nur die jeweils niedrigsten
Entwicklungsterme — abḧangig von der Symmetrieeigenschaft einer Größe ist dies die
0. oder 1. Ordnung — berücksichtigt werden (Roberts & Webb 1978, Ferriz-Mas et al.
1989); durch Elimination der Terme 1. Ordnung gelangt man letztlich zu einer Darstel-
lung, bei der die Flussröhre nur durch die Werte auf der Röhrenachse beschrieben wird.

Die durch den Verlauf ihrer Achse idealisierte Flussröhre stellt eine eindimensionale
Kurve im dreidimensionalen Raum dar und legt die Verwendung des begleitenden Drei-
beins (Tangentialvektort, Hauptnormalenvektorn, Binormalenvektorb) als lokales Be-
zugssystems nahe. Wenn ihre Lager(s, t) durch die Bogenl̈anges parametrisiert wird,
folgt aus dem Hauptsatz der Kurventheorie

t =
∂r

∂s
, n = R

∂t

∂s
und b = t× n (2.17)

sowie die Frenetschen Ableitungsformeln

∂t

∂s
=

n

R
,

∂n

∂s
= − t

R
+

b

Rt

und
∂b

∂s
= − n

Rt

. (2.18)

R ist der lokale Kr̈ummungsradius undRt der lokale Torsionsradius der Flussröhre. In
der Frenet-Basis gilt per definitionemB = Bt, wodurch die Lorenzkraft inmagnetische
Spannungs-undDruckterme der Form

1

4π
(∇×B)×B = n

1

R

B2

4π
+ t

∂

∂s

B2

8π
−∇B2

8π
(2.19)

aufgespalten werden kann; dabei wurde die Identität

t · ∇ ≡ d

ds
(2.20)

verwendet.

Wechselwirkung mit der Umgebung

Ein Materieaustausch zwischen Umgebung und Flussröhre findet aufgrund der ‘eingefro-
renen’ Feldlinien nicht statt, ein Energietransport bei adiabatischen Zustandsänderungen
ebensowenig. Die Wechselwirkung mit der Umgebung erfolgt durch Impulsaustausch an



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

der Oberfl̈ache der Flussröhre aufgrund des Druckverlaufspe(s) in der umgebenden Kon-
vektionszone und ihres Strömungswiderstands bei transversalen Bewegungen.

Wie sich zeigen l̈asst (z.B. Stix 1989),̈andern sich in einer hydrostatisch geschichteten
Umgebung sowohl der Gesamtdruck als auch dessen Ableitung an der Röhrenoberfl̈ache
beim Übergang von innen nach außen stetig. Unter Berücksichtigung des magnetischen
Drucks im Innern der Flussröhre folgt daraus dieDruckgleichgewichtsbedingung

pe = p +
B2

8π
. (2.21)

Unter der Annahme einer (im mitrotierenden Bezugssystem) ruhenden, nicht-
magnetischen Konvektionszone ohne differentielle Rotation und meridionale Strömungen
wird die Entwicklung der Flussröhre durch die Beziehung

∇pe = ∇
(

p +
B2

8π

)
= ρegeff = −ρe∇Ψeff (2.22)

mit dem Verlaufρe der externen Schichtung gekoppelt.
Das ideal leitende Plasma der Umgebung kann nicht in den felderfüllten Bereich ein-

dringen, weshalb es bei Relativbewegungen senkrecht zur Röhrenachse die Flussröhre
umstr̈omen muss; in der N̈aherung f̈ur dünne Flussr̈ohren bleibt bei diesem Vorgang die
kreisförmige Querschnittsfl̈ache erhalten. Lokal ist die Situation vergleichbar mit der Um-
strömung eines Zylinders, bei welcher sich durch Verwirbelungen auf der abströmenden
Seite Druckdifferenzen entlang des Zylinderumfangs bilden, die einen Impulsübertrag —
denaerodynamischen Strömungswiderstand— hervorrufen, der̈ublicherweise durch die
Beziehung

fD = −CDρe
d

2
v2
⊥v̂⊥ (2.23)

beschrieben wird. Dabei istv⊥ der Betrag und̂v⊥ der (normierte) Richtungsvektor der
Relativgeschwindigkeitv⊥ = (vi − ve)⊥ senkrecht zur lokalen R̈ohrenachse. Die qua-
dratische Abḧangigkeit des Str̈omungswiderstands (2.23) vonv⊥ ist ad̈aquat f̈ur Proble-
me bei hohen ReynoldszahlenRe � 1. Für Re . 1 ist hingegen, dem Stokesschen
Reibungsansatz entsprechend, eine lineare Abhängigkeit angemessener.CD ist der Wi-
derstandsbeiwert, der von der ReynoldszahlRe abḧangt und empirisch bestimmt wird;
für Re � 1 gilt bei einem umstr̈omten ZylinderCD ≈ 1. Wie genauere Betrachtungen
zeigen, ist die effektive Viskosität in stellaren Konvektionszonen aufgrund der turbulenten
Gasbewegungen größer als die in Gl. (2.8) verwendete innere Viskosität ν, wodurchRe
deutlich reduziert wird. Nach Moreno-Insertis (1984) hat dieser Effekt letztlich aber nur
einen geringen Einfluss auf die Entwicklung magnetischer Flussröhren, weshalb in der
vorliegenden ArbeitCD = 1 beibehalten wird. Auf die Wirkung der aerodynamischen
Reibung wird in Kap. 14 im Zusammenhang mit ihrem Einfluss auf das Stabilitätsverhal-
ten magnetischer Flussröhren ausf̈uhrlicher eingegangen.

Die Wechselwirkung mit der Umgebung umfasst bisher nur den Strömungswider-
stand der Flussröhre, aber nicht die Dynamik des externen Mediums. Dieser zusätzli-
che Aspekt wurde oft durch den Gebrauch der ‘vergrößerten Tr̈agheit’ (enhanced iner-
tia) einer Flussr̈ohre ber̈ucksichtigt (z.B. Choudhuri 1990, Cheng 1992, Fan et al. 1994,
Moreno-Insertis et al. 1994) und beruht auf derÜberlegung, dass durch die Bewegung
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der Flussr̈ohre auch das externe Medium in Bewegung versetzt und die effektive Trägheit
der Flussr̈ohre dadurch erḧoht wird. Die konsequente theoretische Beschreibung dieses
Effekts ist bis jetzt allerdings strittig und nicht abschließend geklärt; eine umfassende
Diskussion findet man bei Moreno-Insertis et al. (1996). Da dieser Effekt im Vergleich
mit den anderen Kräften nur klein ist, wird er in dieser Arbeit nicht berücksichtigt (vgl.
Caligari 1995).

Gleichungssystem f̈ur dünne magnetische Flussr̈ohren

In Tab. 2.1 sind alle f̈ur die (adiabatische) Entwicklung dünner Flussr̈ohren relevanten
Gleichungen zusammengefasst. Dabei gilt in der Frenet-Basis (2.17) des begleitenden
DreibeinsB = Bt und v = vtt + vnn + vbb. Der Index ‘e’ kennzeichnet Größen
der umgebenden Sternschichtung am Ort der Flussröhre, interne Gr̈oßen haben — sofern
keine Verwechslungsgefahr besteht — keinen Index.

2.2 Gleichgewicht magnetischer Flussr̈ohren

Da die differentielle Rotation im Fall der Sonne keinen signifikanten Einfluss auf das Auf-
stiegsverhalten hat (Caligari 1995) und in schnell rotierenden Sternen deutlich geringer
ausgepr̈agt ist (Donahue 1993, R̈udiger et al. 1998) wird im Weiteren von einerstarren
Sternrotationausgegangen.

Eine langfristige Speicherung von Magnetfeldern innerhalb der Konvektionszone, et-
wa für die Zeitdauer eines mehrjährigen Aktiviẗatszyklus, ist praktisch nicht m̈oglich. Im
thermischen Gleichgewicht mit ihrer Umgebung (T i = T e) besitzen sie aufgrund des late-
ralen Druckgleichgewichts (2.26) eine geringere Dichteρi < ρe und unterliegen deshalb
dem Auftrieb; Flussr̈ohren mit Super-̈Aquipartitionsfeldsẗarken1 von B0 & 105 G, auf
die beispielsweise Sonnenflecken zurückzuf̈uhren sind, durchqueren die Konvektionszo-
ne (∼ 2 · 1010 cm) mit Aufstiegsgeschwindigkeiten von∼ 3 · 103 cm/s in weniger als
100 d. Dies ẅurde innerhalb kurzer Zeit zu einer gravierenden Abnahme des magneti-
schen Flusses führen und dem Feldverstärkungsmechanismus seine Grundlage entziehen.
Es wird angenommen, dass dieser in der Umgebung derTachoclinearbeitet, der Grenz-
schicht am unteren Rand der Konvektionszone, die durch starke Gradienten der differenti-
ellen Rotation charakterisiert wird. Das am̈Ubergang zum radiativen Kern — in der stabil
geschichteten, subadiabatischenOvershoot-Region — gespeicherte Magnetfeld unterliegt
dabei dem turbulenten Einflussüberschießender Plasmaströmungen aus der darüberlie-
genden Konvektionszone (Spruit & van Ballegooijen 1982, van Ballegooijen 1982).

Die verschiedenen Bereiche werden durch ihreSuperadiabatiziẗat δ = ∇ − ∇ad un-
terschieden, wobei∇ = (d ln T/d ln p) der logarithmische Temperaturgradient ist; der
Index ‘ad’ steht f̈ur adiabatische Zustandsänderungen. In dersuperadiabatischgeschich-
teten Konvektionszone istδ > 0 und in dersubadiabatischenOvershoot-Regionδ < 0.

1Die ÄquipartitionsfeldsẗarkeBeq sei die Feldsẗarke, bei der die magnetische EnergiedichteB2/(8π)
gleich der kinetischen Energiedichteρvc

2/2 ist. Dabei istvc eine typische Geschwindigkeit am Ort des
Magnetfelds, etwa der konvektiven Strömung oder der differentiellen Rotation.
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Energiegleichung:
d

dt

(
p

ργ

)
= 0 (2.24)

Zustandsgleichung: p = ρ
<
µ

T (2.25)

Druckgleichgewicht: pe = p +
B2

8π
(2.26)

Fluss-Erhaltung: Φ = A ·B = AB = const. (2.27)

Effektive Gravitation: geff = −∇
(

Ψ∗ −
1

2
|Ω× r|2

)
(2.28)

Strömungswiderstand: fD = −CDρe
d

2
v2
⊥v̂⊥ (2.29)

Walénsche Gleichung:
d

dt

(
B

ρ

)
=

B

ρ

(
∂vt

∂s
− vn

R

)
(2.30)

dt

dt
· n =

∂vn

∂s
+

vt

R
+

vb

Rt

(2.31)

dt

dt
· b =

∂vb

∂s
− vn

Rt

(2.32)

Bewegungsgleichung:

ρ
dv

dt
· t = −∂p

∂s
+ ρgeff + 2ρ (t× v) ·Ω (2.33)

= (ρ− ρe) (t · geff) + 2ρ (t× v) ·Ω +
∂

∂s

B2

8π
(2.34)

ρ
dv

dt
· n = (ρ− ρe) (n · geff) + 2ρ (n× v) ·Ω +

1

R

B2

4π
+ fD · n (2.35)

ρ
dv

dt
· b = (ρ− ρe) (b · geff) + 2ρ (b× v) ·Ω + fD · b (2.36)

TABELLE 2.1: Gleichungssystem dünner magnetischer Flussröhren.
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2.2.1 Mechanisches Gleichgewicht

Ausgangspunkt f̈ur alle weiterenÜberlegungen ist die Annahme der Existenz isolierter,
axialsymmetrischer Flussröhren innerhalb der Overshoot-Region, die im stationären me-
chanischen Kr̈aftegleichgewicht in Ebenen parallel zum̈Aquator liegen. Andere Aus-
gangskonfigurationen (z.B. isotherme Nicht-Gleichgewichtszustände) wurden u.a. von
Choudhuri (1989), Moreno-Insertis et al. (1992), Fan et al. (1993, 1994) und Caligari
et al. (1998) untersucht.

Außerhalb der̈Aquatorebene ist es im stationären Gleichgewicht nicht m̈oglich, den
Auftrieb in spḧarisch-radialer Richtung vollständig zu kompensieren: Die Binormalen-
komponente (2.36) der Bewegungsgleichung fordert wegenΩ · n = 0 einen verschwin-
denden Dichtekontrast,

∆ρ = (ρi,0 − ρe,0) ≡ 0 . (2.37)

Aufgrund der Auftriebsneutralität und Axialsymmetrie ist die Tangentialkomponente
(2.33) identisch erf̈ullt. Im Kräftegleichgewicht wird die nach innen gerichtete ma-
gnetische Kr̈ummungskraft durch die Corioliskraft kompensiert, die aus der Strömung
v0 = vi,0 − ve,0 = v0t mit der Relativgeschwindigkeit

v0 =
Ω

κ0

√1 +

(
B0√
4πρ0

κ0

Ω

)2

− 1

 > 0 (2.38)

resultiert, wobeiκ0 = 1/R0 die konstanteKrümmungdes Flussrings ist. Das Plasma im
Innern der Flussr̈ohre ist etwas k̈uhler und rotiert schneller als die umgebende Konvekti-
onszone — im mit dem Stern rotierenden Bezugssystem gilt bei starrer Rotationve = 0.

Das mechanische toroidale Gleichgewicht stellt dennatürlichen Zustand einer
Flussr̈ohre in der Overshoot-Region dar (Moreno-Insertis et al. 1992), der sich etwa auf-
grund folgender Entwicklung einstellt (vgl. Abb. 2.1). Angenommen, eine Flussröhre be-
finde sich in einem Nicht-Gleichgewichtszustand, in dem (o.B.d.A.) die Innendichte ge-
ringer als die der Umgebung ist (ρi < ρe) und keine Geschwindigkeitsdifferenz (v = 0)
existiert, so wird sich durch ihren adiabatischen Aufstieg innerhalb der subadiabatischen
Overshoot-Region der Dichtekontrast stetig verringern. Die gleichzeitig aufgrund der
Drehimpulserhaltung einsetzende interne Strömung (v < 0) bewirkt eine Corioliskraft,
die zusammen mit der Krümmungskraft den Flussring in Richtung zur Rotationsachse
zusammenzieht. Diese beiden Kräfte k̈onnen aber die Auftriebskomponente parallel zur
Rotationsachse nicht kompensieren, weshalb die Flussröhre ẅahrend ihres Aufstiegs zu
höheren Breiten driftet. Innerhalb des Isorotationsradius (Ωi = Ωe, d.h. v = 0) führt
die Drehimpulserhaltung aufgrund des kleiner werdenden KrümmungsradiusR so lan-
ge zu einem Anwachsen der Relativgeschwindigkeit (v > 0), bis die Corioliskraft die
Krümmungskraft kompensieren und die Flussröhre im auftriebsneutralen Kräftegleichge-
wicht halten kann, d.h. bis Gl. (2.38) erfüllt ist. Bei nicht zu großer Anfangsfeldstärke
liegt der isochore Flussring (ρi = ρe) nun etwas n̈aher an der Rotationsachse, aber weiter
außen in der Overshoot-Region.

Entdimensionierung der Strömungsgeschwindigkeitv0: In Kap. 4 werden Sterne un-
terschiedlicher Entwicklungsstufen und Massen untersucht, bei denen sich die Absolut-
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ABBILDUNG 2.1: Übergang einer
axialsymmetrischen Flussröhre ins
mechanische Kräftegleichgewicht
(nach Caligari 1995). Ausgehend von
einem Nicht-Gleichgewichtszustand
(offene Raute) baut der Flussring
beim Aufstieg durch die Overshoot-
Region den Dichtekontrast zwar
ab, wird dabei aber zu höheren
Breiten und n̈aher an die Rotations-
achse gelenkt. Im Gleichgewicht
kompensiert die Corioliskraft der
internen Str̈omung (Ωi > Ωe) die
magnetische Kr̈ummungskraft.

werte der Gleichgewichtsgrößen deutlich voneinander unterscheiden. So führen die dort
relevanten Parameterbereiche

104 G ≤ B0 ≤ 106 G

1010 cm ≤ R0 ≤ 3 · 1011 cm

10−2 g/cm3 ≤ ρ0 ≤ 4 · 10−1 g/cm3

2.6 · 10−7 s−1 ≤ Ω ≤ 10−4 s−1

zu einem Wertebereich vonBκ/(
√

4πρΩ) ∼ 10−4 . . . 103. Es ist daher vorteilhaft, zur
Beschreibung des Gleichgewichts die dimensionsloseAlfvénsche Machzahl

Mα0 =
v0

ca,0

=
Ω

ca,0κ0

(√
1 +

(ca,0κ0

Ω

)2

− 1

)
(2.39)

zu verwenden, welche die interne Strömungsgeschwindigkeitv0 in Einheiten der Alfv́en-
Geschwindigkeit

ca =
B√
4πρ

(2.40)

angibt. Der Verlauf vonMα0 ist als Funktion des dimensionslosen Ausdrucksca,0κ0/Ω,
der praktisch alle gleichgewichtsrelevanten Größen umfasst, in Abb. 2.2 dargestellt: Es
ist immerMα < 1. In derÄquatorebene der Sonne ist in der Mitte der Overshoot-Region
beispielsweise (mitρ = 0.15 g/cm3, κ0 = 1/(5.07 · 1010) cm−1, Ω� = 2.76 · 10−6 s−1)
caκ0/Ω = 5.2 · 10−6 ×B0 [G].
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ABBILDUNG 2.2: Alfvénsche MachzahlMα für magnetische Flussröhren im station̈aren mecha-
nischen Gleichgewicht.

In Hinblick auf die Untersuchung schnell rotierender Doppelsterne ist weiterhin die
Rossbyzahl

Ro = v0
κ0

Ω
=

2Mα
2
0

1−Mα
2
0

(2.41)

von Interesse, die den relativen Einfluss der Corioliskraft quantifiziert; der magnetostro-
phe Grenzfall wird beispielsweise durch sehr kleine Rossbyzahlen charakterisiert.

2.3 Ausbruch magnetischer Flussr̈ohren

Turbulente Fluktuationen in der Overshoot-Region, hervorgerufen durchüberschießen-
de Gaspakete aus der Konvektionszone, bewirken eine Verschiebung der Flussröhrenseg-
mente aus ihrer toroidalen Ausgangskonfiguration zu benachbarten Orten, an denen kein
exaktes Kr̈aftegleichgewicht mehr herrscht und die weitere Entwicklung durch die re-
sultierende Nettokraft bestimmt wird. Grundsätzlich reagiert eine Flussröhre auf kleine
Störungen mit einem charakteristischen Spektrum von Eigenschwingungen, deren Struk-
tur und Frequenzen von der Krümmung und Feldstärke der Flussr̈ohre sowie den Gege-
benheiten der Sternschichtung abhängen. Oberhalb einer kritischen Feldstärke sind kleine
Auslenkungen instabil, wachsen an und entwickeln Schleifen, die in der Konvektionszo-
ne aufgrund ihres magnetischen Auftriebs bis zur Oberfläche aufsteigen und dort Flecken,
bipolare Gruppen und aktive Regionen bilden.

2.3.1 Instabilitäts-Mechanismen

Für toroidale Flussr̈ohren ist insbesondere der Instabilitätstyp von Bedeutung, bei dem
sie in einer gravitativ geschichteten Umgebung gegenüber adiabatisch ablaufenden Ver-
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biegungen ihrer Feldlinien anfällig sind (Parker 1966). DieseParker-Instabiliẗat basiert
prinzipiell auf folgendem Mechanismus. Wird ein Flussröhrensegmenẗuber die Gleich-
gewichtsposition angehoben, soändern sich die internen Strömungsverḧaltnisse dahin-
gehend, dieses Element wieder ins hydrostatische Gleichgewicht zu bringen. Dazu setzt
ein (Netto-)Massenfluss aus dem angehobenen Teil zu den tiefer liegenden Segmenten
ein, wodurch die Dichte im ausgelenkten Teil zusätzlich zur adiabatischen Expansion
abnimmt und den Auftrieb fördert; der letztlich den Auftrieb bestimmende Dichtekon-
trast ∆ρ hängt aber auch empfindlich von der Superadiabatizität δ der Umgebung ab.
Nach Gl. (2.19)̈andert sich durch die Biegung der Flussröhre gleichzeitig die magneti-
sche Spannung, die mit dem grundsätzlichen Ziel der Verk̈urzung der Feldlinien dieser
Auslenkung entgegenwirkt. Letztlich entscheidet das Verhältnis zwischen Auftriebs- und
Krümmungskrafẗuber das Einsetzen der Instabilität.

Unter bestimmten Umständen tritt, insbesondere bei hohen Breiten, die axialsym-
metrische‘poleward slip’-Instabiliẗat auf, bei welcher sich der Flussring —̈ahnlich ei-
nem gespannten Gummiband — zusammenzieht und Richtung Pol rutscht. Verantwort-
lich für dieses Verhalten ist das̈Uberwiegen der nach innen gerichteten magnetischen
Krümmungskrafẗuber die nach außen weisende Corioliskraft; trotz der durch die Dre-
himpulserhaltung anwachsenden Relativgeschwindigkeitv kann diese die starke Span-
nung des Rings bei kleinen Krümmungsradien nicht mehr kompensieren. Bei den hier
untersuchten F̈allen ist dieser Mechanismus allerdings nur von untergeordneter Bedeu-
tung.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine zusätzliche, neuartige Instabilität gefunden, die
auf den Str̈omungswiderstandfD einer Flussr̈ohre zur̈uckzuf̈uhren ist. Bei den hier unter-
suchten Flussröhren entwickelt sich dieseStrömungs-Instabiliẗat auf Zeitskalen, die mit
den Anwachszeiten̈ublicher Parker-Instabilitäten vergleichbar sind, weshalb sie für die
Speicherung magnetischer Flussröhren unter bestimmten Bedingungen von Bedeutung
ist (vgl. Kap. 10). Die detaillierte Untersuchung ihrer Eigenschaften und des zugrundelie-
genden Mechanismus folgt in Kap. 14.

2.3.2 Lineare Stabilitätsanalyse

Die Zerlegung infinitesimaler adiabatischer Auslenkungenδr(s, t) einer Flussr̈ohre aus
ihrer toroidalen Gleichgewichtslager0(s) in ein vollsẗandiges System harmonischer Ba-
sisfunktionen der azimutalen Wellenzahlm (vgl. Abb. 2.3),

r(s, t) = r0 + δr = r0 +
∞∑

m=0

δrm exp [i (mκ0s + ωmt)] , (2.42)

und die Bestimmung der Eigenfrequenzenωm erfolgt mittels einer linearen Stabilitäts-
analyse (Spruit & van Ballegooijen 1982, Ferriz-Mas & Schüssler 1993, 1995, Ferriz-
Mas et al. 1994). Durch den Versatzδr ergeben sich aus dem Gleichungssystem dünner
Flussr̈ohren (Tab. 2.1) f̈ur alle Gr̈oßenfi kleine Abweichungenδfi vom Gleichgewichts-
wert fi,0. Die Kombination der resultierenden Gleichungen und Vernachlässigung von
Störungstermen von ḧoherer als 1. Ordnung (∝

∏
(δfi)

ni mit
∑

ni ≥ 2) führt zu Bewe-
gungsgleichungen für die lineare Auslenkungδr, die nur von den Gleichgewichtsgrößen
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m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5

ABBILDUNG 2.3: Schematische Darstellung von Eigenmodi mit azimutalen Wellenzahlenm =
1 . . . 5. Kreise (gestrichelt) symbolisieren die toroidale Ausgangskonfiguration der Flussröhre im
Gleichgewicht.

fi,0 abḧangen und mit der Zerlegung (2.42) in ein algebraisches Gleichungssystem für die
Eigenvektorenδrm überf̈uhrt werden. Nicht-triviale L̈osungen dieses Systems existieren
nur, wenn die Eigenfrequenzωm Lösung derDispersionsgleichung

6∑
i=0

ciω
i = 0 (2.43)

ist. Die Wurzeln dieses Polynoms 6. Grades entsprechen den sechs Freiheitsgraden des
Problems: Die prograde und retrograde Ausbreitung periodischer Auslenkungen in drei
Raumdimensionen stellen gekoppeltemagneto-akustische Transversal-und Longitudi-
nalwellen dar. Die komplexwertige Eigenfrequenzω bestimmt die Entwicklung der
Flussr̈ohre: Ihr Realteil legt die SchwingungsperiodeT is = 2π/<(ω) der Auslenkung
und zusammen mit der Wellenzahlm die Ausbreitungsrichtung und Phasengeschwindig-
keit

vp = −<(ω)

mκ0

(2.44)

des Wellenmodus fest. Der Imaginärteil=(ω) entspricht dem Inversen derlinearen An-
wachszeit

τ =
1

=(ω)
; (2.45)

für=(ω) < 0 wächst die Amplitude der Störung mit der Zeitt exponentiell an, f̈ur=(ω) >
0 nimmt sie entsprechend ab.

Die Angabe einer algebraischen Dispersionsgleichung ist nur im Einzelsternproblem
möglich, da hier die Eigenfunktionen des Problems mit den harmonischen Basisfunktio-
nen der Zerlegung (2.42) identisch sind. Im entsprechenden Doppelsternproblem (Kap. 9)
bestehen Eigenfunktionen aus einem Spektrum harmonischer Funktionen und können
analytisch nicht mehr in geschlossener Form bestimmt werden.

Qualitativer Überblick

Durch die Vorgabe ihrer Gleichgewichts-FeldstärkeB0 und -Lage(r0, λ0) im Stern (r0:
Abstand vom Sternmittelpunkt,λ0: Breite) sind die Stabiliẗatseigenschaften toroidaler
Flussringe festgelegt. Sofern keine anderen Angaben gemacht werden, wird als Gleich-
gewichtsradiusr0 etwa die Mitte der Overshoot-Region gewählt. Als Beispiel wird in
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ABBILDUNG 2.4: Anwachszeitenτ toroidaler Flussr̈ohren im mechanischen Gleichgewicht in
einem sonnen̈ahnlichen Einzelstern mit der RotationsperiodeT = 15 d. (B, λ)-Konfigurationen
für die Parker-Instabiliẗaten mit azimutalen Wellenzahlenm = 0 . . . 2 einsetzen sind grau un-
terlegt, weiß steht f̈ur stabiles Gleichgewicht. Die Niveaulinien markieren Anwachszeitenτ =
5,10, 50,100, 500, 1000 und5000 d des jeweilsinstabilstenModus einer Ausgangskonfigurati-
on.

Abb. 2.4 das Stabiliẗatsdiagramm magnetischer Flussringe in einem Einzelstern mit Ro-
tationsperiodeT = 15 d dargestellt2. Es zeigt die Anwachszeitτ des instabilstenEi-
genmodus einer(B, λ)-Konfiguration, derüblicherweise die anfängliche Entwicklung
dominiert. Bei FeldsẗarkenB0 < 105 G sind Flussr̈ohrenüberwiegend stabil, es treten
lediglich einige lokalisierteInstabilitätsinselnmit meist langen Anwachszeiten auf. Für
B0 & 105 G findet man hingegen ausgedehnte Bereiche der Parker-Instabilität mit unter-
schiedlichen dominanten Wellenzahlen, für welche die Anwachszeiten mit zunehmendem
B schnell abnehmen und typischerweise bei wenigen hundert Tagen liegen. Bei hohen
Breiten (λ0 ≥ 60◦) wirkt sich die mit abnehmendem KrümmungsradiusR0 = r0 cos λ0

wachsende Spannungskraft der Magnetfeldlinien stabilisierend auf die Flussröhre aus.
Bei hohen Feldstärken nimmt deren Einfluss jedochüberhand und f̈uhrt zur ‘poleward
slip’-Instabilität mitm = 0.

Eine Parker-Instabiliẗat mit T is 6= 0 hat den oszillatorischen Charakter einerÜber-
stabilität, d.h. die Sẗorung erzeugt eine Welle, deren Amplitude mit der Zeitskalaτ
anẅachst. Die axialsymmetrische Instabilität bei hohen Breiten zeigt hingegen als einzige
ein monotones Anwachsen. Abbildung 2.5 verdeutlicht den Verlauf der Schwingungspe-
riodeT is und deren VerḧaltnisRt = τ/T is zur linearen Anwachszeit.̈Uberwiegend gilt

2Diagramme f̈ur andere Rotationsperioden, aber ansonsten identische Ausgangskonfiguration sind in
Abb. 13.3 (T = 27 d) und Abb. 9.9 (T = 2d) angegeben. Die Diagramme in Abb. 9.18 (T = 0.75 . . . 10 d)
gelten zwar f̈ur Doppelsterne, werden aber durch die Parker-Instabilität dominiert. Zusammengefasst ver-
deutlichen sie die Abḧangigkeit der Stabiliẗatseigenschaften von der Rotationsperiode.
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ABBILDUNG 2.5: SchwingungsperiodenT is der in Abb. 2.4 dargestellten Instabilitäten. Die Ni-
veaulinien markieren SchwingungsperiodenT is = (10, 25, 50, 75) ·10(1,2,3) d und die grau unter-
legten Bereiche das VerhältnisRt = τ/tis zwischen Anwachszeit und Schwingungsperiode. Bei
der streng monoton anwachsendenpoleward slip-Instabiliẗat (dunkle Ecke rechts oben) istT is = 0
undRt →∞.

Rt . 1, d.h. Teile dieser Flussröhren erreichen die Konvektionszone bereits nach weni-
gen Schwingungsperioden. Bei hohen Feldstärken istRt . .5, sodass Flussröhren trotz
Überstabiliẗat mit einerquasi-monoton wachsenden Amplitude aufsteigen.

Die Stabiliẗatseigenschaften einer Flussröhre werden nachhaltig durch den Wert der
Superadiabatizität δ ihrer Umgebung bzw. den Ausdruck

βδ =

(
p

pmag

)
δ mit pmag =

B2

8π
(2.46)

bestimmt, wobeipmag der magnetische Druckim Innern der Flussr̈ohre ist. Im Sternin-
nern gilt typischerweiseβ � 1, weshalb bereits kleinëAnderungen der Superadiabatizität
großen Einfluss auf die Stabilitätseigenschaften haben. Im unteren Teil der Konvektions-
zone variiertδ vergleichsweise stark; im oben dargestellten Fall istdos ' 109 cm, δ =
1·10−6 undHδ/Hp ' 0.08. Dabei istdos die Dicke der Overshoot-Region,Hp die Drucks-
kalenḧohe undHδ die Skalenḧohe der Superadiabatizität.

Prinzipiell wird durch die Feldverstärkung im Laufe des Dynamoprozesses die Po-
sition einer Flussr̈ohre im Stabiliẗatsdiagramm auf einer Zeitskalaτ amp nach rechts ver-
schoben. Falls sie dabei in den Bereich einer Instabilität mit der Anwachsrateτ is kommt,
hängt ihre weitere Entwicklung vom Verhältnis der Zeitskalen ab: Istτ is . τ amp, so wird
die Flussr̈ohre ausbrechen und dabei nicht mehr signifikant verstärkt. F̈ur τ is � τ amp

wird hingegen ẅahrend des Anwachsens der Störung auch die Feldstärke zunehmen und
sich die Flussr̈ohre im Stabiliẗatsdiagramm weiter nach rechts bewegen. Dadurch ist es
ihr möglich, Instabiliẗatsinseln zu durchqueren und wieder stabile Zustände bei ḧoher-
en Feldsẗarken zu erreichen. Zur klaren Ausprägung eines Aktiviẗatszyklus m̈ussen die
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Ausbruchszeiten magnetischer Flussröhren k̈urzer als die Zyklusdauer sein, die bei son-
nen̈ahnlichen Sternen im Bereich von etwa5 . . . 15 yr liegen (z.B. Baliunas & Vaughan
1985). Die Zeitskalaτ is, welche lediglich die anfängliche Entwicklung der Flussröhre in
der Overshoot-Region charakterisiert, muss dementsprechend nochmals deutlich kürzer
als dieser Zeitrahmen sein. Im Fall der Sonne geht man davon aus, dass der Verstärkungs-
mechanismus durch starke Scherströmungen am unteren Rand der Konvektionszone an-
getrieben wird und nimmt für diesen Vorgang als charakteristische Zeitskala mehrere
Sonnenrotationen an, d.h. wenige hundert Tage.. Zahlreiche Arbeiten (Choudhuri & Gil-
man 1987, Choudhuri 1989, Moreno-Insertis et al. 1992, Fan et al. 1994, Schüssler et al.
1994, Ferriz-Mas 1996) kommen̈ubereinstimmend zu dem Schluss, dass die Ausgangs-
feldsẗarke in der solaren Overshoot-Regionetwa eine Gr̈oßenordnung̈uber derÄquipar-
titionsfeldsẗarkeBeq ≈ 104 G liegen muss, damit die Ausbruchscharakteristika magneti-
scher Flussr̈ohren (Ausbruchsbreite, Kippwinkel, Asymmetrie,. . . ) konsistent mit Beob-
achtungen von Sonnenfleckengruppen sind. In der Tat führt die Forderung nach Super-
Äquipartitionsfeldsẗarken& 105 G auf Anwachszeiten von∼ 100 . . . 300 d. Unserem
Grundgedanken folgend, wird auf diesen bisherigen Erkenntnissen im Fall der Sonne
aufgebaut und bei der weiteren Anwendung von vergleichbaren Anwachszeiten ausge-
gangen.

2.3.3 Nicht-lineare Entwicklung und Ausbruch

Numerisches Verfahren

Die Simulation der nicht-linearen Entwicklung einer geschlossenen dünnen Flussr̈ohre
in der äußeren Konvektionszone eines Sterns basiert auf einem numerischen Code, der
urspr̈unglich von Moreno-Insertis (1984, 1986) entwickelt und danach von Caligari (1991,
1995) erheblich erweitert wurde.

Das Flussr̈ohren-Programm verwendet ein Lagrangeverfahren, bei dem die Entwick-
lung einer festen Anzahl von R̈ohrenelementen konstanter Masse verfolgt wird. Dies
ermöglicht die Untersuchung ihrer Dynamiküber etliche Druckskalenhöhen hinweg, vom
Boden der Konvektionszone bis dicht unter die Sternoberfläche. Zur Parametrisierung
der Flussr̈ohre bietet sich die Lagrangesche Massedm̄ = ρAds an, mit deren Hilfe die
Walénsche Gleichung (2.11) in der Form

1

Φ

d

dt

(
B

ρ

)
=

d

dt

(
1

ρA
t

)
=

dl

dt
=

∂v

∂m̄
=

1

AB

B

ρ

∂v

∂s
=

1

Φ

(
B

ρ
· ∇
)

v (2.47)

geschrieben wird; diespezifische L̈angel = |l| = 1/(ρA) = ds/dm̄ ist ein Maß f̈ur die
Streckung eines R̈ohrenelements. In dem zweistufigen Differenzenverfahren erfolgt die
räumliche Diskretisierung der eindimensionalen Flussröhre auf einem versetzten Gitter
(staggered mesh): Mit Gl. (2.47) folgt aus der Ableitung des Geschwindigkeitsvektorsv
nach der Lagrangeschen Massem̄ an den Gittergrenzenr die zeitlicheÄnderung des spe-
zifischen L̈angenvektorsl am Gittermittelpunkt eines Massenelements; aus diesen drei
Größen kann dann die weitere Dynamik abgeleitet werden. Das ebenfalls zweistufige,
implizite zeitliche Integrationsverfahren zeichnet sich dabei durch seine numerische Sta-
bilit ät aus.



2.3. AUSBRUCH MAGNETISCHER FLUSSRÖHREN 27

Simulationen

Die Anregung der Instabilität in der Overshoot-Region erfolgt durch die Störung des
toroidalen Ausgangszustands mit einer Superposition harmonischer Auslenkungen mit
Wellenzahlenm = 1 . . . 5. Mit dem Einsetzen der Instabilität bilden sich — je nach do-
minierendem Instabiliẗatsmodus —m Flussr̈ohren-Schleifen, deren Amplitude mit einer
Anwachszeit der Gr̈oßenordnungτ zunimmt. Aufgrund des wellenartigen Charakters der
Parker-Instabiliẗat bewegt sich die Störung entlang der Flussröhre. Mit dem Massenfluss
aus den Gipfelsegmenten in die tiefer liegenden Teile der Flussröhre werden diese schwe-
rer und sinken solange ab, bis sie von der starken Subadiabatizität des radiativen Kerns
gestoppt werden. Dieser in der Overshoot-Region verbleibende Teil stellt für die aufstei-
gende Flussr̈ohre eine effektiveVerankerungdar.

Nach ihrem Eintritt in die superadiabatische Schichtung der Konvektionszone be-
schleunigt sich ihr Aufstieg aufgrund des konvektiven Auftriebs erheblich. Durch den
Einfluss der geometrieabhängigen Kr̈ummungskraft und der geschwindigkeitsabhängi-
gen Coriolis- und Reibungskräfte wird die Trajektorie des Gipfelelements typischerweise
zu ḧoheren Breitenλ und, der Drehimpulserhaltung und dem Wellencharakter der In-
stabiliẗat entsprechend, in azimutaler Richtungφ abgelenkt; in einem Doppelstern unter-
liegt sie zus̈atzlich der ortsabḧangigen Gezeitenkraft. Die Transversalbewegung der Röhre
wird durch den Str̈omungswiderstand der Röhre grunds̈atzlich gehemmt. Allerdings zeigt
sich, dass dessen Einfluss, der mit wachsendem Röhrendurchmesser abnimmt, bei dem
üblicherweise verwendeten anfänglichen Wert vond0 = 2 · 108 cm nur einen geringen
Einfluss auf die Aufstiegsgeschwindigkeit hat. Der von ihm ausgehende Drehimpuls- und
Energietransfer beeinflusst jedoch die internen Strömungsverḧaltnisse und verursacht u.a.
das Einsetzen der Strömungsinstabiliẗat.

Durch die Abnahme des externen Gasdrucks dehnt sich der aufsteigende Teil der
Flussr̈ohre stark aus, weshalb die Bedingung (2.16) nahe der Oberfläche (r & 0.98 R∗)
gewöhnlich nicht mehr erf̈ullt ist und die Simulation gestoppt wird. Der eigentliche Aus-
bruch an der Oberfl̈ache kann daher im Rahmen der Näherung d̈unner Flussr̈ohren nu-
merisch nicht nachvollzogen werden. Da der Aufstieg hier sehr schnell und nahezu radial
verläuft, kann man aber davon ausgehen, dass die Endposition der Simulation mit der
tats̈achlichen Ausbruchsposition an der Oberfläche guẗubereinstimmt.

Dieses Modell ausbrechender Flussröhren f̈uhrt im Fall der Sonne (Caligari et al.
1995, Scḧussler et al. 1996) und bei schnell rotierenden, jungen Sternen (Granzer et al.
2000) zu guten̈Ubereinstimmung mit den Beobachtungen.
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Kapitel 3

Einleitung und Motivation

Grenzlinien im Hertzsprung-Russell Diagramm

Beobachtungen charakteristischer Signaturen einer Vielzahl von Sternen geben Hinweise
auf die Existenz von Grenzlinien im Hertzsprung-Russell Diagramm (HRD), die Berei-
che bestimmter Spektraltypen und Leuchtkraftklassen abteilen, in denen ein charakteri-
stisches Merkmal besonders deutlich ausgeprägt ist oder sich auffällig ändert (Abb. 3.1).

Bei der Analyse der Asymmetrie von Linienprofilen fand man im HRD eine Grenzli-
nie, an der sich das photosphärische Geschwindigkeitsfeld der Sterneändert. Ausgehend
etwa vom Spektraltyp F0 auf der Hauptreihe verläuft dieGranulationsgrenzlinie nahezu
vertikal durch alle Leuchtkraftklassen (Gray & Nagel 1989), wobei kühlere Sterne typi-
scherweise sonnenähnliche Asymmetrien in ihren Spektrallinien zeigen. In kühlen Zwerg-
sternen mit Oberfl̈achentemperaturenT eff . 7000 K und MassenM∗ . 1.3 M� erfolgt
der Energietransport in den̈außeren Schichten durch Konvektion, die sich amÜbergang
zur stellaren Photosphäre durch ein typisches Granulationsmuster bemerkbar macht. Je
geringer die Sternmasse, desto tiefer ist die Konvektionszone im Vergleich zum Gesam-
tradius des Sterns: Bei der Sonne (Spektraltyp G2V) sind es etwa30%, während sehr mas-
searme M-Zwerge vollständig konvektiv sind. In massereicheren (M > 1.3 M�) Zwerg-
sternen erfolgt der Energietransport in denäußeren Schichten hingegen durch Strahlung.
Erst wenn sie die Hauptreihe nach Verbrennen ihres zentralen Wasserstoffvorrats ver-
lassen haben und sich zu kühlen Unterriesen bzw. Riesen entwickeln, bilden sie (nach
Überqueren der Granulationsgrenze) eineäußere Konvektionszone, die in Sternen am Fu-
ße des Riesenastes (RGB,red giant branch) bis zu90% des Sternradius ausmacht und
über70% der Sternmasse enthält.

Kühle Sterne, die ẅahrend ihres sehr langen Hauptreihenstadiums magnetisch aktiv
sind, erfahren ẅahrend dieser Zeit eine signifikante Abbremsung ihrer Rotation (magnetic
braking). Vom Stern abstr̈omendes Plasma folgt innerhalb eines bestimmten Bereichs dem
Verlauf des dynamisch dominierenden stellaren Magnetfelds und wird von diesem nähe-
rungsweise zur Korotation mit der Sternumdrehung gezwungen. Aufgrund des größeren
Abstands von der Rotationsachse erhöht sich dadurch der Drehimpuls des Gases, während
der des Sterns entsprechend abnimmt. Wenn die spezifische Bewegungsenergie größer
als die Energiedichte des stellaren Magnetfelds wird (am so genannten Alfénradius), be-
wegt sich das Plasma weitgehend unabhängig vom Magnetfeld und transportiert beim

31
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ABBILDUNG 3.1: Schematischer
Verlauf verschiedener Grenzlinien
im HR Diagramm [nach Gray
(1991)]. Die grauen Linien mar-
kieren Bereiche verschiedener
Leuchtkraftklassen, die etwas dicke-
re entspricht der Hauptreihe (LC V).
Grenzenlinien (schwarz) unterteilen
das Diagramm in Gebiete, in denen
charakteristische Merkmale wie z.B.
Konvektion, schnelle Rotation oder
starke R̈ontgenemission mehr oder
weniger ausgeprägt sind.

Abströmen den zuvor̈ubertragenen Drehimpuls vom Stern weg. Durch diesen kontinu-
ierlichen Drehimpulsverlust, dessen Ausmaß letztlich von der Stärke des Windes und
des Magnetfeldes abhängt, wird die Sternrotation abgebremst. Hauptreihensterne heißer
als Typ F zeigen praktisch keine magnetische Aktivität undändern erst ẅahrend ihrer
Nach-Hauptreihen-Expansion aufgrund des anwachsenden Trägheitsmoments ihre Rota-
tionsrate. Generell scheint eine signifikante Rotationsbremsung bei Zwergen, Unterriesen
und Riesen erst auf der kühleren Seite derRotationsgrenze (Abb. 3.1), nach der Ausbil-
dung einer ausreichend tiefen Konvektionszone und entsprechend starker magnetischer
Aktivit ät, wirksam zu sein. Die Rotationsgrenze verläuft etwa vom Spektraltyp F5 V auf
der Hauptreihe bis G0 III bei den Riesen (Gray 1989). Durch die starke Ausdehnung der
konvektiven Ḧulle und dieÄnderung der Massen-und Drehimpulsverteilung zwischen
Hülle und Kernändert sich sowohl der innere Aufbau als auch die Rotation der Nach-
Hauptreihensterne nachhaltig.

Die Koronagrenzlinie

Mit Satelliten-Missionen wieEinstein, IUE oderROSATkonnten umfassende Beobach-
tungen im EUV und weichen R̈ontgenbereich durchgeführt werden, die bei den meisten
Riesensternen Linienemission mehrfach ionisierter Elemente wie C II–IV, Si III–IV oder
N V und Röntgenemission bei1 . . . 2 keV offenbarten, die charakteristisch für Tempera-
turen von104 . . . 107 K und typisch f̈ur heiße Chromosphären,Übergangsschichten und
Koronen sind.

Frühe Beobachtungen (Linsky & Haisch 1979, Ayres et al. 1981) entdeckten etwa
beim Spektraltyp K0–3 eine markanteKoronagrenzlinie (CDL,coronal dividing line),
die Riesensterne mit Anzeichen für Chromospḧaren und Koronen von solchen mit chro-
mospḧarischen Temperaturen bis etwa104 K trennt, die offenbar keine so heißen Atmo-
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spḧarenschichten haben. Nachfolgende Beobachtungen bestätigten den drastischen Rück-
gang koronaler R̈ontgenemission bei Riesen und untermauerten dadurch das Konzept
der CDL (Maggio et al. 1990, Haisch et al. 1990). Zwar waren diese frühen Beobach-
tungen noch durch eine vergleichsweise geringe Zahl an Objekten und niedrige Nach-
weisgrenzen limitiert, aber auch die leistungsfähigere ROSAT Durchmusterung (RASS,
ROSAT All-Sky Survey) zeigte eine klare Zweiteilung bei der Röntgenemission k̈uhler
Riesen(Haisch et al. 1991, 1992a, Ayres et al. 1991). Letztlich war aber auch deren Nach-
weisempfindlichkeit nicht ausreichend, um die mögliche Existenz von heißem, koronalem
Gas in k̈uhlen Riesen mit Bestimmtheit auszuschließen. Zumindest die Beobachtung von
Röntgenemission so genannter Hybrid-Sterne1 zeigte, dass die CDL nicht auf den Leucht-
kraftklassenbereich der hellen Riesen undÜberriesenübertragen werden kann (Haisch
et al. 1992b, Reimers & Schmitt 1992, Reimers et al. 1996). Im Folgenden bestätig-
ten wesentlich empfindlichere ROSAT-Beobachtungen den starken Rückgang koronaler
Röntgenemission bei Riesensternen um den Spektraltyp K3 (Hünsch et al. 1996), ent-
deckten dabei aber auch schwache Röntgenstrahlung bei k̈uhleren Riesen, teilweise sogar
bei Vertretern des Spektraltyps M (Hünsch et al. 1998). Durch diese Beobachtungen wird
das Konzept der CDL zwar aufgeweicht, der signifikante Abfall charakteristischer Rönt-
genemission in Riesensternen in der Umgebung der Koronagrenze im HRD ist aber nach
wie vor gegeben.

Koronale Magnetfelder

Magnetfelder haben für die Koronen k̈uhler Sterne eine fundamentale Bedeutung. Tem-
peraturen von̈uber106 K entsprechen sehr großen thermischen Geschwindigkeiten, die
aufgrund der geringen Schwerkraft in der Atmosphäre eines Riesensterns zum Abströmen
von Plasma und zum Verlust der Korona führen ẅurden. Weil aber Strömungen senkrecht
zur Feldlinie unterbunden werden, kann Plasma, das innerhalb geschlossener Magnetfeld-
strukturen gefangen ist, die Korona nicht oder zumindest nur sehr schwer verlassen. Ohne
den Einfluss ausgedehnter geschlossener Strukturen würden Teilchen innerhalb kürzester
Zeit das Schwerefeld des Sternsüberwinden und als Wind abströmen, so wie es bei der
Sonne in Zonen ‘offener’ Feldlinien der Fall ist. Darüber hinaus spielt das Magnetfeld,
wie im Fall der Sonne, bei der Heizung eine wichtige Rolle. Durch den Energietrans-
port entlang magnetischer Flussröhren in Form magnetohydrodynamischer Wellen und
die Ohmsche Dissipation elektrischer Ströme tr̈agt das Magnetfeld entscheidend zur Auf-
rechterhaltung koronaler Temperaturen bei.

Die koronale R̈ontgenemission entsteht hauptsächlich in großskaligen, geschlosse-
nen Magnetfeldstrukturen. Daher führen Antiochos et al. (1986) den starken Emissi-
onsr̈uckgang beimÜberqueren der CDL auf das Verschwinden dieser Strukturen zurück,
die aufgrund der abnehmenden atmosphärischen Druckskalenhöhe im Laufe der Nach-
Hauptreihen-Expansion instabil werden, in kleine, kühlere B̈ogen übergehen und ihre
Energie bei l̈angeren Wellenlängen emittieren. In engem Zusammenhang dazu steht auch
der Vorschlag von Ayres et al. (1998), dass die Emission tiefliegender koronaler Bögen

1Unter Hybrid-Sterne versteht man Sterne des Spektraltyps KII und GII-Ib, die einerseits Linienemissi-
on zeigen, wie sie f̈ur heißeÜbergangsschichten typisch sind, andererseits aber auch Absorptionsmerkmale
vorweisen, die auf die Existenz von starken, kühlen Sternwinden hinweisen.
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durch zirkumstellares Material verdeckt wird. Ein alternativer Erklärungsansatz führt die
CDL auf Sternpopulationen unterschiedlicher Massenbereiche zurück, deren Entwick-
lungswege im k̈uhlen Riesenstadium zwar dicht beieinander liegen, aber aufgrund ihrer
verschieden starken magnetischen Aktivität im Hauptreihenstadium unterschiedliche Ro-
tationsentwicklungen haben (Ayres et al. 1981, 1991, Reimers et al. 1996, Hünsch &
Schr̈oder 1996): Aufgrund ihrer starken magnetischen Abbremsung auf der Hauptreihe
ist für Sterne mit MassenM∗ . 1.3 M� die Rotationsrate im Riesenstadium so gering,
dass der Dynamomechanismus stark zurückgeht und letztlich verschwindet. Massenrei-
chere Sterne erfahren hingegen erst während ihrer Entwicklung durch die Hertzsprung-
Lücke nach der Ausbildung einer Konvektionszone und magnetischer Aktivität eine Ab-
bremsung, sodass sie beim Erreichen des RGB noch ausreichend Drehimpuls besitzen um
einen Dynamoprozess und Röntgenaktiviẗat aufrecht zu halten. Die CDL ẅare in diesem
Sinne lediglich der Entwicklungsweg eines etwa1.3 M�-Sterns, der auf der Hauptreihe
den Übergang zwischen Sternen mit bzw. ohneäußere Konvektionszone repräsentiert.
Rosner et al. (1991, 1995) und Kashyap et al. (1994) vermuten hingegen eineÄnderung
des dominanten Dynamomechanismus während der Nach-Hauptreihen-Entwicklung als
Ursache, die zu einem̈Ubergang der atmosphärischen Magnetfeldstruktur von großen,
koronalen B̈ogen zu kleineren B̈ogen f̈uhrt, die in Gebiete offener Magnetfeldlinien ein-
gebettet sind. Da die Koronagrenze in der Tat in den Bereich des HRD fällt, in dem auch
das Einsetzen massiver Sternwinde beobachtet wird (Reimers 1977), liegt es nahe, als Ur-
sache f̈ur dieses Verhalten — in Analogie zu den magnetisch offenen und geschlossenen
Gebieten auf der Sonne — eineÄnderung der koronalen Magnetfeldtopologie anzuneh-
men.

Um festzustellen, ob sich eine grundlegendeÄnderung der atmosphärischen Magnet-
feldstruktur in Riesensternen im Rahmen des solaren Modells erklären l̈asst, wird die Sta-
bilit ät, Dynamik und Entwicklung magnetischer Flussröhren in Nach-Hauptreihensternen
verschiedener Masse und Entwicklungsstadien bis etwa zum Fuße des ‘Riesenastes’ un-
tersucht (vgl. Holzwarth & Scḧussler 2001).



Kapitel 4

Dynamik magnetischer Flussr̈ohren in
Riesensternen

4.1 Sternmodelle

4.1.1 Entwicklungs-Sequenzen

Zur Erzeugung der Entwicklungssequenzen bzw. einzelner Sternmodelle wird eine erwei-
terte Version des Sternentwicklungsprogramms von Kippenhahn et al. (1967) verwendet;
für eine ausf̈uhrliche Beschreibung des Codes und seiner Erweiterungen wird auf Gran-
zer (2000) verwiesen. Alle Rechnungen basieren auf OPAL Opazitäten (Iglesias & Ro-
gers 1996), die mit den atomaren und molekularen Opazitäten von Alexander & Ferguson
(1994) zu tieferen Temperaturen hin ergänzt wurden. Neben der OPAL Zustandsgleichung
von Rogers et al. (1996) wurde auch eine analytische, Saha-ähnliche Zustandsgleichung
von Gautschy (2001) verwendet. Die thermonuklearen Energieerzeugungs- und Reakti-
onsraten wurden bei Caughlan & Fowler (1988) und Clayton (1968) entnommen. Die
Beschreibung der Konvektion folgt der (lokalen) Mischungswegtheorie mit einem Mi-
schungswegparameterα = 1.67. Die urspr̈ungliche relative Elementhäufigkeit (bez̈uglich
der Masse) von Wasserstoff (X), Helium (Y ) und schwereren Elementen (Z), wurde zu
X = 0.703, Y = 0.277 und Z = 0.02 bestimmt (vgl. Granzer 2000). Zusätzlich wur-
den Sternmodelle verwendet, die mit dem Geneva-Toulouse-Entwicklungsprogramm er-
zeugt (z.B. Charbonnel & Talon 1999) und dankenswerterweise von C. Charbonnel zur
Verfügung gestellt wurden (Schüssler et al. 2001). Abbildung 4.1 zeigt in einem theo-
retisches HR Diagramm einen Vergleich zwischen Entwicklungssequenzen von Sternen
mit Massen zwischenM∗ = 1 . . . 3 M� während ihrer Nach-Hauptreihen-Entwicklung. In
der weiteren Untersuchung werdenüberwiegend die auf der Gautschy-Zustandsgleichung
basierenden Entwicklungssequenzen verwendet; die Zustandsgrößen ausgeẅahlter Stern-
modelle sind in Tab. 4.1 zusammengefasst.

Ein sonnen̈ahnlicher Dynamomechanismus basiert auf der Existenz eineräußeren
Konvektionszone. Ẅahrend Sterne mit MassenM∗ . 1.3 M� diese bereits in ihrem
Hauptreihenstadium besitzen, bilden massereichere Sterne erst während ihrer Nach-
Hauptreihen-Entwicklung eine konvektive Hülle: In den hier berechneten Modellen setzt
Konvektion in einem1.5 M�-Stern etwa bei einer TemperaturT eff ' 6000 K ein; diese

35
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M∗ Nr. Alter L∗ T eff R∗

[ M�] [ Gyr] [ L�] [ K] [ R�]

1.0 465 11.93 2.35 4854 2.17
480 11.98 2.58 4820 2.31
495 12.03 2.83 4798 2.44
510 12.08 3.07 4782 2.56
525 12.11 3.33 4769 2.68
540 12.14 3.59 4759 2.79
585 12.21 4.30 4735 3.09
675 12.32 6.02 4690 3.72

1.5 480 2.447 6.42 4958 3.44
510 2.478 7.25 4919 3.71
570 2.518 8.67 4877 4.13
600 2.535 9.44 4858 4.35
660 2.563 11.05 4825 4.76

2.0 374 0.9161 14.68 4986 5.14
376 0.9171 15.64 4963 5.36
378 0.9179 16.47 4946 5.54
382 0.9195 18.08 4918 5.87
386 0.9210 19.62 4895 6.17
388 0.9215 20.23 4886 6.29

2.5 646 0.4784 33.49 4940 7.91
647 0.4787 36.30 4908 8.35
649 0.4791 41.31 4862 9.07
650 0.4792 43.60 4844 9.39
653 0.4795 47.17 4818 9.88
655 0.4797 49.44 4802 10.18

3.0 466 0.2913 75.28 4817 12.48
468 0.2915 89.95 4748 14.04
469 0.2916 96.59 4721 14.71
470 0.2917 103.37 4697 15.38
471 0.2918 110.38 4673 16.06

TABELLE 4.1: Zustandsgr̈oßen von Riesensternen unterschiedlicher Masse und Entwicklungssta-
dien.
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ABBILDUNG 4.1: Vergleich verschiedener Nach-Hauptreihen-Entwicklungssequenzen.

ABBILDUNG 4.2: Relative Gr̈oßerrc/R∗ des radiativen Kerns in Sternen während ihrer Nach-
Hauptreihen-Entwicklung. Vergleichbare Entwicklungsstadien sind mit gepunkteten Linien ver-
bunden.
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Grenze verschiebt sich für massereichere Sterne zu niedrigeren Temperaturen. Von jeder
Sequenz werden Sternmodelle ausgewählt, deren Radien des radiativen Kerns im Bereich
rrc ' 0.15 . . . 0.35 R∗ liegen, wobeiR∗ der jeweilige Sternradius ist (vgl. Abb. 4.2).

4.1.2 Die konvektive Overshoot-Region

Die unter Verwendung der lokalen Mischungswegtheorie (MLT,mixing length theory)
erzeugten Sternmodelle bestehen typischerweise aus einer schwach superadiabatischen
äußeren Konvektionszone (mitδ & 0) oberhalb eines stark subadiabatischen radiativen
Kerns (mitδ < 0). Auf dieser Grundstruktur aufbauend, wird die konvektive Overshoot-
Region amÜbergang zwischen radiativen Kern undäußerer Konvektionszone für je-
des Sternmodell individuella posterioribestimmt. Ẅahrend bei den Geneva-Toulouse-
Sequenzen dabei dem Ansatz von Zahn (1991) gefolgt wird und unterhalb der Konvekti-
onszone eine polytrope Schichtung konstanter Subadiabatizität angef̈ugt wird (vgl. Cali-
gari 1995), wird bei den Kippenhahn-Sequenzen der Vorgehensweise von Granzer et al.
(2000) gefolgt, die auf demnicht-lokalenMischungsweg-Ansatz von Shaviv & Salpe-
ter (1973) basiert: Im Gegensatz zur lokalen Beschreibung wird die radiale Bewegung
eines z.B. sinkenden Gaselements in der Konvektionszoneüber eine Mischungslänge (et-
wa eine Druckskalenḧohe) hinweg verfolgt, d.h. vom Einsetzen des Absinkens bis zur
Auflösung des Gaselements. Durch die nicht-lokale Beschreibung unterscheidet sich am
Endpunkt der kumulative Geschwindigkeits- und Temperaturüberschuss von den lokal be-
rechneten MLT-Werten, was zu einer geringfügigen Modifikation der Temperaturschich-
tung führt. Aufgrund ihrer nicht-verschwindenden Geschwindigkeit am unteren Randrrc

der (lokal berechneten) Konvektionszone, können Gaselemente in den obersten Bereich
des radiativen Kerns eindringen. Dadurch erzeugen sie eine dünne Schicht, die durch
einen ins Sterninnere gerichteten konvektiven Energietransport charakterisiert wird —
die Overshoot-Region. Ihre untere Grenzerbot (< rrc) wird durch das Verschwinden
konvektiver Geschwindigkeiten definiert. Eine ausführliche Beschreibung dieses Mecha-
nismus findet sich bei Pidatella & Stix (1986) und Skaley & Stix (1991). Tabelle 4.2 gibt
einenÜberblicküber die Lage, Dicke und Subadiabatizität der Overshoot-Region in den
verwendeten Sternmodellen.

4.2 Verfahren

Um das Ausbruchsverhalten magnetischer Flussröhre in verschiedenen Riesensternen ver-
gleichen zu k̈onnen, werdenStandard-Simulationen durchgeführt, bei denen die Aus-
gangsbedingungen — abgesehen von denen, die sich aus der Verwendung verschiedener
Sternmodelle ergeben — identisch sind. Um die Abhängigkeit der Ergebnisse von der
Wahl dieser Ausgangssituation zu untersuchen, wird anschließend eine Parameterstudie
durchgef̈uhrt.

Grunds̈atzlich wird sowohl in der linearen Stabilitätsanalyse als auch den numeri-
schen Simulationen von einer starren Rotation des Sternkörpers ausgegangen. Unter der
Voraussetzung, dass die in Riesensternen existierende differentielle Rotation nicht we-
sentlich gr̈oßer als im Fall der Sonne ist, bewirkt sie lediglich kleine Modifikationen der
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M Nr. rbot dos δ(req)

[ M�] [ R�] [ R∗] [10−2 R�] [10−2 R∗] [ Hp ] [10−6]

1.0 465 0.75 0.34 7.6 3.5 0.27 -1.0
480 0.71 0.31 8.0 3.5 0.26 -1.1
495 0.67 0.28 8.2 3.4 0.26 -1.2
510 0.64 0.25 8.3 3.2 0.25 -1.3
525 0.62 0.23 8.2 3.1 0.25 -1.5
540 0.59 0.21 8.2 2.9 0.25 -1.6
585 0.54 0.18 7.9 2.5 0.24 -2.3
675 0.48 0.13 7.1 1.9 0.24 -3.9

1.5 480 1.09 0.32 13 3.8 0.27 -1.8
510 0.98 0.26 13 3.6 0.25 -2.2
570 0.84 0.20 13 3.2 0.24 -3.1
600 0.78 0.18 13 3.0 0.24 -3.7
660 0.69 0.15 12 2.5 0.24 -5.1

2.0 374 1.56 0.30 20 3.9 0.26 -3.2
376 1.45 0.27 20 3.8 0.25 -3.5
378 1.35 0.24 20 3.6 0.25 -3.9
382 1.20 0.20 20 3.3 0.24 -5.3
386 1.08 0.18 19 3.1 0.24 -6.8
388 1.04 0.17 19 3.0 0.24 -7.3

2.5 646 2.49 0.32 29 3.7 0.25 -5.7
647 2.26 0.27 29 3.5 0.24 -6.8
649 1.89 0.21 30 3.3 0.24 -9.2
650 1.75 0.19 30 3.2 0.25 -10.5
653 1.58 0.16 29 2.9 0.25 -13.0
655 1.50 0.15 28 2.8 0.25 -14.7

3.0 466 3.75 0.30 47 3.8 0.26 -13.4
468 3.08 0.22 46 3.3 0.24 -15.6
469 2.78 0.19 45 3.1 0.24 -16.9
470 2.51 0.16 43 2.8 0.24 -20.8
471 2.30 0.14 40 2.5 0.24 -25.5

TABELLE 4.2: Lagerbot des unteren Rands und Ausdehnungdos der Overshoot-Region in Rie-
sensternen unterschiedlicher Massen und Entwicklungsstadien. Zum besseren Vergleich sind die
Werte in Einheiten des SonnenradiusR�, SternradiusR∗ sowie der lokalen Druckskalenhöhe
Hp angegeben. Der Wert der Subadiabatizität δ gilt f ür die Gleichgewichtstiefereq der Standard-
Simulationen (Abschn. 4.2) in der Mitte der Overshoot-Region.
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Flussr̈ohrendynamik, die im Rahmen dieser Untersuchung vernachlässigt werden k̈onnen
(z.B. Ferriz-Mas & Scḧussler 1995).

4.2.1 Lineare Stabilitätsanalyse

Zur Bestimmung der kritischen Magnetfeldstärken, die zum Einsetzen der Parker-
Instabiliẗat und der Bildung aufsteigender Flussröhrenschleifen f̈uhren, wird eine linea-
re Stabiliẗatsanalyse durchgeführt (Abschn. 2.3.2); Ausgangspunkt sind Flussröhren im
mechanischen toroidalen Gleichgewicht innerhalb der Overshoot-Region (Abschn. 2.2).

Im Rahmen der Standard-Rechnungen werden die in Tab. 4.1 aufgeführten Sternmo-
delle untersucht, wobei von einer RotationsrateΩ∗ = Ω� = 2.6 · 10−6 s−1 (Sonnenrota-
tionsrate) ausgegangen wird. Der Gleichgewichtsradiusreq eines Flussrings liege in der
Mitte der Overshoot-Region; die Superadiabatizität δ(req) in dieser Tiefe ist in Tab. 4.2
angegeben. Durch die Wahl des Sternmodells, der Rotationsrate und des Gleichgewichts-
radius sind alle externen Größen am Ort des Flussrings festgelegt. Die Stabilitätseigen-
schaften und Anwachszeitenτ hängen dann nur noch von dessen Ausgangsbreiteλeq und
FeldsẗarkeBeq ab. Den Erkenntnissen im Fall der Sonne folgend, wird für die Standard-
Rechnungen von der Anwachszeitτ = 100 d ausgegangen. Abbildung 4.3 zeigt für jedes
Sternmodell den Verlauf der100 d-Niveaulinie in der(B, λ)-Ebene. VomÄquator aus
ist die MagnetfeldsẗarkeB100 entlang einer Niveaulinie bis zu mittleren Breiten hinauf
nahezu konstant. Diese Region entsprichtüblicherweise der auftriebsbedingten Parker-
Instabiliẗat. Zu ḧoheren Breiten hin nimmtB100 signifikant zu: Der kleiner werdende
Gleichgewichtsradius bewirkt eine stärkere Kr̈ummungskraft, die Störungen senkrecht
zur Rotationsachse stabilisiert. Bei sehr hohen Breiten führt indes die ‘poleward slip’-
Instabiliẗat wieder zu einer Reduktion desB100-Wertes. Innerhalb einer Entwicklungsse-
quenz verschieben sich die Niveaulinien typischerweise zu höheren Feldstärken. Dieses
Anwachsen wird jedoch bei massereicheren Sternen immer kleiner. In dem2.5 M�-Stern
tritt nur noch ein geringe Erḧohung desB100-Wertes auf, ẅahrend sich in der3 M�-
Sequenz die Feldstärkeverschiebung sogar umkehrt, wodurch vergleichbare Flussringe
in sp̈ateren Entwicklungsstadien bei kleineren Feldstärken instabil werden. Dieser Trend
wird zus̈atzlich dadurch verstärkt, dass f̈ur massereichere Sterne die100 d-Instabiliẗat ge-
nerell bei kleineren Feldstärken einsetzt.

Bis hinauf zu hohen Startbreiten dominiert diem = 1-Instabiliẗat. Nur nahe am Pol
macht sich aufgrund der zunehmenden Krümmungskraft die ‘poleward slip’-Instabilität
mit der azimutalen Wellenzahlm = 0 bemerkbar.

4.2.2 Numerische Simulationen

In allen Sternmodellen wird die nicht-lineare Entwicklung instabiler Flussröhren mit
Startbreiten vonλeq = 10◦, 30◦, 50◦ und 70◦ untersucht. Die Ausgangsfeldstärke
Beq = B100 wird dem Verlauf der entsprechenden Niveaulinie in der(B, λ)-Ebene
(vgl. Abb. 4.3) entnommen. Der anfängliche R̈ohrendurchmesser des Flussrings istd =
2000 km. Einige Tage nach der Störung des toroidalen Gleichgewichts setzt sich der am
schnellsten anwachsende Eigenmodus, hierüblicherweise der mit der Wellenzahlm = 1,
durch und f̈uhrt zur Bildung einer aufsteigenden Flussröhrenschleife.
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ABBILDUNG 4.3: Niveaulinien der Anwachszeitτ = 100 d für Flussringe im Standard-
Gleichgewicht (Abschn. 4.2) in der Mitte der Overshoot-Region. Es treten lediglich Instabilitäten
der azimutalen Wellenzahlm = 1 (durchgezogene Linien) undm = 0 (gestrichelte Linien) auf.
Jede Linie entspricht einem Sternmodell in Tab. 4.1, wobei die Pfeile in jeder Sequenz die chro-
nologische Abfolge der Entwicklungsstadien anzeigen.
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4.3 Einschluss magnetischer Flussröhren

4.3.1 Standardf̈alle

Die Simulationen offenbaren in Riesensternen zwei grundsätzlich verschiedene Verhal-
tensweisen von Flussröhren, deren charakteristische Entwicklung in einem1 M�-Stern
genauer dargestellt wird.

Ausbrechende Flussr̈ohren

Die Abbildungen 4.4a-b illustrieren die Entwicklung einer aufsteigenden Flussröhre in
einem12.14 Gyr alten Stern (Nr. 540 in Tab. 4.2). Ihre ursprüngliche Gleichgewichtsbrei-
te ist 10◦. Es bildet sich eine instabile Flussröhrenschleife, die in die Konvektionszone
eintritt und dort beschleunigt aufsteigt, bis sie die Oberfläche erreicht. Ẅahrend des Auf-
stiegs sinken die in der Overshoot-Region verbleibenden Röhrensegmente ab, bis ihr zu-
nehmender Auftrieb die radiale Komponente der Summe aus magnetischer Krümmungs-
kraft und Corioliskraft kompensieren kann. Dieser am tiefsten im Stern liegende Teil der
Flussr̈ohre, der praktisch auf dem radiativen Kern liegt, bildet für die aufsteigende Schlei-
fe eine ArtVerankerung. Durch die radiale Auftriebskraft kann allerdings die Komponente
der Krümmungskraft entlang der Breite nicht ausgeglichen werden. Da diese Komponen-
te zu ḧoheren Breiten weist, rutscht der Anker auf dem radiativen Kern Richtung Pol
und überquert diesen (im hier gezeigten Fall) nach etwa1130 Tagen. Nach der Polüber-
querung driftet dieser Teil, wiederum aufgrund derλ-Komponente der Kr̈ummungskraft,
RichtungÄquator. Die Entwicklung kann hier allerdings nur bis zum Zeitpunkt des Aus-
bruchs des Gipfelelements an der Oberfläche verfolgt werden, da die Simulation dann
gestoppt werden muss.

Abbildung 4.4c zeigt die Position sowohl des tiefsten als auch höchsten R̈ohrenele-
ments als Funktion der Zeit. Die azimutale Drift der aufsteigenden Flussröhrenschleife
entgegen der Rotationsrichtung des Sterns spiegelt den Wellencharakter der ursächlichen
Instabiliẗat wieder. Die gesamte Entwicklung dauert (bis zum Ausbruch an der Ober-
fläche) etwa3.6 Jahre.

Gefangene Flussr̈ohren

Die Abbildungen 4.4d-f zeigen die Entwicklung einer Flussröhre in einem12.21 Gyr alten
Stern (Nr. 585). Zu Beginn̈ahnelt ihre Entwicklung der einer ausbrechenden Flussröhre,
d.h. die aufsteigende Schleife bewegt sich beschleunigt durch die Konvektionszone nach
oben, und der in der Overshoot-Region verankerte Teil der Röhreüberquert den Pol des
radiativen Kerns. Nach der Polüberquerung verlangsamt sich jedoch der Aufstieg des
Gipfelelements derart, dass die Aufwärtsbewegung noch innerhalb der Konvektionszone,
deutlich unterhalb der Oberfl̈achezum Stillstand kommt. Die gesamte Flussröhre bewegt
sich anschließend langsam̈aquatorẅarts, bis sie letztlich in der̈Aquatorebene des Sterns
ein neues Gleichgewichtfindet. Im Gegensatz zum ursprünglichen Ausgangsgleichge-
wicht umschließt die Flussröhre nun aber nicht mehr den radiativen Kern des Sterns. Die
Entwicklung vom urspr̈unglichen, toroidalen Gleichgewicht bis zum neuen Endgleichge-
wicht in derÄquatorebene dauert etwa7 Jahre.
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ABBILDUNG 4.4: Die Abbildungena und b zeigen eine Kombination von Momentaufnahmen
der Entwicklung einer ausbrechenden Flussröhre. Die innerste Hemisphäre ist der radiative Kern
des Sterns und die (halb-transparente) dünne Schicht darüber die Overshoot-Region (Sternmodell
Nr. 540,rbot = 0.21 R∗, dos = 2.9 · 10−2 R∗). Die Rotation des Sterns erfolgt entgegen dem
Uhrzeigersinn. Die R̈ohrendurchmesser wurden für die Darstellung um den Faktor 10 vergrößert.
Das Diagrammc zeigt den Radius (durchgezogene Linie, linke Skala) und die Breite (gestri-
chelte Linie, rechte Skala) des höchsten bzw. tiefsten Flussröhrenelements im Stern als Funktion
der Zeit. Das Maximum in derλlow-Kurve markiert den Moment der Polüberquerung. Der grau
unterlegte, horizontale Streifen entspricht der Ausdehnung der Overshoot-Region. Die Abbildun-
gend-f zeigen vergleichbare Darstellungen für eine gefangene Flussröhre (Sternmodell Nr. 585,
rbot = 0.18 R∗, dos = 2.5 · 10−2 R∗). Nach der Pol̈uberquerung kommt der Aufstieg des Gipfel-
elements zum Stillstand und die komplette Flussröhre driftet langsam zur̈Aquatorebene.
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Grenzkriterium

Die Simulationen zeigen einen̈Ubergang von ausbrechenden zu gefangenen Flussröhren,
wenn derrelativeRadiusR des urspr̈unglichen Flussrings die Bedingung

R =
Req

R∗
=

req

R∗
cos λeq . 0.17 . . . 0.2 (4.1)

erfüllt, wobei Req der Krümmungsradius um toroidalen Gleichgewicht ist. Für größere
Werte vonR brechen Flussröhre an der Oberfl̈ache aus, ẅahrend f̈ur Werte unterhalb die-
ses Grenzwerts der Aufstieg gestoppt und die Flussröhre im Innern der Konvektionszone
gefangen ist.

Im Verlauf der Nach-Hauptreihen-Entwicklung zum RGB wird der radiative Kern ei-
nes Sterns kleiner (rbot ↓), während sich gleichzeitig seine konvektive Hülle deutlich
ausdehnt (R∗ ↑). Demzufolge nimmt f̈ur Flussringe bei einer festen Ausgangsbreiteλeq

der relative RadiusR ∝ rbot/R∗ mit zunehmendem Sternalter ab (vgl. Gl. [4.1] mit
req ∼ rbot). WegenR ∝ cos λeq werden Flussr̈ohren bei hohen Breiten zuerst einge-
schlossen, ẅahrend die bei niederen Breiten startenden immer noch ausbrechen. Als Bei-
spiel zeigt Abb. 4.5 die radiale Entwicklung des Gipfelelements im Sternmodell Nr. 540
in Abhängigkeit von der Ausgangsbreiteλeq des Flussrings: Ẅahrend Flussr̈ohren mit
λeq . 33◦ ausbrechen, sind die bei höheren Anfangsbreiten gefangen. Erst wennR für al-
le Breiten unter den kritischen Wert (4.1) fällt, ist der Ausbruch magnetischer Flussröhren
vollständig unterbunden.

Der Übergang von ausbrechenden zu gefangenen Flussröhren tritt in allen untersuch-
ten Entwicklungssequenzen auf. Abbildung 4.6 zeigt ein theoretisches HR Diagramm,
in dem jedes untersuchte Sternmodelle entsprechend des Ausbruchsverhaltens seiner
Flussr̈ohren mit einem anderen Symbole markiert ist.

4.3.2 Parameterstudie

Die Standard-Simulationen in Abschn. 4.3.1 wurden alle unter den selben Ausgangsbe-
dingungen durchgeführt: Sonnenrotationsrate,100 Tage Anwachszeit der linearen Insta-
bilit ät, 2000 km Anfangsdurchmesser der Flussröhre und Gleichgewichtsposition in der
Mitte der Overshoot-Region. Um die Abhängigkeit der Ergebnisse von diesen speziellen
Annahmen zu untersuchen, wird nun sukzessive ein Parameter innerhalb angemessener
Grenzen variiert, ẅahrend die anderen unverändert bleiben.

Rotationsrate

Aufgrund ihrer magnetischen Abbremsung und wachsenden Ausdehnung verlangsamt
sich die Rotation von Einzelsternen während ihrer Nach-Hauptreihen-Entwicklung gra-
vierend. Andererseits kann die Rotationsrate von Riesensternen in gezeitengebunde-
nen engen Doppelsternsystemen (z.B. RS CVn-Systemen) die der Sonne auch deutlich
übertreffen. Aus diesem Grund wird die Rotationsrate im BereichΩ∗ = 0.1 . . . 10 Ω�
variiert.

Grunds̈atzlich ist festzustellen, dass die Rotationsrate keinen signifikanten Einfluss
auf das Ausbruchsverhalten von Flussröhre im Vergleich zu den Standard-Simulationen
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ABBILDUNG 4.5: Radiale Entwicklung des höchsten R̈ohrenelements im1 M�-Stern Nr. 540
als Funktion der Ausgangsbreiteλeq. Der Übergang zwischen ausbrechenden und gefangenen
Flussr̈ohren findet beiλeq ' 33.16◦ statt. Die Ausgangsfeldstärke ist einheitlichB = 2 · 105 G,
damit auch Flussröhren bei hohen Breiten in den Vergleich mit einbezogen werden können.

hat. Allerdings zeigt sich, dass Flussröhren bei hohen Rotationsraten dazu neigen, bei
hohen Breiten zu verharren und nicht zumÄquator abzusinken. Sie befinden sich dabei
in einem dynamischen Zustand, in dem sowohl der in der Overshoot-Region (bei hohen
Breiten) verankerte Teil als auch der Gipfel der Flussröhrenschleife um die Rotations-
achse des Sterns präzedieren. Diese Flussröhren brechen nicht aus und werden daher
als ‘gefangen’ eingestuft, obwohl sie das in den Standard-Rechnungen eingenommene,
äquatoriale Gleichgewicht nicht erreichen. Für kleine Rotationsraten verschiebt sich die
Übergangsbreite, die ausbrechende von gefangenen Flussröhren trennt, leicht zu ḧoheren
Breiten.

Anwachszeit bzw. Anfangsfeldsẗarke

Die lineare Stabiliẗatsanalyse ergibt, dass die kritische Feldstärke, ab der Instabilität
einsetzt, nur etwa15% unterhalb derB100-Feldsẗarke liegt. L̈angere Anwachszeiten
τ , die n̈aher an der Instabilitätsgrenze liegen, führen daher nur zu einer unbedeu-
tenden Verringerung der Ausgangsfeldstärke und geringen Modifikation des Standard-
Gleichgewichts. Andererseits entspricht eine Verringerung vonτ einem signifikanten An-
stieg der FeldstärkeBτ . Es wurden daher zusätzliche Simulationen für Anwachszeiten bis
hinunter zuτ = 16 d durchgef̈uhrt, was typischerweise Feldstärken entspricht, die etwa
doppelt so hoch sind wie die in den Standardfällen.
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ABBILDUNG 4.6: Änderung des Ausbruchsverhalten magnetischer Flussröhren am Fuße des
RGB. Gepunktete Linien verbinden vergleichbare Entwicklungsstadien (in Bezug auf die relative
Größe des radiativen Kerns). Kreuze bzw. Quadrate markieren Sternmodelle mit ausbrechenden
bzw. gefangenen Flussröhren, beide Symbole wurdenübereinander gezeichnet, wenn Flussröhren
mit hohen Startbreiten gefangen sind, bei niederen hingegen noch ausbrechen. Die grau unterleg-
te Zone am rechten Rand markiert den Bereich, in dem verschiedene Autoren die Koronagrenze
beobachten.

Höhere Feldsẗarken f̈uhren zu einer drastischen Beschleunigung der zeitlichen Ent-
wicklung sowohl ausbrechender als auch gefangener Flussröhren,ändern aber nichts an
deren individuellen Endzustand; insbesondere wird dieÜbergangsbreite nur unwesentlich
beeinflusst.

Magnetischer Fluss bzw. R̈ohrendurchmesser

Der magnetische FlussΦ einer FR bestimmt sich aus ihrer Querschnittsfläche (∝ d) und
der FeldsẗarkeB. Mit der Annahme eines anfänglichen R̈ohrendurchmessers vond =
2000 km und FeldsẗarkenB100 entsprechend der linearen Stabilitätsanalyse (Abb. 4.3),
überdecken die Standard-Simulationen einen BereichΦ ∼ 1021 . . . 1022 Mx, der mit ma-
gnetischen Fl̈ussen großer aktiven Regionen auf der Sonne vergleichbar ist. Wenngleich
Sternflecke auf aktiven Riesensternen wesentlich größer sind (z.B. Strassmeier 1999),
können Beobachtungen nicht zwischen den Ausbrüchen weniger großer Flussröhren oder
sehr vielen kleinen unterscheiden. Da die Overshoot-Region von Riesensternen sehr aus-
gedehnt ist (Tab. 4.2), ẅurden weder wenige große noch eine große Anzahl von kleinen
Flussr̈ohren der Modellannahme vonisoliertenFlussr̈ohren widersprechen. Die Abmes-
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sungen einer Flussröhre wirken sich auf ihren aerodynamischen Strömungswiderstand
aus, dessen relativer Einfluss mit wachsendem Röhrendurchmesser kleiner wird.

Um dies zu untersuchen wurden Simulationen mit der Standard-FeldstärkeB100, aber
unterschiedlichen (anfänglichen) R̈ohrendurchmessern vond = 1000 km bzw. 4000 km
durchgef̈uhrt. Die Resultate zeigen, dass dieser Bereich vond bereits in dem Regime liegt,
in dem die Wechselwirkung mit der Umgebung keinen Einfluss auf den Endzustand der
Entwicklung hat.

Gleichgewichtstiefe

Die Stabiliẗatseigenschaften von Flussringen hängen empfindlich vom Wert der Supera-
diabatiziẗat δ(req) ab, der im Bereich der Overshoot-Region um etwa einen Faktor100
variiert. Aus diesem Grund wurden zusätzliche Rechnung durchgeführt, bei denen die
Gleichgewichtspositionreq am oberen Rand der Overshoot-Region bzw.2000 km über
ihrem unteren Rand liegt.

Bei der tieferen Startposition sind aufgrund der stabileren Schichtung wesentlich
höhere Feldsẗarken erforderlich, um das Einsetzen der Instabilität zu erreichen. Daraus
folgt wiederum die oben beschriebene Beschleunigung der Flussröhrenentwicklung. Die
Endstadien unterscheiden sich dabei kaum von denen der Standard-Simulationen. Das
gleiche gilt i.Allg. auch f̈ur Flussr̈ohren, die vom oberen Rand der Overshoot-Region star-
ten. Allerdings treten hier einige Ausnahmefälle auf, die ein modifiziertes Ausbruchsver-
halten zeigen: Flussringe, die von sehr hohen Breiten starten, lösen sich vollsẗandig von
der Overshoot-Region ab und driften entlang der Rotationsachse zur Oberfläche, bis sie in
der Umgebung des Pols ausbrechen. Einähnliches Verhalten wurde auch bei Flussröhren
in schnell rotierenden T-Tauri Sternen gefunden (Granzer et al. 2000).

Struktur der Overshoot-Region

Die Struktur der Overshoot-Region am̈Ubergang zwischen̈außerer Konvektionszone
und radiativen Kern ist noch nicht vollständig verstanden und Gegenstand aktueller For-
schung. Im Fall der Sonne ergibt die Analyse helioseismischer Daten (z.B. Basu 1997)
eine Ausdehnung der Overshoot-Region, die deutlich kleiner ist als sie von theoretischen
Modellen prognostiziert wird. Allerdings geht man bei dieser Analyse von der (vermutlich
sehr unrealistischen Annahme) einer idealisierten sphärisch-symmetrischen Schicht aus.
Die wichtigsten Eigenschaften der Overshoot-Region in Bezug auf das Flussröhrenmo-
dell sind ihre Ausdehnung und Superadiabatizität: In der Sonne muss diese Schicht aus-
reichend dick sein, um die Speicherung des durch Beobachtungenüber einen Aktiviẗats-
zyklus hinweg ermittelten magnetischen Gesamtfluss zu ermöglichen. Der Wert der Sub-
adiabatiziẗat bestimmt indes den kritischen Feldstärkebereich der Parker-Instabilität. Im
vorliegenden Fall wurden zusätzliche Flussr̈ohrensimulationen in Sternmodellen durch-
geführt, die mit dem Geneva-Toulouse-Sternentwicklungsprogamm (z.B. Charbonnel &
Talon 1999) erzeugt wurden (vgl. Abb. 4.1). Die Overshoot-Region wurde dabei entspre-
chend dem Ansatz von Zahn (1991) durch eine polytrope Schicht konstanter Subadia-
batiziẗat modelliert; f̈ur eine ausf̈uhrliche Beschreibung dieses Verfahrens wird auf Ca-
ligari (1995) verwiesen. Die Entwicklung und der Einschluss magnetischer Flussröhren
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in diesen zus̈atzlichen Sternmodellen führt zu den gleichen Ergebnissen wie in den oben
dargestellten Standardfällen (Scḧussler et al. 2001).

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die Variation der Parameter nur einen ge-
ringfügigen Einfluss (wenn̈uberhaupt) auf das Schicksal aufsteigender Flussröhren hat.
Die Entscheidung, ob eine Flussröhre an der Oberfl̈ache ausbricht oder im Innern der Kon-
vektionszone eingeschlossen wird, hängt praktisch ausschließlich von ihrem anfänglichen
relativen Kr̈ummungsradiusR ab.



Kapitel 5

Einschlussmechanismus

5.1 Kräfteanalyse

Um den Grund f̈ur das unterschiedliche Ausbruchsverhalten in Riesensternen zu bestim-
men, werden eine ausbrechende Flussröhre, die im1 M�-Stern (Nr. 540, vgl. Abb. 4.4a-
c) bei einer Ausgangsbreite vonλeq = 10◦ startet, und eine gefangene Flussröhre, die
im selben Sternmodell bei40◦ startet, miteinander verglichen. Beide Flussröhren begin-
nen ihre Entwicklung in der Mitte der Overshoot-Region mit der gleichen Feldstärke.
Sie unterscheiden sich lediglich in ihrer Startbreite, d.h. ihrem Krümmungsradius, und
ihrer internen Str̈omungsgeschwindigkeit, die notwendig ist um die Krümmungskraft im
Gleichgewicht zu kompensieren. DerÜbergang zwischen ausbrechenden und gefange-
nen R̈ohren liegt hier bei etwa29.5◦ Breite. Abbildung 5.1 zeigt die jeweiligen Beiträge
der beteiligten Kr̈afte zur radialen Beschleunigung des Gipfelelements der Flussröhre in
Abhängigkeit von dessen Abstand zum Sternmittelpunkt.

Der Str̈omungswiderstand der Flussröhre hemmt grundsätzlich den Aufstieg des Gip-
felelements und spiegelt dabei dessen Geschwindigkeit wider. Da er eine Konsequenz der
Bewegung und nicht ihre Ursache ist, kann er die Entwicklung lediglich modifizieren,
den Endzustand aber nicht nachhaltig verändern. Aus diesem Grund ist dieser Beitrag
hier nur von untergeordnetem Interesse. Die Beschleunigung aufgrund von Trägheits-
kräften ist haupts̈achlich auf die Corioliskraft zurückzuf̈uhren. Ihr relativer Beitrag zum
Aufstieg des Gipfelelements ist sowohl in der ausbrechenden als auch der gefangenen
Flussr̈ohre (im Vergleich zur Kr̈ummungskraft) von vergleichbarer Größe, weshalb an-
zunehmen ist, dass sie ebenfalls keinen entscheidenden Einfluss auf den Endzustand hat.
Der Auftrieb einer Flussr̈ohre ist die treibende Kraft einer aufsteigenden Schleife. Bei
einer gefangenen Flussröhre ist er im unteren Teil der Konvektionszone etwas stärker als
bei einer ausbrechenden, nimmt im Vergleich zu dieser aber mit der Höhe etwas lang-
samer zu. Etwa in der Mitte der Konvektionszone fällt der Beitrag des Auftriebs bei der
gefangenen Flussröhre unter den entsprechenden Wert der ausbrechenden. Das Anwach-
sen der nach innen gerichteten magnetischen Krümmungskraft erkl̈art sich grunds̈atzlich
durch die gr̈oßer werdende Krümmung der aufsteigenden Schleife, die den Rückgang
des Magnetfelds in diesem Segment (aufgrund der adiabatischen Expansion während des
Aufstiegs)überkompensiert.

Diese Zusammenhänge weisen darauf hin, dass das spezifische Verhalten sowohl der

49
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ABBILDUNG 5.1: Vergleich der Beitr̈age verschiedener Kräfte zur radialen Beschleunigung des
Gipfelelements einer ausbrechenden (durchgezogene Linien) und einer gefangenen Flussröhre
(gestrichelte Linien). Das untere Diagramm zeigt die relativen Beiträge in Bezug auf die ma-
gnetische Kr̈ummungskraft, die auf−1 gesetzt wurde. Die Ausgangsfeldstärke beider Flussröhren
ist B = 1.28 · 105 G.
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Auftriebs- als auch der Krümmungskraft f̈ur den Einschluss magnetischer Flussröhren
in Riesensternen verantwortlich sind. Der langsamere Anstieg des Auftriebs mit der
Höhe in einer gefangenen Schleife erklärt sich durch eine geringere Abströmung von
Materie aus dem Gipfelsegment im Vergleich zu ausbrechenden Flussröhren. Bei der
Krümmungskraft wird dagegen der Rückgang des Magnetfelds durch die starke Zunahme
der Krümmung mehr als ausgeglichen. In gefangenen Flussröhren wird der R̈uckgang der
nach außen gerichteten Auftriebskraft von einer stetig anwachsenden, nach innen gerich-
teten Kr̈ummungskraft begleitet, wodurch letztlich eine Abbremsung der radialen Bewe-
gung des obersten Flussröhrensegments hervorgerufen wird. Flussringe bei höheren Brei-
ten beginnen ihre Entwicklung bereits mit einer stärkeren Kr̈ummung und sind gegenüber
diesem abbremsenden Effekt anfälliger. Oberhalb einer kritischen Gleichgewichtsbreite
(der Übergangsbreite) dominiert dieser Effekt die Entwicklung des Gipfelelements und
beendet ihren Aufstiegnoch innerhalb der Konvektionszone.

5.2 Modell einer polytropen Schichtung

Die wesentlichen Zusammenhänge, die zum Einschluss magnetischer Flussröhren in Dop-
pelsternen f̈uhren, werden anhand des vereinfachten Modells eines polytropen Sterns dar-
gestellt, in dem der charakteristische Mechanismus des ursprünglichen Problems leichter
nachvollzogen werden kann.

Ausgangspunkt ist eine hydrostatische Schichtung (ohne Rotation). Unter der Annah-
me eines Potenzgesetzes für die Gravitationsbeschleunigung wird die Schichtung durch
die Gleichgewichtsbedingung

dp

dr
= −ρg = −ρ(r)g0

(r0

r

)σ

(5.1)

beschrieben. Der Index ‘0’ bezeichnet Gr̈oßen am Referenzradiusr0, der Exponentσ (>
0) bestimmt die Abnahme der Gravitation mit zunehmendem Radiusr. Das Verḧaltnis
zwischen dem Gasdruckp und der Dichteρ wird durch die Polytropenbeziehung

p = Kργ∗ (5.2)

bestimmt, wobeiK die Konstant undγ∗ der Exponent der Polytrope ist. Aus der Kombi-
nation der Gln. (5.1) und (5.2) ergibt sich die Form

−g0

(r0

r

)σ

dr = γ∗Kρ(γ∗−2)dρ , (5.3)

die vom Referenzradiusr0 bis r aufintegriert wird. Mit der̈ublichen Definition des loga-
rithmischen Temperaturgradienten

∇∗ =

(
dln T

dln p

)
=

γ∗ − 1

γ∗
(5.4)

und der Abk̈urzung

η(r) = 1− 1

σ − 1
∇∗ r0

Hp0

(
1−

(r0

r

)σ−1
)

, (5.5)
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ABBILDUNG 5.2: Eine toroidale
Flussr̈ohre mit dem Ausgangsradius
r0 wird in eine halb-elliptische
Form ausgelenkt, sodass sich das
Gipfelelement beirtop befindet. Die
hydrostatische Schichtung außerhalb
der Flussr̈ohre ist superadiabatisch.

wobei Hp0 = p0/(ρ0g0) die Druckskalenḧohe am Referenzradiusr0 ist, lassen sich die
Lösungen f̈ur die Dichte- und Druckschichtung explizit angeben:

ρ(r) = ρ0η(r)1/∇∗−1 (5.6)

p(r) = p0η(r)1/∇∗
(5.7)

Die obere GrenzeRpl der polytropen Schicht wird durch die Bedingungηe(Rpl) = 0
festgelegt.

Die weiterenÜberlegungen gehen von einer toroidalen Flussröhre der FeldstärkeB0

aus, die in der̈Aquatorebene des polytropen Sterns beir = r0 liegt. Der Flussring befinde
sich im mechanischen Gleichgewicht, d.h die magnetische Krümmungskraft wird durch
die Auftriebskraft kompensiert:

B2
0

4πr0

= (ρe0 − ρ0) g0 (5.8)

Dabei sindρe0 undρ0 die externe bzw. interne Dichte am Gleichgewichtsradiusr0. Die
entsprechenden Gasdrücke werden durch die laterale Druckgleichgewichtsbedingung mit-
einander verkn̈upft:

pe0 = p0 +
B2

0

8π
= p0

(
1 +

1

β0

)
(5.9)

Dabei istβ0 = 8πp0/B
2
0 . Um die Entwicklung einer langsam aufsteigenden Flussröhren-

schleife nachzubilden, wird der Flussring in eine halb-elliptische Konfiguration verformt
(vgl. Abb. 5.2). Bei einer quasi-statischen, adiabatischen Auslenkung wird die Schich-
tung im Innern der gestreckten Flussröhre durch die Gln. (5.6) und (5.7) mit∇∗ = ∇ad

beschrieben. Die externe Konvektionszone ist hingegen superadiabatisch geschichtet:
∇∗

e = ∇ad + δe (mit δe > 0). Ein quasi-statischer Aufstieg ist eine gute Näherung f̈ur die
numerischen Simulationen, außer für die oberste, stark superadiabtische Schicht der Kon-
vektionszone. Die Dichteρ0 am Referenzniveaur0 muss bei diesem Vorgehen für jede
Auslenkung iterativ angepasst werden, um die Massenerhaltung im Innern der Flussröhre
zu geẅahrleisten. Um festzustellen, ob die Flussröhrenschleife gefangen ist, wird das
Verhältnis zwischen der nach außen gerichteten Auftriebskraftaout und der nach innen
gerichteten Kr̈ummungskraftain an ihrem Gipfelpunkt als Funktion der Höhertop unter-
sucht. Abbildung 5.3 gibt den Verlauf dieses Verhältnisses in der(r0, rtop)-Ebene wie-
der. Die Zahlenwerte wurden dabei so gewählt, dass sie den Bedingungen im1 M�-Stern
Nr. 540 entsprechen:ρe0 = 0.4 g/cm3, pe0 = 2.1 · 1014 dyn/cm2, g0 = 2.3 · 103 cm/s2



5.2. MODELL EINER POLYTROPEN SCHICHTUNG 53

und β0 = 106. Um den signifikanten Teil der Sternmasse (M(r0)/M∗ ' 0.34) inner-
halb der Konvektionszone (r > r0) zu ber̈ucksichtigen, wurde der Gravitationsexponent
σ = 1.3 verwendet. Der adiabatische Temperaturgradient ist∇ad = 0.4 und die Supe-
radiabatiziẗat δe = 10−6. Der Gleichgewichtsradius variiert umr0 ≈ 4.28 · 1010 cm. Für
r0/Rpl . 0.183 zeigt Abb. 5.3 das Auftreten eines Bereichs (grau unterlegt), in dem die
Krümmungskraft sẗarker als die Auftriebskraft ist. Dieser Bereich wird von zwei Gleich-
gewichtszusẗanden begrenzt, einem stabilen bei größeren Radien und einem instabilen bei
kleineren. Flussr̈ohren, die den unteren Gleichgewichtszustand erreichen, sind gefangen.

Dieses Ergebnis wird mit einer entsprechenden Analyse der nicht-linearen Simulatio-
nen verglichen. Abbildung 5.4 zeigt das Verhältnis zwischen den nach außen bzw. innen
gerichteten Kr̈afte ∣∣∣∣f out

f in

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣fbuoy + f inertia

f curv + fdrag

∣∣∣∣ (5.10)

am Gipfelpunkt aufsteigender Flussröhrenschleifen im1 M�-Stern Nr. 540, die zwischen
den Gleichgewichtsbreitenλeq = 25 . . . 30◦ starten. Auch bei den nicht-linearen Simula-
tionen zeigt sich ein Bereich, in dem die Summe der nach innen gerichteten Kräfte domi-
niert1. Flussr̈ohren, die ihre Entwicklung etwas unterhalb derÜbergangsbreite beginnen,
erfahren in der Mitte der Konvektionszone eine vorübergehende Abbremsung ihres Auf-
stiegs. Aufgrund ihres Trägheitsmoments k̈onnen sie diese Region jedoch durchqueren
ohne eingeschlossen zu werden. Je kleiner aber der KrümmungsradiusR des Flussrings
im Gleichgewicht ist, desto breiter ist diese abbremsende Zone und dementsprechend
größer die Wahrscheinlichkeit für eine Flussr̈ohre gefangen zu werden. Flussröhren, die
oberhalb der̈Ubergangsbreite starten, sind nicht mehr in der Lage die abbremsende Zo-
ne zu durchqueren: Typischerweise steigt das Gipfelelement etwasüber den designierten
Gleichgewichtsradius hinaus auf, bis es von der rücktreibenden Kr̈ummungskraft zur̈uck-
gezogen wird; dieser Vorgang ist auch in Abb. 4.5 bei Flussröhren zu erkennen, die etwas
oberhalb der̈Ubergangsbreite starten. Bei noch höheren Anfangsbreiten ist die Beschleu-
nigung bei kleinen Auslenkungen bereits so gering, dass sich Trägheitseffekte nicht mehr
bemerkbar machen und vernachlässigt werden k̈onnen; das oberste Flussröhrensegment
nähert sich in diesen F̈allen asymptotisch der neuen Gleichgewichtshöhe.

Aufgrund der sehr guten̈Ubereinstimmung der Ergebnisse des einfachen (quasi-
statischen) Modells mit denen der nicht-linearen Simulationen ist davon auszugehen, dass
der Einschlussmechanismus magnetischer Flussröhren in Riesenstern tatsächlich durch
das Wechselspiel zwischen magnetischer Krümmungskraft und Auftriebskraft verursacht
wird.

1Die sehr gute (qualitative)̈Ubereinstimmung vergleichbarer Strukturen in den beiden Abbn. 5.3 und
5.4 besẗatigt die Analogie zwischen dem vereinfachten und dem vollständigen Flussr̈ohrenmodell.
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ABBILDUNG 5.3: Polytrope Schichtung: Verhältnis |aout/ain| am Gipfelelementrtop der halb-
elliptisch ausgelenkten Flussröhre. Der Bereich, in dem die magnetische Krümmungskraft die
Auftriebskraft übertrifft ist grau unterlegt; dicke Linien markieren (statische) Gleichgewichts-
zusẗande.

ABBILDUNG 5.4: Nicht-lineare Simulationen: Verhältnis|fout/f in| am Gipfelelementrhigh auf-
steigender Flussröhrenschleifen. DiëUbergangsbreite (gestrichelte Linie) liegt beiλeq ≈ 29.5◦.
Der dunkelgraue Bereich in der oberen linken Ecke enthält keine Daten, da die gefangenen
Flussr̈ohren diese Ḧohe nicht mehr erreichen.
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Diskussion

Relevanz f̈ur die Koronagrenze

Der vollsẗandige Einschluss magnetischer Flussröhren erfolgt in Sternmodellen des Mas-
sebereichsM∗ = 1 . . . 3 M� bei Oberfl̈achentemperaturen vonT eff ' 4750 . . . 4900 K.
Sternmodelle vergleichbarer Entwicklungsstadien, d.h. mitähnlichen Abmessungen des
radiativen Kerns, die unter der Verwendung der OPAL Zustandsgleichung (Rogers et al.
1996) oder des Geneva-Toulouse-Codes (z.B. Charbonnel & Talon 1999) berechnet wur-
den, sind im Vergleich zu den Standard-Entwicklungssequenzen (Tab. 4.1) um etwa
|∆T eff | . 60 K verschoben (Abb. 4.1). Der auf Grundlage dieser Sternmodelle bestimmte
Übergang von ausbrechenden Flussröhren zu gefangenen ist praktisch identisch mit dem
der Standard-Simulationen, sodass der ermittelte Temperaturbereich recht stabil ist. Unter
Verwendung von Umrechnungstabellen (Schmidt-Kaler 1982) ergibt sich daraus, dass der
Einschluss magnetischer Flussröhren in Riesensternen (LC III) etwa im Spektralbereich
G7 bis K0 einsetzt. Dieses Gebiet des HR Diagramms liegt sehr dicht links der Region, in
derüblicherweise die Koronagrenze angesiedelt wird, dem Spektralbereich K1. . . K3. Da-
bei ist zu beachten, dass in der vorliegenden Behandlung nur Sterne untersucht wurden,
die diese HR Region zum ersten Mal durchqueren und dann den RGB hinaufwandern.
An der Spitze des RGB beginnen Sterne mitM∗ . 3 M� ihre Helium(Kern)Brennphase
mit dem so genannten ‘Helium Flash’, wobei sie nochmal zurück zum Ansatz des RGB
springen. Dadurch sammeln sich in diesem Bereich der so genannten ‘Klumpenriesen’ (K
clump stars) verschiedene Sternpopulationen mit einem sehr heterogenen inneren Aufbau.
Die entwickelten Post-Helium-Flash-Sterne wurden hier jedoch nicht berücksichtigt.

Ausbrechende Flussröhren f̈uhren zu bipolaren Fleckengruppen in der Photosphäre
und zur Bildung großskaliger Magnetfeldbögen in der Sternatmosphäre, die den Ein-
schluss von heißem (T > 105 . . . 106 K) Plasma in derÜbergangsschicht und Koro-
na erm̈oglichen; insbesondere in ausgedehnten Riesensternen ist ein magnetischer Ein-
schluss des Gases zur Aufrechterhaltung sehr hoher Temperaturen erforderlich. Da die
Grenzlinien f̈ur das Auftreten einer̈Ubergangsschicht (Linsky & Haisch 1979) bzw. Ko-
rona (Ayres et al. 1981) im HR Diagramm mit dem Gebiet zusammenfallen, in dem
ein signifikanter Massenverlust in Form langsamer, kühler Sternwinde einsetzt (Reimers
1977), wurde — neben verschiedenen anderen Szenarien — vermutet, dass der Rückgang
koronaler R̈ontgenemission durch einëAnderung der atmosphärischen Magnetfeldstruk-
tur verursacht wird. Rosner et al. (1991, 1995) und Kashyap et al. (1994) nehmen einen
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ABBILDUNG 6.1: Topologie des
atmospḧarischen Magnetfelds in
kühlen Riesen zu beiden Seiten der
CDL (nach Rosner et al. 1995).
Auf der heißen Seite der CDL
(links) dominieren großskalige,
geschlossene B̈ogen, ẅahrend auf
der k̈uhlen Seite (rechts) kleinere
Bögen in überwiegend ‘offenen’
Magnetfeldstrukturen eingebettet
sind, entlang derer ein massiver
Sternenwind abströmen kann.

grundlegenden̈Ubergang der Magnetfeld-Topologie an (vgl. Abb. 6.1): Von einer Ma-
gnetfeldstruktur, die durch eine Vielzahl großskaliger Koronabögen dominiert wird (auf
der linken Seite der CDL), zu einer, in der Gebiete mit ‘offenen’ Feldlinienüberwiegen
und nur wenige kleinskalige B̈ogen existieren (auf der kühlen Seite). Die ausgedehnten,
von offenen Feldlinien dominierten Oberflächenareale erm̈oglichen dabei das Abströmen
eines k̈uhlen Sternwindes, der (m̈oglicherweise) von Alfv́enwellen angetrieben wird. Als
Ursache f̈ur diesenÜbergang vermuten sie eineÄnderung des Dynamoprozesses, der von
einem sonnen̈ahnlichen Mechanismus, der großskalige, toroidale Magnetfelder erzeugt,
in einenübergeht, der auf den kleinen Längenskalen des lokalen konvektiv-turbulenten
Geschwindigkeitfelds arbeitet und in der Lage ist ein geringes Maß an Aktivität aufrecht
zu halten. Der Einschlussmechanismus magnetischer Flussröhren in Riesensternen un-
tersẗutzt dieses Szenario, da er eine physikalische Grundlage für denÜbergang der Feld-
topologie liefert, bei der keinëAnderung des zu Grunde liegenden Dynamomechanismus
erforderlich ist. DieÜberreste gefangener Flussröhren, die durch turbulente Gasbewegun-
gen innerhalb der Konvektionszone aufgelöst werden, k̈onnen dar̈uber hinaus im Rahmen
der Magneto-Konvektion durch einen lokalen Dynamoprozess verstärkt werden und da-
durch zu einem gewissen Mindestmaß an Aktivität beitragen.

Unter Ber̈ucksichtigung der vergleichsweise schnellen Sternentwicklung im Riesen-
stadium entspricht der Flussröhreneinschluss aufgrund des Grenzkriteriums (4.1) einer
vergleichsweisen abrupten̈Anderung der Oberfl̈achenaktiviẗat — verbunden mit einem
entsprechend starken Rückgang der R̈ontgenemission. Demnach würde sich die Akti-
vität einesindividuellenSterns beimÜberschreitender CDL sprunghafẗandern. Dabei
ist der Einschlussmechanismus unabhängig von der Rotationsrate und sollte, solange ein
Dynamomechanismus vorhanden ist, bei allen Riesensternen entsprechender Entwick-
lungsstadien auftreten. Nach dem, beispielsweise von Hünsch & Schr̈oder (1996) ver-
tretenen, Konzept einer Koronagrenzlinie aufgrund benachbarter Sternpopulationen mit
unterschiedlichen Rotationsvergangenheiten,ändert sich die magnetische Aktivität hin-
gegen in einemEnsemblëahnlicher Sterne (mit vergleichbaren Massen) kontinuierlich
während ihrer Entwicklungentlangder CDL, d.h. ohne sprunghaftëAnderungen der Ak-
tivit ät. Eine Entscheidung zwischen den verschiedenen Ansätzen zur Erkl̈arung der CDL
könnte wom̈oglich durch die eingehendere Beobachtungen einer größeren Zahl von Rie-
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sensternen in Verbindung mit präzisen Nach-Hauptreihen-Sequenzen getroffen werden,
falls dadurch festgestellt werden kann, ob die Entwicklungswege die Koronagrenze kreu-
zen oder parallel zu ihr verlaufen.

Die Rolle des Flussr̈ohrenmodells

Die Vernachl̈assigung von Wechselwirkungen verschiedener Flussröhren untereinander
ist in Hinblick auf die pol- bzw.̈aquatorẅartige Drift des in der Overshoot-Region ver-
ankerten R̈ohrensegments vermutlich unrealistisch, da in dieser Situation mit Kontakten
zwischen verschiedenen Flussröhren zu rechnen ist. Diese Interaktionen erschweren das
Absinken gefangener Flussröhren zumÄquator. Es ist daher unwahrscheinlich, dass sie
in der gleichm̈aßigen und kontinuierlichen Art und Weise zumÄquator driften wie in Ab-
schn. 4.3 dargestellt. Und da die Zeit bis zum Erreichen des neuen Gleichgewichts eher
lange ist, erreichen sie diesen Endzustand womöglich nie. Es ist im Grunde aber auch irre-
levant, ob eine gefangene Flussröhre das̈aquatoriale Gleichgewicht erreicht, von konvek-
tiven Str̈omungen zerstört wird, oder sich mit anderen Flussröhren verbindet. Der wesent-
liche Punkt ist die Verhinderung des Ausbruchs großskaliger Magnetfeldstrukturen an der
Sternoberfl̈ache. Da das grundsätzliche Problem von Magnetfeldern in Konvektionszonen
ihre dauerhafte Speicherung und nicht ihr Ausbruch ist, führt der Einschlussmechanismus
vermutlich nicht zu einem v̈olligen Verschwinden magnetischer Aktivität, sondern eher
zu einem drastischen Rückgang der R̈ontgenemission im Regime kühler Riesensterne.

Die Simulationen beinhalten weder differentielle Rotation noch meridionale Strömun-
gen. Obwohl davon auszugehen ist, dass derartige Strömungen auch in Riesenster-
nen existieren, f̈uhren die f̈ur das Einsetzen der Parker-Instabilität ben̈otigten hohen
Feldsẗarken zu magnetischen Energiedichten, welche die kinetischen Energiedichten die-
ser Str̈omungen deutlicḧubertreffen. Sobald eine aufsteigende Flussröhrenschleife in die
Konvektionszonëubergegangen ist, wird ihre weitere Dynamik im Wesentlichen durch
Auftriebs- und magnetische Kräfte dominiert, sodass die tatsächliche Bewegung der Um-
gebung ihre Entwicklung kaum noch beeinflusst. Gleichermaßen würde eine sonnenähn-
liche differentielle Rotation innerhalb der Overshoot-Region die Stabilitätseigenschaf-
ten kaum ver̈andern (Ferriz-Mas & Scḧussler 1995). Allerdings kann aufgrund des Feh-
lens schl̈ussiger Beobachtungen und verlässlicher theoretischer Modelle die Möglich-
keit einer außergeẅohnlich starken differentiellen Rotation in Riesensternen auch nicht
ausgeschlossen werden. Der Einschlussmechanismus scheint allerdings weitgehend un-
abḧangig von der Situation in der Overshoot-Region zu sein, da er, wie oben gezeigt
wurde, durch die am Gipfelpunkt angreifenden Kräfte dominiert wird, der weit oberhalb
des unteren Rands der Konvektionszone liegt.

Alle untersuchten Flussröhren beginnen ihre Entwicklung aus der gleichen Ausgangs-
konfiguration: Eine parallel zum̈Aquator liegende, toroidale Flussröhre im mechanischen
Gleichgewicht innerhalb der Overshoot-Region. Obwohl es sich bei dieser Gleichge-
wichtsbedingung um eine — in Hinblick auf einen potenziellenαΩ-Dynamo und die
Notwendigkeit der Speichung von Magnetfeldern — naheliegende Annahme handelt,
kann die Existenz alternativer Gleichgewichte nicht grundsätzlich ausgeschlossen wer-
den. Obwohl die Parameterstudie gezeigt hat, dass der Einschlussmechanismus sehr ro-
bust ist, m̈ussen weitere Aspekte noch untersucht werden: Ist ein Einschluss magnetischer
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Flussr̈ohren auch in massereicheren Sternen zu finden (Hybrid Sterne), in Klumpenriesen
oder entwickelten Komponenten schnell-rotierender RS CVn-Doppelsternsystemen? Jun-
ge Vor-Hauptreihensterne besitzen auch kleine radiative Kerne und zeigen magnetische
Aktivit ät. Kann der Einschlussmechanismus auch bei ihnen auftreten?



Teil II

Doppelsterne
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Kapitel 7

Einleitung und Motivation

Physikalische Doppelsterne sind eine sehr häufige Erscheinung. Zwar schwanken die An-
gabenüber ihre statistische Verteilung je nach Art und Vollständigkeit des betrachteten
Ensembles, aber man geht davon aus, dass nur etwa ein Drittel aller Sterne (im bürgerli-
chen, ‘klassischen’ Sinne) tatsächlich Einzelsterne sind (z.B. Abt & Levy 1976, Duquen-
noy & Mayor 1991). Seit ihrer ersten Identifizierung um 1780 durch Herschel1 spielen
diese Objekte in der Astronomie eine wichtige Rolle, da sie die einzige Möglichkeit ei-
ner direkten Massenbestimmung von Sternen darstellen und sich dadurch hervorragend
zum Test theoretischer Sternaufbau- und Entwicklungsmodelle eignen. Daraus ergibt sich
zwangsl̈aufig ihre besondere Bedeutung auch für darauf aufbauende Theorien wie bei-
spielsweisëuber die Massen- und Drehimpulsänderung von Sternen, deren (differenti-
eller) Rotation und Konvektion und die daraus entstehenden Dynamomechanismen und
magnetischen Aktiviẗatspḧanomene.

Doppelsterne bilden etliche Klassen in der Gruppe derveränderlichenSterne, f̈ur
deren Versẗandnis allerdings die Kenntnis ihrer Systemparameter erforderlich ist. Im
Gegensatz zu visuellen und astrometrischen Doppelsternen, deren Bahnelemente durch
wiederholte Ortsbestimmungen der getrennt sichtbaren Komponente(n) bestimmt wer-
den k̈onnen, verwendet man bei engen, kurzperiodischen Systemen, die nicht mehr auf-
gelöst werden k̈onnen, photometrische und spektroskopische Verfahren. Bei der Gruppe
der Bedeckungsveränderlichen (EB,eclipsing binaries) wird beispielsweise der Verlauf
des photometrischen Lichtwechsels während des Vorbeigangs einer Komponenten vor
der anderen registriert. Bei spektroskopischen Doppelsternen (SB,spectroscopic binari-
es) wird dagegen die Intensität und das Profil charakteristischer Spektrallinien beobachtet,
die wegen der periodischen Geschwindigkeitsänderungen der rotierenden Komponenten
(entlang der Sichtlinie) eine Dopplerverschiebung bzw. -verbreiterung zeigen. Insbeson-
dere bei halbgetrennten oder Kontaktsystemen kommt es zum Massentransfer zwischen
den Komponenten, zur Ausbildung von Akkretionsscheiben oder gemeinsamen Atmo-
spḧaren, welche die Interpretation der Beobachtungen erschweren. Diese Effekte spielen
bei den im Weiteren betrachteten getrennten Systemen keine Rolle, aber auch hier wird die
Analyse der Licht- und Spektralkurven durch sekundäre Einfl̈usse erschwert. Dies sind,
um nur einige zu nennen, die Rand- und Gravitationsverdunkelung, die Gezeitenverfor-
mung der Komponenten, Reflexionseffekte aufgrund der gegenseitigen Bestrahlung und

1Friedrich Wilhelm Herschel, deutscher Astronom, 1738 – 1822
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phasenabḧangige Helligkeitsschwankungen aufgrund von Temperaturinhomogenitäten in
verschiedenen Atmosphärenschichten.

Die eigentlichen Oberfl̈achenstrukturen und -inhomogenitäten weit entfernter Ster-
ne k̈onnen naẗurlich nicht direkt beobachtet werden. Aber mit Modellannahmen für die
Helligkeitsinhomogeniẗaten ist es m̈oglich, aus der photometrischen Lichtkurve in einem
Inversionsprozess deren grundsätzliche Charakteristika abzuleiten; bei dunklen Stern-
flecken beispielsweise ihre Anzahl, Größe, Lage und Temperatur (z.B. Eaton & Hall
1979, Rodoǹo et al. 1986, Budding & Zeilik 1987). Dazu werden auchältere und z.T.
mehrere Jahrzehnte zurückreichende Beobachtungen verwendet, um Aufschlüsseüber
Aktivit ätszyklenzu erhalten (Rodoǹo et al. 2000). Weiter entwickelte Rekonstruktions-
methoden wie dasDoppler Imaging (DI)-Verfahren verwenden zusätzlich zur Lichtkur-
ve rotationsmodulierte, asymmetrische Linienprofile, beispielsweise von Fe I oder Ca I,
die durch dieÜberlagerung der Beiträge verschiedener Oberflächenelemente mit unter-
schiedlichen Dopplerverschiebungen entstehen Die Inversionstechniken sind allerdings
nicht eindeutig und ben̈otigen daher Regularisierungsbedingungen, um eine Lösung f̈ur
die Verteilung dunkler oder heller Flecken zu liefern (Vogt & Penrod 1983, Vogt et al.
1987). Abweichungen der Ergebnisse bei Verwendung verschiedener Regularisierungs-
funktionen werden jedoch mit besserem Signal-zu-Rausch-Verhältnis der Ausgangsdaten
immer geringer. Durch die Verwendung magnetisch sensitiver Spektrallinien kann beim
Zeeman-DIdas Magnetfeld und dessen Orientierung bestimmt und damit die der Licht-
modulation zugrundeliegende, magnetische Ursache nachgewiesen werden (Semel 1989,
Donati et al. 1992).

Magnetische Aktivität in Doppelsternen

Schnelle Rotation und eine ausgedehnte Konvektionszone sind die Voraussetzungen für
einen effektiven Dynamomechanismus. Beides ist in engen Doppelsternsystemen vor-
handen, wenn mindestens eine kühle Komponente vom Spektraltyp G – M vorhanden
ist. Während vergleichbare Einzelsterne in ihrem Hauptreihenstadium aufgrund der ma-
gnetischen Abbremsung eine deutliche Verringerung ihrer Rotation erfahren, ist in en-
gen Systemen mit Perioden vonT . 12 d aufgrund der Gezeitenwechselwirkung die
Sternrotation i.Allg. mit der Dauer des Bahnumlaufs synchronisiert. Dadurch ist in ei-
ner Komponente, die entweder auf der Hauptreihe schon eineäußere Konvektionszone
besitzt oder ẅahrend ihrer Nach-Hauptreihen-Entwicklung eine solche ausbildet, eine ef-
fiziente Magnetfeldverstärkung m̈oglich, die zu wesentlich ausgeprägteren Aktiviẗatser-
scheinungen f̈uhrt als sie bei der Sonne beobachtet werden. Die vielfältigen Kombina-
tionsm̈oglichkeiten der Konfigurationen und Entwicklungsstadien beider Komponenten
führen zu verschiedenen Klassen magnetisch aktiver Doppelsterne, von denen hier nur
einige aufgef̈uhrt werden:

• W UMa-Systeme sind kurz-periodische (T . 1 d) bedeckungsveränderliche Sterne
nahe der Hauptreihe vom Spektraltyp F – M in einem Kontaktsystem, meist mit
gemeinsamen Atmosphären. Die Struktur der stark elliptisch verformten Kompo-
nenten f̈uhrt zu komplizierten Lichtkurven, für deren Erkl̈arung auch die Existenz
dunkler Sternflecken mit herangezogen wird (Eaton et al. 1980).
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• AM Her-Systeme oderPolarsgeḧoren zur Gruppe derKataklysmischen Veränder-
lichen (CV). Sie haben Rotationsperioden von nur wenigen Stunden und zei-
gen pl̈otzliche Ausbr̈uche von bis zu5 mag, die durch die Akkretion von einem
kühlen Hauptreihenstern abströmender Materie auf einen magnetischen Weißen
Zwerg erzeugt wird, dessen starkes Magnetfeld mit Feldstärken der Gr̈oßenordnung
107 . . . 108 G die Ausbildung einer Akkretionsscheibe verhindert, indem es den Ma-
teriestrom zu einem Fleck in der Nähe des Magnetpols dirigiert (Gaensicke et al.
1995, Fischer & Beuermann 2001). Neben starker Emission im weichen Röntgen-
bereich zeigen diese Systeme eine veränderliche lineare und zirkulare Polarisation
im Optischen und UV.

• UV Cet- oder Flaresterne sind k̈uhle Zwergsterne vom Spektraltyp dMe, meist
mit Wasserstoffemissionslinien, deren optische Helligkeit aufgrund unregelmäßi-
ger Flares innerhalb von Sekunden bis Minuten um bis zu7 mag ansteigen kann.
Sie zeigen weitere Anzeichen sonnenähnlicher Aktiviẗat, wie dunkle Flecken und
variable chromospḧarische und koronale Emission in Form von UV-, Röntgen- und
Radiobursts (Gershberg et al. 1999, und darin enthaltene Zitate). Sie treten häufig
auch als Einzelsterne auf.

• RS CVn- undBY Dra-Sterne sind enge, aber getrennte Doppelsterne, deren photo-
metrische Lichtkurven außerhalb der Bedeckungen periodische Schwankungen auf-
weisen (photometric distortion wave), die mit ausgedehnten Inhomogenitäten der
Oberfl̈achenhelligkeit erkl̈art werden. Sie geḧoren zur Gruppe chromosphärisch ak-
tiver Sterne (Strassmeier et al. 1993, und darin enthaltene Zitate) und zeigen darüber
hinaus noch viele weitere Merkmale magnetischer Aktivität. BY Dra-Sterne bilden
beispielsweise eine Untergruppe der Flaresterne.

Im Gegensatz zu Kontaktsystemen oder Kataklysmischen Veränderlichen haben getrenn-
te Systeme den Vorteil, dass Beobachtungen nicht durch stark deformierte Komponen-
ten, gemeinsame Atmosphären, einen̈uberfließenden Materiestrom oder eine Akkreti-
onsscheibe beeinflusst werden. Aus diesem Grund spielen RS CVn- und BY Dra-Systeme
eine besondere Rolle, weil sie eine vergleichsweise einfache Untersuchung intrinsischer
Sternaktiviẗat erlauben, deren diversen Signaturen wesentlich stärker ausgeprägt sind als
bei der Sonne.

RS CVn- und BY Dra-Sterne. . .

In RS CVn-Systemen befindet sich mindestens eine (aktive) Komponente in einem fort-
geschrittenen Entwicklungsstadium, etwa ein kühler Riese (LC III) oder Unterriese (LC
IV) vom Spektraltyp G – K. Periodische Variationen ihrer Lichtkurve außerhalb der Be-
deckungen werden in Analogie zur Sonne auf dunkle Sternflecken und helle Fackelge-
biete zur̈uckgef̈uhrt. Chromospḧarische Aktiviẗat macht sich in Form von Plages, Flares,
versẗarkter Hα-Emission und in der rotationsperiodischen Modulation von Ca II H & K
und Mg II h & k-Linienkernen bemerkbar. Analysen von Hα-Linienprofilen zeigen Signa-
turen vergleichsweise kühler Materie, die in der deutlich heißeren Sternatmosphäre ein-
gebettet ist und solaren Protuberanzenähnelt (z.B. Collier Cameron 1996, Jardine et al.
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2001). Dies l̈asst, in Analogie zur Sonne, auf die Existenz ausgedehnter, großskaliger
Magnetfelder in geschlossenen Bögenstrukturen schließen, die einzelne Aktivitätsregio-
nen miteinander verbinden und die Aufheizung und den Einschluss koronalen Plasmas
ermöglichen. Die Strahlungsfl̈usse von kurzperiodischen RS CVn-Systemen im EUV und
Röntgenbereich liegen mehrere Größenordnungen̈uber denen vergleichbarer, aber lang-
samer rotierender Einzelsterne; sie gehören zu den stärksten R̈ontgenquellen im Regime
sp̈ater Spektraltypen (Dempsey et al. 1997, Osten & Brown 1999). Die irreguläre Varia-
bilit ät wird im Wesentlichen durch Flare-Ereignisse verursacht, die sich in allen Spek-
tralbereichen und von der Chromosphäre bis zur Korona bemerkbar machen. Die dabei
freigesetzte magnetische Energie ist für die starke Beschleunigung von Teilchen und die
daraus folgenden nicht-thermischen und teilweise polarisierten Radiobursts verantwort-
lich (z.B. Osten et al. 2000).

Hall (1976) hat bei seiner Klassifizierung der RS CVn-Systeme verschiedene Unter-
gruppen unterschieden, so z.B. reguläre Systeme mit RotationsperiodenT = 1 . . . 14 d,
langperiodische (T > 14 d) und kurzperiodische (T . 1 d). Kurzperiodische RS CVn-
Systeme scheinen im Gegensatz zu den anderen aus Hauptreihensternen zu bestehen, die
ihr Rochevolumen beinahe ausfüllen und manchmal als BY Dra-Systeme eingestuft wer-
den (Fekel et al. 1986, Budding & Zeilik 1987). BY Dra-Veränderliche wurden ursprüng-
lich als schnell rotierende dKe – dMe Hauptreihensterne (LC V) mit Ca II H & K Emissi-
onslinien klassifiziert, die aufgrund von Sternflecken periodisch variierende Lichtkurven
haben. Inzwischen gilt es als sicher, dass der Großteil (vielleicht sogar alle) dieser Ob-
jekte Doppelsternsysteme mit Hauptreihensternen der Spektraltypen F – M sind (Bopp
& Fekel 1977, Fekel et al. 1986). Eine umfassende Zusammenstellung chromosphärisch
aktiver Doppelsterne findet man bei Strassmeier et al. (1993).

. . . und ihre Fleckenverteilungen

Die aus photometrischen und spektroskopischen Daten rekonstruierten Fleckenverteilun-
gen (siehe z.B. Abb. 7.1) auf schnell rotierenden Doppelsternen unterscheiden sich so-
wohl quantitativ als auch qualitativ deutlich von dem uns vertrauten Bild der Sonnenpho-
tospḧare. Ẅahrend bei dieser die größten Fleckengruppen weniger als0.1% der gesam-
ten Oberfl̈ache einnehmen, können bei aktiven Doppelsternen20% und mehr von Stern-
flecken bedeckt sein (z.B. O’Neal et al. 1998, Lanza et al. 2001). Ein weiterer Unterschied
zeigt sich in der Fleckenanordnung. In der Sonne treten Fleckengruppen nur in einem
äquatornahen Bereich zwischen etwa±35◦ Breite auf. In schnell rotierenden Sternen lie-
gen Ausbruchsorte dagegen auch bei deutlich höheren und gar ḧochsten Breiten. Ein typi-
sches Charakteristikum schneller Rotatoren ist das Vorhandensein ausgedehnter polnaher
bzw. polarer Flecken (polar caps), die der Wirkung der Corioliskraft auf aufsteigende ma-
gnetische Flussröhren zugeschrieben werden (Schüssler & Solanki 1992). Da sich polare
Flecken bei der Rotationsmodulation der Lichtkurve und Linienprofile kaum bemerkbar
machen und Beobachtungen mit einem sehr guten Signal-zu-Rausch-Verhältnis voraus-
setzen, ist ihr Nachweis aber schwierig und teilweise kontrovers. Da in das Inversions-
verfahren die Neigung der Bahnebene eingeht und die Bestimmung der Breitenverteilung
von Sternflecken empfindlich von dieser Größe abḧangt, ist eine genaue Bestimmung der
Bahn- und Systemparameter unerlässlich. Die Ermittlung der L̈angenverteilung ist dage-
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ABBILDUNG 7.1: Aus Ca I-Be-
obachtungen bei 6439 Å rekon-
struierte Oberfl̈achenstrukturen der
aktiven K1 IV Komponente des
Systems V711 (HR 1099) mit einer
Umlaufdauer vonT = 2.8 d. Polare
Projektion des Breitenintervalls
λ = +90 . . . − 40◦. Breitenkreise
markieren Schritte von∆λ = 30◦

und Pfeile am Rand die Phasen der
spektroskopischen Beobachtungen.
Auffallend ist besonders der dunkle
asymmetrische Fleck in Polnähe
mit deutlich tieferen Temperaturen
als der Rest der Oberfläche (Nach
Strassmeier & Bartus 2000).

gen etwas einfacher, da zumindest bei Bedeckungsveränderlichen durch die Minima der
Lichtkurve eine exakte Bestimmung und Zuordnung der Rotationsphase möglich ist.

Deutliche Asymmetrien in longitudinalen Verteilungsfunktionen weisen darauf hin,
dass Sternflecke nicht gleichmäßigüber alle L̈angen verteilt sind, sondern sich an man-
chen ḧaufen bzw. vermehrt auftreten (z.B. Henry et al. 1995, Jetsu 1996, und darin
enthaltene Zitate). Solch beständige Vorzugsl̈angen werden manchmal auch als ‘Akti-
vitätsg̈urtel’ (ALBs, active longitude belts) bezeichnet. Neben Fällen, in denen keine,
mehrere oder unregelm̈aßig verteilte Vorzugslängen zu finden sind, treten häufig Längen-
verteilungen auf, bei denen zwei ALBs um∼ 180◦ voneinander getrennt in gegenüber-
liegenden Quadranten des Sterns liegen. Die Orientierung dieser Aktivitätszentren relativ
zum Begleitstern ist unterschiedlich: In kurzperiodischen Systemen mit Umlaufsdauern
T . 1 d scheinen ALBs bevorzugt in der Umgebung der Quadraturpunkte zu liegen,
d.h. in den Richtungen senkrecht zur Verbindungslinie Stern – Begleiter (Zeilik et al.
1989, 1990b,a, 1994, Zeilik 1992, Olah et al. 1994, Heckert et al. 1998). In längerpe-
riodischen Systemen ist die Situation hingegen uneinheitlich. Neben beständigen Vor-
zugsl̈angen um den substellaren Punkt, d.h. der Richtung zum Begleitstern, und/oder
dessen Antipoden zeigen manche Sterne ALBs auch bei anderen Längen (Lanza et al.
1998, 2001, 2002). Ḧaufig zeigt die photometrische Lichtkurve eine zeitliche Phasenver-
schiebung ihrer fleckenbedingten Modulation, welche eine Migration der Aktivitätsherde
anzeigt (Strassmeier 1994, Rodonò et al. 1995, Berdyugina & Tuominen 1998, Berdyu-
gina et al. 1999, Rodonò et al. 2000). Sie wird auf eine differentielle Rotation des Sterns
zurückgef̈uhrt, die bei schnell rotierenden Komponenten enger Doppelsternsysteme aber
deutlich geringer als im Fall der Sonne ist (Hall 1991).

Ausgehend von einer Untersuchung von ALBs in Systemen mit unterschiedlichen
Rotationsperioden, ziehen z.B. Heckert & Ordway (1995) die Möglichkeit in Betracht,
dass die Lage von Vorzugslängen von der Gravitationswirkung des Begleitsterns beein-
flusst wird; denkbar ist etwa der̈Ubergang von festen zu migrierenden Vorzugslängen
beim Übergang von kurzen zu längeren Rotationsperioden. Untersuchungen magneti-
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scher Flussr̈ohren beschränkten sich bisher auf Einzelsterne, in denen Axialsymmetrie
bez̈uglich der Rotationsachse vorliegt. In Doppelsternsystemen wird jedoch durch die
Gezeitenwirkung eine weitere Richtung ausgezeichnet und die Axialsymmetrie gebro-
chen. Die Dynamik magnetischer Flussröhren wird dabei nicht nur durch die Gezeiten-
kraft selbst, sondern auch durch die breiten- und längenabḧangige Variation der Stern-
schichtung beeinflusst. Um die Wirkung dieser Effekte auf aufsteigende Flussröhren zu
untersuchen, wird nun das solare Paradigma magnetischer Aktivität auf enge Doppelster-
ne übertragen, und das Flussröhren-Modell um die Gezeitenwirkung eines Begleitsterns
erweitert. Die Untersuchung umfasst dabei das Gleichgewicht, die Stabilität und die nicht-
lineare Entwicklung magnetischer Flussröhren durch die Konvektionszone bis zu ihrem
Ausbruch an der Oberfläche.



Kapitel 8

Doppelsternmodell

8.1 Näherung für die Gezeitenwirkung

In engen Doppelsternsystemen bewirken die Gezeitenkräfte eine Zirkularisation der
Bahnbewegung und Synchronisation der Sternrotation mit dem Umlauf der Komponen-
ten1. Theoretische Vorstellungen̈uber den Ablauf dieser Vorgänge beruhen auf der Dissi-
pation turbulenter Gasbewegungen in der Konvektionszone durch viskose Reibung (Zahn
1977, Hut 1981) bzw. auf durch Gezeiteneffekte induzierte meridionale Strömungen, wel-
che zu einer Umverteilung des Drehimpulses innerhalb des Sterns führen (Tassoul & Tas-
soul 1992, Tassoul 1995). Beide Mechanismen laufen auf Zeitskalen ab, die im Vergleich
zur Entwicklungszeitskala der Sterne sehr kurz sind. Statistische Untersuchungen bele-
gen, dass die Bahnen enger Systeme mit Rotationsperioden vonT . 10 d typischerweise
keine Exzentriziẗat aufweisen (Duquennoy & Mayor 1991) und die Rotation in sehr guter
Näherung synchronisiert ist (Strassmeier et al. 1993). Aus diesem Grund wird im Wei-
teren von einem Doppelstern ausgegangen, in dem sich die Komponenten ingebundener
Rotation auf Kreisbahnengleichf̈ormigum den gemeinsamen Massenschwerpunkt bewe-
gen; im mitrotierenden Bezugssystem ist diese Systemkonfigurationzeitunabḧangig.

8.1.1 Effektives Potenzial und Gezeitenbeschleunigung

Das hier verwendete Modell eines Doppelsternsystems besteht aus einem Hauptstern der
MasseM∗ am Ortr∗ und einem Begleitstern der MasseM co am Ortrco = r∗ + a (vgl.
Abb. 8.1). Die dimensionslose Größeq = M co/M∗ bezeichnet das Massenverhältnis der
beiden Komponenten unda = |a| den Abstand zwischen den jeweiligen Sternmittelpunk-
ten. Der Theorie des Zwei-K̈orper-Problems folgend gelten für die Sternorte im Schwer-
punktsystem die Beziehungen

r∗ = − M co

M∗ + M co

a = − q

1 + q
a und rco =

M∗

M∗ + M co

a =
1

1 + q
a . (8.1)

1Ein System ist im stabilen Gleichgewicht, wenn sich die beiden Komponenten in Korotation auf ebenen
Kreisbahnen bewegen und die Rotationsachsen parallel zueinander sind (Hut 1980).
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ABBILDUNG 8.1: Modell eines Doppelsternsystems. Der Ursprung des mitrotierenden Bezugs-
systems ist der Massenschwerpunkt. Aufgrund der Beziehungen (8.1) ist es möglich, in ein
(Kugelkoordinaten-)System̈uberzugehen, dessen Ursprung im Zentrum des HauptsternsM∗ liegt.
Dabei istr der Abstand vom Sternmittelpunkt,φ der Azimutwinkel undλ der Winkelabstand vom
Äquator.

Für eine gegebene UmlaufsperiodeT folgt aus dem 3. Keplerschen Gesetz der Abstand(
a

R�

)
' 4.207

(
M∗

M�

)1/3

(1 + q)1/3

(
T

d

)2/3

. (8.2)

Abbildung 8.2 zeigt den Verlauf des Abstands als Funktion der UmlaufsperiodeT ; die
gestrichelte Linie gilt f̈ur das in in Abschn. 8.2 beschriebene Referenzsystem mitM∗ =
1 M� undq = 1. Die Rotationsrate des Hauptsterns ist identisch mit der Umlauffrequenz
und seine Rotationsachse parallel zu der des Systems:

Ω∗ = Ωsys ≡ ΩeΩ =
2π

T
ez (8.3)

Das effektive PotenzialΨeff eines mit der WinkelgeschwindigkeitΩ rotierenden Doppel-
sterns wird im mitrotierenden Bezugssystem durch die Poisson-Gleichung

∆Ψeff = −4πGρ + 2Ω2 (8.4)

bestimmt. Eine umfassende Darstellung der theoretischen Lösungsans̈atze f̈ur dieses Pro-
blem findet man bei Kopal (1959) und in deutlich kürzer Form bei Claret & Gimenez
(2001). F̈ur die hier angestrebte Betrachtung ist die exakte Lösung von Gl. (8.4) aller-
dings nicht notwendig. Als N̈aherung wird stattdessen die Superposition eines einfachen
Massenpunkt- und eines Einzelsternmodells verwendet. Das effektive Potenzial setzt sich
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ABBILDUNG 8.2: Sternabstanda in einem zirkularisierten Doppelsternsystem mit der Umlauf-
speriodeT . In der doppelt-logarithmischen Darstellung sind Kurven für verschiedene Werte vonq
undM∗ zu der durchgezogenen Linie parallel verschoben. Als Beispiel gibt die gestrichelte Linie
den Verlauf f̈ur ein System mitM∗ = 1 undq = 1 wieder.

aus den Gravitationspotenzialen des Haupt- und BegleitsternsΨ∗ bzw.Ψco, und dem Ro-
tationspotenzialΨrot zusammen:

Ψ∗ =

∫ r

0

G
M(r)

r2
dr (8.5)

Ψco = −G
M∗q

|r− a|
= −G

M∗q

a

∞∑
j=0

(r

a

)j

Pj(cos γ) (8.6)

Ψrot = −1

2
|Ω× rcm|2 (8.7)

Dabei istM(r) die innerhalb einer Kugel mit dem Radiusr enthaltene Masse des Haupt-
sterns mitM(R∗) = M∗. Der explizite Verlauf dieser Schichtung wird einem berechneten
Einzelsternmodell entnommen, der Begleitstern hingegen als Punktmasse angesehen. Die
Legendre-PolynomePj in Gl. (8.6) sind Funktionen des Winkelsγ, der durch die Bezie-
hung

cos γ = (er · ea) = cos φ cos λ (8.8)

mit Hilfe des Azimutwinkelsφ (mit Nullpunkt in der Richtung zum Begleitstern) und
der Breiteλ (Winkelabstand von der̈Aquatorebene) definiert wird. Dabei sinder und
ea normierte Richtungsvektoren vom Sternmittelpunkt zum Aufpunkt(r, φ, λ) bzw. zum
Begleitstern. Im Rotationspotenzial (8.7) tritt der Ortsvektorrcm bez̈uglich des Massen-
schwerpunkts des Systems auf. Aufgrund der Beziehungrcm = r∗ + r kann es mit Hilfe
der Gl. (8.1) und dem 3. Keplerschen Gesetz in folgende Form gebracht werden:

Ψrot = −1

2
|Ω× r|2 + G

M∗q

a

(r

a

)
P1(cos γ) + const. (8.9)
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ABBILDUNG 8.3: Struktur der Potenzialänderung aufgrund der Rotation (∆Ψ = Ψrot, links), des
Begleitsterns (∆Ψ = Ψco mit q = 1, Mitte) und der Summe beider Teilpotenziale (∆Ψ = Ψtide,
rechts).

Der zweite Term dieser Gleichung ist bis auf das Vorzeichen identisch mit demj =
1-Term des Gravitationspotenzials (8.6) des Begleitsterns. Bei der Summenbildung der
Teilpotenziale (8.5) – (8.7) heben sich diese beiden Terme weg und man erhält für das
effektive Potenzial die Form

Ψeff = Ψ∗(r) + Ψtide(r, φ, λ) (8.10)

= Ψ∗ − ε3GM∗

2r

[(
1 +

5

2
q

)
cos2 λ− q +

3

2
q cos2 λ cos 2φ

]
+O

(
ε4
)

.

Diese Gleichung entspricht einer Taylorentwicklung des effektiven Potenzials nach dem
Abstandsverḧaltnis

ε =
r

a
, (8.11)

bei der nur der erste nicht-verschwindende Term inε ber̈ucksichtigt wird. Terme der Ord-
nungε4 und ḧoher werden hingegen vernachlässigt.

Gegenstand der Untersuchung sind Doppelsternsysteme mitM∗ ∼ 1 M�, q ∼ 1, T ∼
1 . . . 10 d und, dem Keplergesetz (8.2) zufolge, Abständena ∼ 5 . . . 25 R�. Da sich alle
weiteren Untersuchungen auf Punkte innerhalb des Hauptsterns (mitr . R�) beziehen,
gilt

ε3 =
(r

a

)3

∼ 10−2 . . . 10−5 . (8.12)

Dementsprechend ist die vom Begleitstern und der Rotation bewirkte Potenzialänderung
Ψtide nur eine kleine Sẗorung des EinzelsternpotenzialsΨ∗. In Abb. 8.3 ist die Struktur
der Teilpotenziale und ihrer Summe wiedergegeben.

Die aus den Teilpotenzialen (8.5) – (8.7) resultierende effektive Gravitationsbeschleu-
nigunggeff setzt sich zusammen aus der Eigengravitationg∗(r) des Hauptsterns und der
Gezeitenkraftgtide(r, φ, λ). Ebenso wie bei der Störung des Potenzials (8.10) wird auch
hier nur der f̈uhrendeε3-Term ber̈ucksichtigt:

geff(r, φ, λ) = −g∗
[
er − σε3 (er + 3q (er · ea) ea − (1 + q) (er · eΩ) eΩ)

]
(8.13)

Aufgrund der Gezeitenkraft hat die effektive Gravitation nicht nur eine Komponente in
spḧarisch-radialer Richtunger, sondern auch Beiträge entlang der Breiten- und Längen-
richtungeneλ bzw.eφ.
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ABBILDUNG 8.4: Relative Massenverteilungσ = M∗/M(r) in 1 M�-Sterne unterschiedlicher
Entwicklungsstadien. Die Nummern beziehen sich auf Sternmodelle in Tab. 4.2, ‘ref’ bezeichnet
das Modell der heutigen Sonne. Die Abszisse gibt den Abstandüber dem unteren Randrbot der
Overshoot-Region und die Pfeile ihre Dickedos an.

Die Funktion

σ(r) =
M∗

M(r)
≥ 1 (8.14)

beschreibt das Verhältnis zwischen der GesamtmasseM∗ des Hauptsterns und der in-
nerhalb einer Kugel mit Radiusr enthaltenen MasseM(r). Abbildung 8.4 gibt einen
Überblicküber den Verlauf vonσ im Bereich der Overshoot-Region für 1 M�-Sterne un-
terschiedlicher Entwicklungsstadien. Die Kurve ‘ref’ bezieht sich auf das Modell der heu-
tigen Sonne, f̈ur sie giltσ ' 1. In sp̈ateren Entwicklungsstadien, in denen der Stern sich
zu einem (Unter-)Riesen mit einer sehr ausgedehntenäußeren Konvektionszone aufbläht,
liegt ein nicht zu vernachlässigender Teil der Masse oberhalb der Overshoot-Region, wes-
halb der Faktorσ > 1 beispielsweise bei RS CVn-Systemen berücksichtigt werden muss.

In Hinblick auf die in Abschn. 9.2 folgende Stabilitätsanalyse werden die Komponen-
ten vongeff in Zylinderkoordinaten (AbstandR von der Rotationsachse des Hauptsterns,
Azimut φ, Abstandz von derÄquatorebene) explizit angegeben:

(geff · eR)

g∗
= −

(
1− ε3σ

(
1 +

3

2
q

))
cos λ + ε3 3

2
σq cos λ cos 2φ (8.15)

(geff · eφ)

g∗
= −ε3 3

2
σq cos λ sin 2φ (8.16)

(geff · ez)

g∗
= −

(
1 + ε3σq

)
sin λ (8.17)

Anhand der Gln. (8.13) – (8.17) und (8.10) lässt sich zusammenfassend sagen, dass die
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durch den Begleitstern hervorgerufenen Gezeiten in der hier verwendeten Näherung nied-
rigster Ordnung eineπ-periodische Variation der Gravitationgeff und des PotenzialsΨeff

in azimutaler Richtung verursachen. Im Vergleich zu einem sphärisch-symmetrischen
Einzelstern ist die relative Abweichung von der GrößenordnungO (ε3) . 10−2. Wichti-
ger als diese kleinequantitativeÄnderung ist jedoch derqualitativeUnterschied, dass im
Doppelsternproblem weder Kugel- noch Zylindersymmetrie besteht. Diese Brechung der
Symmetrie spiegelt sich im Stabilitäts- und Ausbruchsverhalten magnetischer Flussröhren
wieder: Aufgrund der dominierendenπ-Periodiziẗat des Gezeiteneinflusses in azimutaler
Richtungähnelt sich ihr Verhalten auf der dem Begleiter zugewandten bzw. abgewandten
Hemispḧare des Hauptsterns.

8.1.2 Deformation des Sternk̈orpers

Wie frühere Untersuchungen im Fall der Sonne zeigen, kann die differentielle Rota-
tion vernachl̈assigt werden, da sie i.Allg. keinen großen Einfluss auf die Ausbruchs-
charakteristiken magnetischer Flussröhren hat. Zudem ist sie aufgrund der Gezeiten-
Synchronisation in engen Doppelsternen deutlich geringer als in der Sonne. Gleichfalls
wird von meridionalen Str̈omungen abgesehen, da die in dem Synchronisationsmodell
von Tassoul & Tassoul (1992) postulierten, starken meridionalen Strömungen nach der
Synchronisation verschwinden und auch die deutlich kleineren Geschwindigkeiten der
Eddington-Sweet-Zirkulationen keine wesentliche Rolle spielen. In diesem Sinne wird
im vorliegenden Modell von einerstarren Rotationdes Hauptsterns ausgegangen, des-
sen Struktur lediglich durch die Gezeitenwirkung des Begleitsterns marginal verändert
wird. Da diese Deformation sehr klein ist, wird angenommen, dass sich die grundlegende
Physik des hydrostatischen Sternaufbaus gegenüber einem nicht-rotierenden Einzelstern
nicht nachhaltig̈andert, die Schichtung also immer noch allein eine Funktion des (effek-
tiven) PotenzialsΨeff und eine Gr̈oßef (z.B. die Dichteρ oder der Druckp) auf einer
Äquipotenzialfl̈ache konstant ist:

f = f(Ψeff) (8.18)

Der Wert vonf am Ort(r, φ, λ) wird mittels einer linearen N̈aherung aus der Schichtung
eines Einzelsterns und der PotenzialänderungΨtide bestimmt. Mit Hilfe der Gl. (8.10)
erḧalt man die N̈aherung

f(r, φ, λ) = f(Ψeff) = f(Ψ∗ + Ψtide)

≈ f(Ψ∗) +
df

dΨ

∣∣∣∣
r

Ψtide = f(Ψ∗)

(
1 +

r

Hf

Ψtider

GM∗
σ

)
= f(r)

(
1 + r̄

r

Hf

+ r̃
r

Hf

cos 2φ

)
, (8.19)

mit den dimensionslosen breitenabhängigen Faktoren

r̄ = ε3σ

2

[(
1 +

5

2
q

)
cos2 λ− q

]
und r̃ = ε3 3

4
σq cos2 λ , (8.20)

und der Skalenḧohe der Gr̈oßef

1

Hf

= −d ln f

dr
. (8.21)



8.1. NÄHERUNG FÜR DIE GEZEITENWIRKUNG 73

Dabei wurde in Gl. (8.19) der ZusammenhangdΨ∗ = −g∗dr = −drGM(r)/r2 verwen-
det. Die Gr̈oßenf(r) undHf (r) werden dem Einzelsternmodell entnommen.

Aus Gl. (8.10) erḧalt man mitΨeff = const. und r = r0 + δr die geometrische
Deformation des Sternkörpers:

δr

r0

≈ Ψtide

Ψ∗
= r̄ + r̃ cos 2φ (8.22)

EineÄquipotenzialfl̈ache wird demnach durch den Ausdruck

rΨ(φ, λ) ≈ r0 (1 + r̄ + r̃ cos 2φ) (8.23)

beschrieben. In erster Näherung ergibt sich ein entlang der VerbindungslinieM∗M co ge-
strecktes Ellipsoid, das am̈Aquator etwas gr̈oßer und an den Polen etwas kleiner als die
ungesẗorte Kugel ist. F̈ur die Halbachsen des Ellipsoidesd1ex, d2ey undd3ez gelten die
Beziehungen

d1 ' r0

(
1 + ε3σ

2
(1 + 3q)

)
, (8.24)

d2 ' r0

(
1 + ε3σ

2

)
(8.25)

und d3 ' r0

(
1− ε3σ

2
q
)

, (8.26)

wobei im kartesischen Koordinatensystem die Rotation um die z-Achseez erfolgt und
der Begleitstern in der Richtungex liegt. Im Fall eines mit der PeriodeT rotierenden
EinzelsternsohneBegleiter [q = 0 und ε3 = ε3(T )] geben diese Gleichungen die axial-
symmetrische Rotationsabplattung des Sterns mitd1 = d2 > d3 wieder.

8.1.3 Qualität der Näherung

Aus Gl. (8.19) ist ersichtlich, dass diëAnderung einer Gr̈oßef (mit f ∈ [p, ρ, . . .]) auf-
grund des Doppelsterncharakters von ihrer Skalenhöhe Hf abḧangt. Gleichung (8.19)
kann mit Hilfe der Gl. (8.22) umgeformt werden,

f(r, φ, λ) = f(r)

(
1 +

δr

Hf

)
. (8.27)

Diese Approximation ist nur in einem Radiusintervallr ± Hf zulässig, in dem sich die
Größef näherungsweise linearändert. Als Grenzkriterium dient das Größenverḧaltnis

δr

Hmin

. 1 mit Hmin = min
f
{Hf} . (8.28)

Bei einer Verletzung dieser Bedingung, z.B. aufgrund einer stärkeren Deformation in ei-
nem engeren Doppelsternsystem oder einer kleineren Skalenhöhe, ist die N̈aherung (8.19)
unzul̈assig.

In Hinblick auf die Stabiliẗatsanalyse ist die Situation in der Overshoot-Region von
besonderer Bedeutung. In ihr nimmt die Superadiabatizität δ = ∇−∇ad innerhalb einer
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Systemparameter

Hauptstern M∗ = 1 M�, R∗ = 1 R�

Overshoot-Region rbot = 5.02 · 1010 cm, dos = 109 cm

Massenverḧaltnis
der Komponenten

q = 1

Rotation T = 2 d, Ω = 3.64 · 10−5 Hz

Kepler-Abstand a = 8.41 R� vgl. Gl. (8.2)

TABELLE 8.1: Charakteristische Parameter des Referenz-Doppelsternsystems

dünnen Schicht stark ab. Bei dem im folgenden Abschnitt 8.2 beschriebenen Referenzfall
ist Hδ ≈ 4400 km und (amÄquator) δr ≈ 330 km; daraus folgtδr/Hδ ≈ 8 · 10−2.
Während des Aufstiegs einer Flussröhre in der Konvektionszone wächstδr zwar etwas an,
aber im Gegenzug ist die SkalenhöheHδ dort wesentlich gr̈oßer. Die Bedingung (8.28)
ist somit sehr gut erfüllt.

8.2 Referenzsystem

Zur Diskussion und Darstellung der Ergebnisse wird ein Referenzsystem verwendet, das
aus zwei1M�-Sternen besteht, die sich mit einer Umlaufsperiode von2 Tagen in einem
Abstand von etwa8.4 R� auf Kreisbahnen um den gemeinsamen Massenschwerpunkt be-
wegen. Dabei steht die Untersuchung des grundlegenden Einflusses des Begleitsterns auf
die Entwicklung und den Ausbruch magnetischer Flussröhren im Vordergrund, und nicht
die Reproduktion beobachteter Oberflächenstrukturen eines konkreten Doppelsterns. Aus
diesem Grund wird f̈ur den Aufbau des Hauptsterns von einem Modell der ‘heutigen’ Son-
ne ausgegangen, das bereits umfassend untersucht wurde und gute Vergleichsmöglichkei-
ten bietet. Der untere Rand der Overshoot-Region liegt hier beirbot = 0.721 R�, ihre
Dicke betr̈agtdos ' 10 000 km.

Vom Standpunkt der magnetischen Aktivität von Doppelsternen aus gesehen ent-
spricht diese Wahl des Referenzsystem — mit einem Hauptreihenstern als aktiver Kom-
ponente — mehr einem BY Dra- statt einem RS CVn-System. Allerdings geht man davon
aus, dass auch die Untergruppe der kurz-periodischen RS CVn’s mit Rotationsperioden
T . 1 d aus Hauptreihensternen bestehen.
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Gleichgewicht und Stabilität
magnetischer Flussr̈ohren in engen
Doppelsternsystemen

9.1 Station̈ares Gleichgewicht

In Anlehnung an das Einzelsternproblem (Abschn. 2.2) werden die Eigenschaften von
auftriebsneutralen Flussröhren im station̈aren mechanischen Gleichgewicht innerhalb der
Overshoot-Region untersucht. Aufgrund der Auftriebsneutralität ist die Bewegungsglei-
chung unabḧangig von der effektiven Gravitationgeff . Wie in Abschn. 2.2 beschrieben,
müssen Flussröhren in diesem Fall senkrecht zur Rotationsachse in einer Ebene paral-
lel zum Äquator des Sterns bzw. zur Orbitalebene des Systems liegen. Auch in einem
Doppelstern haben sie die Form eines Torus mitkonstanterKrümmung:

κ =
1

R
= const. (9.1)

Dabei bezeichnetR den Kr̈ummungsradius. Die Gleichgewichtsbeziehung zwischen der
relativen Str̈omungsgeschwindigkeitv entlang der Flussröhre, der Dichteρ und dem Ma-
gnetfeldB ist fast identisch mit der Bedingung (2.38). Im Unterschied zum Einzelstern-
problem ist die Dichte nun jedoch entlang der Flussröhrenicht konstant. In dem leicht
deformierten Stern weicht die Form derÄquipotenzialfl̈achen, d.h. der Flächen, auf de-
nen eine Gr̈oße der Sternschichtung konstant ist, von der sphärischen Form ab (vgl. Ab-
schn. 8.1). Aus diesem Grund schneidet bzw. berührt eine ringf̈ormige Flussr̈ohre ver-
schiedenëAquipotenzialfl̈achen, wodurch es zu einer periodischen Variation der Dichte
ρ(≡ ρe) mit dem Azimutwinkelφ entlang des Ringes kommt (Abb. 9.1). Mit Hilfe der
Näherung (8.19) f̈ur die Dichteρ am Ort(r, φ, λ),

ρ

ρ0

= 1 + r̄
r

Hρ,e

+ r̃
r

Hρ,e

cos 2φ , (9.2)

erḧalt man f̈ur die relative Variation des Magnetfelds und der Strömungsgeschwindigkeit
die Ausdr̈ucke

B

B0

=
1−M2

α,0(
ρ
ρ0

)
−M2

α,0

(
ρ

ρ0

)
(9.3)
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V1

V2

Q2

Q1

Overshoot-Region

ringformigeϕ

deformierte

..
..

Richtung zum

Begleitstern

Flussrohre
s,

ABBILDUNG 9.1: Toroidale
Flussr̈ohre im station̈aren mecha-
nischen Gleichgewicht in einem
Doppelstern. Aufgrund der (hier
stark übertriebenen) Deformation
des Sterns liegen einzelne Segmente
des Flussrings auf verschiedenen
Äquipotenzialfl̈achen; die Umge-
bungsbedingungen an den Punkten
V1,2 entsprechen denen einer tiefer
im Sterninnern liegenden Schicht als
die der QuadraturpunkteQ1,2.

und
v

v0

=
1−M2

α,0(
ρ
ρ0

)
−M2

α,0

. (9.4)

Dabei sindv0, B0, ρ0 undMα,0 die Werte einer vergleichbaren Flussröhre in einem Ein-
zelstern, die durch die Gleichgewichtsbedingung (2.38) und die Beziehung (2.39) mitein-
ander verkn̈upft sind.

Für die Struktur einer Flussröhre im mechanischen Gleichgewicht ergibt sich somit
folgendes Bild: Bei den PunktenV1,2, d.h. in der N̈ahe der Verbindungslinie, ist die Dichte
etwas gr̈oßer als an den QuadraturpunktenQ1,2, da diese Teile in eine Umgebung einge-
bettet sind, die einer etwas tiefer liegenden Schicht im Stern entspricht (vgl. Abb. 9.1).
Entsprechend der Beziehungen (9.3) ist das Magnetfeld hier kleiner und der Flussröhren-
querschnitt entsprechend größer als an den Quadraturpunkten. Aufgrund des konstanten
Massenfluss entlang der Röhre ist die interne Strömungsgeschwindigkeit beiV1,2 mini-
mal.

Die station̈aren Bewegungsgleichungen werden bei diesem mechanischen Gleichge-
wicht korrekt erf̈ullt. Die Erhaltung der Energie führt dabei aber zu Bedingungen, die un-
ter adiabatischen Verhältnissen, wie sie f̈ur die Flussr̈ohrenspeicherung aufgrund der lan-
gen thermischen Austauschzeiten angenommen werden müssen, nicht ganz realistisch er-
scheinen. Durch die Auftriebsneutralität ist die Variation des Magnetfelds (9.3) als Funk-
tion der Dichte gegeben.

Mit dem lateralen Druckgleichgewicht (2.26) existiert aber eine weitere Beziehung
zwischen Magnetfeld und internem Gasdruck1. Die Kombination dieser beiden Bezie-
hungen zeigt, dass das Gas im Inneren der Flussröhrenicht isentropist und die Entropie
S sich mit dem Azimutwinkelφ periodiscḧandert:

∂S

∂φ
= cp

d ln pe

dφ

1

β

[
βδ +

1

γ

(
1 +

2Mα
2

1−Mα
2 (1−∇)

)]
(9.5)

1Der externe Gasdruck wird durch die Gleichgewichtslage der toroidalen Flussröhre bestimmt.
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Der Term in eckigen Klammern ist für die hier relevanten Parameterbereiche von der
Größenordnung. 1. Mit der Näherung (8.19) f̈ur die Variation des externen Drucks folgt

1

cp

∂S

∂φ
∼ 1

β

d ln pe

dφ
∼ ε3

β

r

Hp,e

. (9.6)

Für das Skalenverḧaltnis gilt zwarr/Hp,e ' 9, aber da die Stabilitätsanalyse bei Werten
β ≈ 105 . . . 106 � 1 durchgef̈uhrt wird, ist die relative Entropievariation entlang der
Flussr̈ohre um einige Gr̈oßenordnungen kleiner als dieε-Terme ḧoherer Ordnung, die bei
den N̈aherungen (8.10), (8.13) und (8.19) vernachlässigt wurden. Aufgrund der internen
Strömungv muss sich die Entropie eines Gaselements in Abhängigkeit von der momen-
tanen Orientierung zum Begleitstern mit der Zeit periodischändern. Ein physikalischer
Mechanismus, der diese Entropieänderung bewirken k̈onnte ist aber nicht bekannt. An-
dererseits ist die charakteristische Zeitskala∆tS, auf der sich diesëAnderung abspielen
müsste, von der Ordnung

∆tS '
1

2

πR

v
=

T

4

1

Ro
=

T

8

(
1

Mα
2 − 1

)
. (9.7)

In schnell rotierenden Doppelsternen mitRo � 1 bzw. für Mα � 1 ist diese Zeitskala
deutlich l̈anger als diëublichen Anwachszeiten der Parker-Instabilität von einigen hun-
dert Tagen. Die Entropievariation ist damit für die relevanten Konfigurationen praktisch
unerheblich. Die Situation wird zusätzlich dadurch deutlich vereinfacht, dass die Stabilität
wesentlich sẗarker von der externen Schichtung abhängt als vom internen Dichteverlauf.
Untersuchungen magnetischer Flussröhren in Einzelsternen (Spruit & van Ballegooijen
1982, Ferriz-Mas & Scḧussler 1993, 1995) zeigen, dass die Stabilität im Wesentlichen
durch die Superadiabatizität δ in der Overshoot-Region bestimmt wird. Aufgrund der im
Vergleich zur DichteskalenhöheHρ, die in Gl. (9.2) auftritt, viel kleineren SkalenhöheHδ,
wird dieφ-Variation im Doppelstern durch die Winkelabhängigkeit vonδ dominiert. Die-
ser Punkt wird durch den Vergleich der beiden Größenρ undδ in Abb. 9.2 verdeutlicht.
Der Einfluss des Begleitsterns auf die Stabilität der Flussr̈ohre wird fast ausschließlich
durch die Variation der Superadiabatizität,

δ(φ) = δ(r)

(
1 +

δr

Hδ

)
, (9.8)

vermittelt, sodass die interne Dichte- und die dadurch entstehende Entropievariationen
entlang der Flussröhre vernachl̈assigbar sind.

9.1.1 Referenzgleichgewicht

Die Ausgangslage einer magnetischen Flussröhre im station̈aren Gleichgewicht sei im
Referenzfall die Mitte der Overshoot-Region des Hauptsterns des in Abschn. 8.2 be-
schriebenen Doppelsternsystems, für die in Tab. 9.1 einige charakteristische Größen der
Sternschichtung zusammengefasst sind. Zusätzlich werden einige Parameter angegeben,
die sich aus der analytischen Beschreibung des Doppelsterncharakters in Abschn. 8.1.2
ergeben. Der magnetische Fluss (2.27) ergibt sich aus dem Durchmesser des Röhrenquer-
schnittsd, für den hier2000 km angenommen wird, und der MagnetfeldstärkeB, deren
Wert entsprechend den Ergebnissen der Stabilitätsanalyse geẅahlt wird.
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ABBILDUNG 9.2: Vergleich zwischen der Variation der Dichteρ und der Superadiabatizität δ für
Doppelsternsysteme mitM∗ = 1M� undq = 1 bei verschiedenen Rotationsperioden. Aufgrund
der wesentlich kleineren SkalenhöheHδ ist die resultierende Variation der Superadiabatizität deut-
lich größer als die der Dichte; im hier dargestellten Referenzfall (Abschn. 9.1.1) istHρ ' 21Hδ.

Sternschichtungs- und Deformationsparameter

Tiefe r0 = 5.07 · 1010 cm = 0.73 R�

ex. Gasdruck pe0 = 4.31 · 1013 dyn/cm2, Hp,e = 5.52 · 109 cm

ex. Dichte ρe0 = 0.15 g/cm3, Hρ,e = 9.21 · 109 cm

Superadiabatizität δ = −9.77 · 10−7, Hδ = 4.43 · 108 cm

Abstandsverḧaltnis ε3 = 6.53 · 10−4 vgl. Gl. (8.11)

Massenkorrektur σ ' 1 vgl. Gl. (8.14)

Deformation am r̄ = 8.16 · 10−4

Äquator (λ = 0) r̃ = 4.90 · 10−4 vgl. Gl. (8.20)

TABELLE 9.1: Charakteristische Größen am Ort des Referenz-Gleichgewichts
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9.2 Lineare Stabilitätsanalyse

Gegenstand der folgenden Stabilitätsanalyse ist eine auftriebsneutrale toroidale
Flussr̈ohre im station̈aren Kr̈aftegleichgewicht innerhalb der Overshoot-Region eines
Doppelsterns. Es handelt sich dabei um eine Erweiterung der Arbeiten von Ferriz-Mas
& Schüssler (1993, 1995), in denen das analoge Einzelsternproblem behandelt wird. Die
Erweiterung auf Doppelsterne berücksichtigt die durch den Begleitstern hervorgerufene
Deformation des Hauptsterns sowie die periodischeÄnderung der Gezeitenkraft entlang
des Flussrings (Holzwarth & Schüssler 2000).

9.2.1 Mathematische Formulierung

Der Vektor ξ(φ, t) = (ξt, ξn, ξb)
T beschreibe die Auslenkung eines Röhrenelements

aus der toroidalen Gleichgewichtslage der Flussröhre im Koordinatensystem des lokalen
Dreibeins (2.17); in Zylinderkoordinaten gilt für einen parallel zum̈Aquator liegenden
Flussring

t0 = eφ , n0 = −eR und b0 = ez . (9.9)

Die Zeitabḧangigkeit der Auslenkung wird mit dem Exponential-Ansatz

ξ(φ, t) ∼ exp(iωt) (9.10)

absepariert, wobeiω die (komplexe) Eigenfrequenz ist. Deren Realteil<(ω) beschreibt
die oszillatorische Zeitabhängigkeit der L̈osung und der Imagin̈arteil die Anwachsra-
te: Für =(ω) = 0 ist die Sẗorung stabil, f̈ur =(ω) > 0 zeitlich abklingend und f̈ur
=(ω) < 0 anwachsend. Die charakteristische Zeitskala einer anwachsenden bzw. ab-
klingenden Sẗorung istτ = 1/|=(ω)|. Für die numerische Behandlung erweist es sich als
vorteilhaft, die Eigenfrequenzω mit der konstanten RotationsfrequenzΩ des Sterns (bzw.
Doppelsternsystems) zu normieren:

ω̃ =
ω

Ω
(9.11)

Damit erḧalt man die linearisierten Bewegungsgleichungen eines Flussrings bei adiabati-
schen Sẗorungen in ihrer Lagrangeschen Form:

ξ′′ + (Mφ + iω̃Mφt) ξ′ +
(
Mξ + iω̃Mt − ω̃2Mtt

)
ξ = 0 (9.12)

Striche′ bezeichnen die Ortsableitung nach dem Azimutwinkelφ. Die vonφ abḧangigen
KoeffizientenmatrizenM, die im Anhang A explizit angegeben sind, enthalten einenπ-
periodischen Anteil, der mittels der allgemeinen Schreibweise

M(φ) = M0 + ε3Mc cos 2φ + ε3Ms sin 2φ = M(φ + π) (9.13)

in einen symmetrischen und unsymmetrischen Beitrag bezüglich der Verbindungslinie
M∗M co aufgespalten wird. Die KoeffizientmatrizenMc/s erḧalt man durch Substitution
aller Gleichgewichtsgr̈oßen mit den N̈aherungen (8.19) bzw. (8.15) – (8.17) und anschlie-
ßender Zusammenfassung gleichartiger Terme; der Sinusterm entsteht durch die azimuta-
le Komponentegφ der Gezeitenkraft [vgl. Gl. (8.16)].
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Wegen der Geschlossenheit der Flussröhre muss eine Eigenfunktion des Problems die
Bedingungen

ξ(φ + 2π) = ξ(φ) und ξ′(φ + 2π) = ξ′(φ) (9.14)

erfüllen. F̈ur den ortsabḧangigen Teil der Eigenfunktion wird deshalb der Ansatz

ξ(φ) = ξ̂(φ)eimφ =

(
∞∑

k=−∞

ξ̂ke
ikφ

)
eimφ (9.15)

verwendet; in Analogie zum Einzelsternproblem wird ein Phasenfaktor mit der azimuta-
len Wellenzahlm abgespalten. Die Amplitudenfunktion̂ξ(φ) ist aufgrund der Bedingun-
gen (9.14) eine2π-periodische Funktion. Die Amplituden̂ξk der Partialwellen ergeben
sich für festesm aus den 3-Term-Rekursionsgleichungen

Lm+kξ̂k−2 + Cm+kξ̂k +Rm+kξ̂k+2 = 0 , ∀k (9.16)

bzw. aus dem zweiseitig-unendlichen Hillschen Gleichungssystem
. .. ... ...
0 Lm−2 Cm−2 Rm−2 0

0 Lm Cm Rm 0
0 Lm+2 Cm+2 Rm+2 0

... ... ...


︸ ︷︷ ︸

Hillmatrix H



...
ξ̂−2

ξ̂0

ξ̂2
...

 = 0 . (9.17)

Für eine ausf̈uhrliche Herleitung dieser Gleichungen wird z.B. auf Morse & Feshbach
(1953) oder Abramowitz & Stegun (1972) verwiesen. Die MatrizenL und R (siehe
Anhang A) haben ihren Ursprung in der periodischen Variation des Gleichgewichts. Im
Einzelsternproblem verschwinden diese Matrizen und das Problem reduziert sich auf die
Lösung der homogenen Gleichungssysteme2 Cmξ̂0 = 0,∀m. Im Doppelsternproblem exi-
stiert hingegen eine Kopplung zwischen einem Wellenmodusm und den ‘benachbarten’
Wellenmodim± 2, die durch die beiden Nebendiagonalbänder der Hillschen Matrix ver-
mittelt wird und die Abḧangigkeit der Stabiliẗat vom Azimutφ bewirkt. Ein Eigenmodus
besteht demzufolge aus einem Spektrum von Partialwellen mit den jeweiligen Amplitu-
den ξ̂k(k → ±∞), weshalb es im Grundenicht zul̈assig ist, von einem Eigenmodus der
Wellenzahlm zu sprechen. Da die MatrizenL undR im Vergleich zuC aber relativ klein
sind, ist die Kopplung zwischen den benachbarten Partialwellen nur gering. Der Eigenmo-
dus wird deshalb durch die Wellêξ0 dominiert und kann in diesem Sinne auch weiterhin
durch die dazugeḧorige Wellenzahlm klassifiziert werden.

Um einen ersten Anhaltspunkt bezüglich der resultierenden Struktur der Eigenfunk-
tionen zu erhalten, werden für die folgende Betrachtung Partialwellen mit|k| > 2 ver-
nachl̈assigt; aufgrund der geringen Kopplung ist diese Näherung zul̈assig. Die Kompo-
nentenξx mit x ∈ [t, n, b] haben nach dem Ansatz (9.15) die Form

ξx(φ, t) =
∣∣∣ξ̂x(φ)

∣∣∣ exp
[
i
(
arg ξ̂x(φ) + mφ + ωt

)]
. (9.18)

2Die Determinante vonCm ist identisch mit der Dispersionsgleichung (2.43) für die Wellenzahlm.
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Dabei ist ∣∣∣ξ̂x(φ)
∣∣∣ =

∣∣∣ξ̂x,0 + ξ̂x,2e
i2φ + ξ̂x,−2e

−i2φ + . . .
∣∣∣

' 1 +
∣∣∣ξ̂x,2

∣∣∣ cos (2φ + α2) +
∣∣∣ξ̂x,−2

∣∣∣ cos (2φ− α−2) . (9.19)

Terme der OrdnungO(|ξ̂x,±2|2) und ḧoher wurden im letzten Schritt dieser Gleichung
vernachl̈assigt, weil die Eigenfunktion durch diêξx,0-Welle dominiert wird, d.h. es ist
ξ̂x,±2 � ξ̂x,0 := 1. Die Argumenteα±2 := arg ξ̂x,±2 der Amplituden bewirken eine
Phasenverschiebung benachbarter Partialwellen relativ zur dominierenden Welle mit der
Wellenzahlm. Gleichung (9.19) beschreibt die resultierende Ortsabhängigkeit der Enve-
loppe|ξ̂x(φ)|, d.h. der einḧullenden Kurve der Auslenkung. Im vorliegenden Fall ist sie
im Gegensatz zum Einzelsternproblemnicht konstant, sondern in erster Näherung eine
π-periodische Funktion des Azimutsφ. Die Wechselwirkung zwischen den beteiligten
Partialwellen f̈uhrt für α±2 6= 0 zu einer Phasenverschiebung der Extrema relativ zur Ori-
entierung der VerbindungslinieM∗M co. Die Lageφext der Extrema ergibt sich aus den
Nullstellen der Ortsableitung von Gl. (9.19):

tan 2φext =
|ξ̂x,−2| sin α−2 − |ξ̂x,2| sin α2

|ξ̂x,−2| cos α−2 + |ξ̂x,2| cos α2

(9.20)

Diese N̈aherung ist nur g̈ultig für ξ̂x,±2 � ξ̂x,0.
Von besonderem Interesse ist die Auslenkung der Flussröhre in spḧarisch-radialer

Richtungξr . Wir gehen von der naheliegenden Annahme aus, dass die Wahrscheinlichkeit
der Bildung einer instabilen Flussröhrenschleife von dieser Komponente der Auslenkung
abḧangt: Je weiter ein Teil der Flussröhre in Richtung der Konvektionszone verschoben
wird, desto instabiler ist die Schichtung in dessen neuen Umgebung und desto wahr-
scheinlicher ist sein weiterer Aufstieg zur Oberfläche aufgrund des magnetischen Auf-
triebs. In diesem Sinne dient die Enveloppe|ξ̂r(φ)| als Maß f̈ur die Wahrscheinlichkeit
der Bildung einer aufsteigenden Flussröhrenschleife und gibt Hinweise auf die Existenz
und Orientierung von Vorzugslängen am unteren Rand der Konvektionszone.

Der Phasenfaktor in Gl. (9.18) enthält die Zeitabḧangigkeit der Sẗorung und f̈uhrt für
<(ω) 6= 0 zu einer umlaufenden Welle. Neben der Maximalauslenkung ist auch deren
Ausbreitungsgeschwindigkeit ortsabhängig: Aus dem Phasenfaktor in Gl. (9.18) ergibt
sich für die Phasengeschwindigkeit

vp = −<(ω)

mκ︸ ︷︷ ︸
vp,0

(
1 +

1

m

d

dφ
arg ξ̂x(φ)

)−1

. (9.21)

Sie ḧangt von der Winkelabḧangigkeit des Argumentsarg ξ̂x(φ) der Amplitude ab; im
Einzelsternproblem ist dieser Faktor konstant und es giltvp = vp,0. In Abb. 9.3 ist in
einem Polardiagramm die Struktur eines instabilen Eigenmodus schematisch dargestellt.
Die Pfeile an der̈außeren und inneren Enveloppe deuten das exponentielle Anwachsen
des Betrags der Auslenkung der instabilenm = 1-Störung mit der charakteristischen
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|ξx(ϕ)|^

ABBILDUNG 9.3: Polardiagramm ei-
nesinstabilenEigenmodus. Graue Li-
nien zeigen die Flussröhre im sta-
tionären Gleichgewicht (gestrichelt)
bzw. bei einer Momentaufnahme der
umlaufenden Welle (durchgezogen).
Zu jeder Zeit ber̈uhrt sie dieäußere
und innere Enveloppe (schwarz), de-
ren Betrag|ξ̂x(φ)| mit der Anwachs-
zeit τ exponentiell anẅachst. Die En-
veloppe zeigt einenπ-periodischen
Verlauf, ihre Extrema sind zur Rich-
tung des Begleitsterns (zentraler Pfeil)
phasenverschoben.

Zeitskalaτ = 1/|=(ω)| an. Zu beachten ist die Winkelabhängigkeit der Enveloppe und
die Phasenverschiebung ihrer Maxima bezüglich der Richtung zum Begleitstern.

Das Stabiliẗatsproblem von Flussringen in Doppelsternen wird mit Hilfe der Theorien
von Hill3 und Floquet4 sowohl numerisch als auch – im folgenden, einfachen Sonderfall –
analytisch behandelt. Für eine detailliertere Diskussion der mathematischen Grundlagen
wird auf die Literatur verwiesen (z.B. Collatz 1970, Yakubovich & Starzhinskii 1975,
Walter 1996).

9.3 Flussr̈ohren in der Äquatorebene

Bei magnetischen Flussringen in derÄquatorebene ist die Binormalenkomponenteξb ei-
ner Sẗorung von der Tangential- und Hauptnormalenkomponente entkoppelt, d.h. Auslen-
kungen senkrecht zur̈Aquatorebene sind unabhängig von Auslenkungen innerhalb die-
ser Ebene. Die Eigenmodiξb(φ, t) sind in diesem Sonderfall alle stabil und haben für
die Entwicklung ausbrechender Flussröhren keine Bedeutung. Dennoch ist eine separa-
te Behandlung dieses eindimensionalen Problems von Interesse, da für dessen L̈osung
analytische N̈aherungen angegeben werden können, die einen Einblick in die charak-
teristischen Stabiliẗatseigenschaften von Flussröhren auch außerhalb derÄquatorebene
erlauben (Holzwarth & Scḧussler 2000).

Binormale Sẗorungen in der̈Aquatorebene werden als Sonderfall der Gl. (9.12) durch
die ged̈ampfte Matthieusche Differentialgleichung

ξb
′′ − iω̃ξb

′ − ω̃2 (c̄ + c̃ cos 2φ) ξb = 0 (9.22)

3George William Hill, amerikanischer Mathematiker, 1838 – 1914
4Gaston Floquet, französischer Mathematiker, 1847 – 1920
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beschrieben. Dazu wurden die Abkürzungen

c̄ =
1

4Mα
2
0

(
Mα

2
0 − 1− r̄

r

Hρ

)
und c̃ = − 1

4Mα
2
0

r̃
r

Hρ

(9.23)

verwendet; es ist̃c � c̄. Die Abḧangigkeit von der DichteskalenhöheHρ taucht aufgrund
des funktionalen Zusammenhangs

Mα0 =
v0

ca,0

=
v0

B0

√
4πρ0 =

v0ρ0A0

B0A0

√
4π

ρ0

=
Φρ

Φ

√
4π

ρ0

∝ ρ−1/2 (9.24)

auf, da wegen der Konstanz des magnetischen FlussesΦ und — im station̈aren Gleichge-
wicht — des MassenflussesΦρ = ρ0v0A0 in diesem Sonderfallρ die einzige variierende
Gleichgewichtsgr̈oße ist. Die Eigenfunktionξb(φ) besteht aus einer Superposition unend-
lich vieler Partialwellen, deren Amplituden̂ξk durch das Gleichungssystem (9.16) bzw.
(9.17) bestimmt werden. Für die dominierende Partialwellek = 0 eines Eigenmodus mit
der Wellenzahlm hat die Rekursionsgleichung (9.16) die explizite Form

c̄ [1 + fε] ω̃
2 −mω̃ + m2 = 0 mit fε =

c̃

2c̄

(
ξ̂b,2

ξ̂b,0

+
ξ̂b,−2

ξ̂b,0

)
. (9.25)

Die Abhängigkeit vom Doppelsterncharakter (∝ c̃) und die Kopplung an die benachbar-
ten Wellenmodi (∝ ξ̂b,±2) sind in dem Termfε zusammengefasst. Die Amplitudenverhält-
nisseξ̂b,±2/ξ̂b,0 hängen ihrerseits rekursiv von den Partialwellenξ̂b,±4, ξ̂b,±6, . . . und der
Eigenfrequenz̃ω selbst ab, sodass das Problem nur durch ein Iterations- oder Näherungs-
verfahren gel̈ost werden kann.

9.3.1 Einzelsternproblem

Der Fall c̃ = 0 entspricht der Stabilitätsanalyse einer Flussröhre in einem rotierenden
Einzelstern. Die Eigenfunktionen sind harmonische Wellen (ξ̂b,0 = const. und ξ̂b,k =
0,∀k 6= 0) mit den Eigenfrequenzen

ω̃(m,r̄,±) = m
2Mα0

Mα0 ±
√

1 + r̄ r
Hρ

. (9.26)

Die Eigenfrequenzeñω(m,r̄,+) mit dem positiven Vorzeichen im Nenner führen zu retro-
graden Wellenbewegungen (entgegen der Rotationsrichtung des Sterns) und die mit ne-
gativem Vorzeichen (̃ω(m,r̄,−)) entsprechend zu prograden. Die Eigenfrequenzen höherer
Wellenmodi sind Vielfache der Basisfrequenzenω̃(1,r̄,±).

Die Abplattung des rotierenden Sternkörpers (∝ r̄) bewirkt eine kleine Frequenzver-
schiebung im Vergleich zu einem kugelsymmetrischen Sternmodell, da die Schichtung
am Gleichgewichtsort des Flussrings aufgrund der axialsymmetrischen Verformung for-
mal ver̈andert ist. F̈ur die in Abschn. 9.1.1 beschriebene Referenz-Flussröhre ist dieser
Effekt von der Gr̈oßenordnung

∆ω̃

ω̃

∣∣∣∣
Rot

=
ω̃(1,r̄,±) − ω̃(1,0,±)

ω̃(1,0,±)

∼ O
(

r̄
r

Hρ

)
∼ 4 · 10−3 . (9.27)
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ABBILDUNG 9.4: Basisfrequenzen binormaler Eigenmodiξb (links) und ihre relative Abwei-
chung aufgrund der Rotationsabplattung (rechts) für einen Flussring in der̈Aquatorebene eines
Einzelsterns. Prograde Wellenbewegung für ω̃(1,0,−) (durchgezogene Linie) und retrograde Wel-
lenbewegung f̈ur ω̃(1,0,+) (gestrichelte Linie).

Diese Abscḧatzung ist nur unter der BedingungMα0 � 1 zulässig, welche f̈ur die hier re-
levanten Gleichgewichte sehr gut erfüllt ist (Referenzfall:B ' 105 G =⇒ Mα0 ∼ 10−2).
Die rotationsbedingtëAnderung der Umgebung des Flussrings entspricht einer sehr klei-
nen radialen Verschiebung seiner ursprünglichen Gleichgewichtslage. Da aber die Aus-
gangslage einer Flussröhre im Rahmen des Modells beliebig gewählt werden kann, ist
dieser Effekt hier im Grunde uninteressant. Bei der folgenden analytischen Behandlung
werden diese Frequenzverschiebungen deswegen ignoriert und die Eigenfrequenzen

ω̃(m,0,±) = m
2Mα0

Mα0 ± 1
(9.28)

verwendet. Deren Verlauf ist in Abb. 9.4 (links) als Funktion der Magnetfeldstärke dar-
gestellt, ẅahrend auf der rechten Seite zum Vergleich die durch die Abplattung bewirkte
relative Frequenzverschiebung (9.27) angegeben ist.

9.3.2 Doppelsternproblem

Im Doppelsternproblem muss in der Gl. (9.25) wegenc̃ 6= 0 die Kopplung an die benach-
barten Wellenmodîξb,±2 ber̈ucksichtigt und das vollständige Gleichungssystem (9.16)
gelöst werden. Dazu bietet sich die Methode der Reihenbruchentwicklung an (Morse &
Feshbach 1953, Abramowitz & Stegun 1972), da dieser Formalismus aufgrund der ge-
ringen Kopplung bereits nach dem ersten Entwicklungsschritt abgebrochen werden kann
und man dadurch eine relativ einfache analytische Näherung erḧalt.

Um die Eigenmodi des Doppelsternproblems zu bestimmen, wird von den
Einzelstern-Frequenzen (9.28) ausgegangen. Für typische Werte voñω(1,0,±) (Abb. 9.4,
links) und kleine Wellenzahlenm werden die ben̈otigten Amplitudenverḧaltnisse durch
die Ausdr̈ucke

ξ̂b,2

ξ̂b,0

' −
c̃ m2ω̃2

(1,0,±)

8 + 4m
(
2− ω̃(1,0,±)

) (9.29)
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ABBILDUNG 9.5: Relative Frequenzabweichung aufgrund des Doppelsterncharakters der progra-
den (durchgezogene Linie) und retrograden Wellenbewegung (gestrichelte Linie) der Eigenmodi
m = 1 . . . 3

und
ξ̂b,−2

ξ̂b,0

' −
c̃ m2ω̃2

(1,0,±)

8− 4m
(
2− ω̃(1,0,±)

) (9.30)

approximiert. Nach der Substitution in Gl. (9.25) erhält man

fε ' c̃2ω̃2
(1,0,+)ω̃

2
(1,0,−)

m2
(
1− ω̃(1,0,±)

)
8− 2m2

(
2− ω̃(1,0,±)

)2 (9.31)

und die Eigenfrequenzeñω(m,r̃,±) des Doppelsternproblems5. Für die Referenz-Flussröhre
gilt hier die Abscḧatzung

∆ω̃

ω̃

∣∣∣∣
Bin

=
ω̃(1,r̃,±) − ω̃(1,0,±)

ω̃(1,0,±)

∼ O

[(
r̃

r

Hρ

)2
]
∼ 2 · 10−5 . (9.32)

Die relativen Abweichungen der Eigenfrequenzen von denen des Einzelsternproblems
(9.28) sind f̈ur die Modim = 1 . . . 3 in Abb. 9.5 dargestellt. Die Frequenzänderungen (∝
fε ∝ c̃2) sind wesentlich kleiner als die zugrundeliegende Variation des Gleichgewichts
(∝ c̃) in Gl. (9.22) und liegen typischerweise deutlich unterhalb des Schätzwerts (9.32).
Der Eigenmodusm = 1 bildet dabei eine Ausnahme, auf deren Ursache weiter unten
genauer eingegangen wird.

Durch Einsetzen der Amplitudenverhältnisse (9.29) und (9.30) in die Ausgangsglei-
chungen (9.18) – (9.21) erhält man N̈aherungen f̈ur die einḧullende Kurve|ξ̂b| der Eigen-
funktion und die Phasengeschwindigkeitvp der Welle. Beide Gr̈oßen sind im Gegensatz

5Für ω̃(m,r̃,+) verwendet man in den Gln. (9.29) – (9.31) die Größeω̃(1,0,+) und für ω̃(m,r̃,−) entspre-
chendω̃(1,0,−).
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zum Einzelsternproblem Funktionen des Azimutwinkelsφ. Im Weiteren gelte per Defini-
tion die Normierung

ξ̂b,0 := 1 . (9.33)

Alle Eigenmodi sind stabil. Das bedeutet, dass die Eigenfrequenzenω̃(m,r̃,±) und aufgrund
der Gln. (9.29) und (9.30) auch die Amplitudenξ̂b,±2 reelle Gr̈oßen sind. Daraus folgt für
die Enveloppe der Eigenfunktion∣∣∣ξ̂b(φ)

∣∣∣ ' 1 + |cb| cos (2φ + arg cb) (9.34)

mit

|cb| =
(

c̃

c̄

)
m2
(
1− ω̃(1,0,±)

)
4−m2

(
2− ω̃(1,0,±)

)2 (9.35)

und
arg cb = 0 oder π . (9.36)

In Abb. 9.6 sind die einḧullenden Kurven der Eigenfunktionen für verschiedene Wel-
lenzahlen und Feldstärken dargestellt, aufgrund derπ-Periodiziẗat allerdings nur f̈ur den
halben Flussr̈ohrenumfang. Die ḧoheren Wellenmodim = 2 und m = 3 sind sich so-
wohl bei der prograden als auch bei der retrograden Welle qualitativ und quantitativ sehr
ähnlich: Die Enveloppe zeigt eine Variation im Promillebereich und die Maxima liegen
bei den QuadraturpunktenQ1,2, d.h.φ = π/2 und3π/2. Die Abḧangigkeit vom Magnet-
feld ist gering. Eine Ausnahme bildet wieder derm = 1-Modus, bei dem|ξ̂b| entlang
der Flussr̈ohre um einige Prozent variiert und stark von der MagnetfeldstärkeB abḧangt.
Zudem existiert zwischen den Maxima der prograden und retrograden Welle eine Phasen-
verschiebung: Ẅahrend bei der prograden Welle die Maxima bei den Quadraturpunkten
Q1,2 liegen, sind sie bei der retrograden Wellen bei den PunktenV1,2 entlang der Ver-
bindungslinieM∗M co. Im Gegensatz zu den Abweichungen der Eigenfrequenzen (9.32)
sind die Auswirkungen des Doppelsterncharakters hier deutlich größer als die urs̈achliche
Variation in der Ausgangsgleichung (9.22).

Mit Hilfe der berechneten Amplitudêξb(φ) erḧalt man mittels Gl. (9.21) den Ver-
lauf der Phasengeschwindigkeitvp als Funktion des Winkelsφ (Abb. 9.7). Aufgrund der
Abhängigkeit vonarg[ξ̂b(φ)] spiegelt die Variation∆vp/vp0 der Phasengeschwindigkeit
die qualitativen und quantitativen Eigenschaften der Enveloppe wider: Höhere Modi zei-
gen ein einheitliches Verhalten, während derm = 1-Modus deutlich davon abweicht.

9.3.3 Diskussion

Der Sonderfall eines toroidalen Flussrings in derÄquatorebene eines Doppelsterns zeigt
einige Stabiliẗatseigenschaften, die auch für Flussr̈ohren außerhalb der̈Aquatorebene cha-
rakteristisch sind.

Die Auswirkungen der Rotation und des Doppelsterncharakters auf die Eigenfrequen-
zen und -funktionen sind sehr unterschiedlich. Die axialsymmetrische Rotationsdeforma-
tion lässt die Struktur der Eigenfunktionen unverändert, wirkt sich aber relativ stark auf
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ABBILDUNG 9.6: Einḧullende Kurven|ξ̂b(φ)| der Eigenfunktionenm = 1 . . . 3 für den retrogra-
den (links) und prograden Modus (rechts). Die Kurven entsprechen unterschiedlichen Feldstärken
der Referenz-Flussröhre:B = 104 G (durchgezogene Linie),105 G (gestrichelte Linie) und106 G
(strichpunktierte Linie).

ABBILDUNG 9.7: Relative Abweichung∆vp/vp0 der Phasengeschwindigkeit der Eigenmodi
m = 1 . . . 3. Darstellung, Anordnung und Feldstärken wie in Abb. 9.6.
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die Eigenfrequenzen aus:

∆ω̃

ω̃

∣∣∣∣
Rot

∼ 4 · 10−3 und ξ̂b,k =

{
const. , k = 0
0 , k 6= 0

(9.37)

Im Gegensatz dazu hat die Aufhebung der Rotationssymmetrie durch die Existenz des
Begleitsterns einen relativ kleinen Einfluss auf die Eigenfrequenzen, aber einen sehr deut-
lichen auf die Struktur der Eigenfunktionen:

∆ω̃

ω̃

∣∣∣∣
Bin

∼ 2 · 10−5 � ∆ω̃

ω̃

∣∣∣∣
Rot

und ξ̂b,k 6= 0,∀k (9.38)

Die Zahlenwerte gelten für den Referenzfall (Tab. 9.1 in Abschn. 9.1.1 und Tab. 8.1 in
Abschn. 8.2). Die Auswirkungen des Begleitsterns auf die Struktur der Eigenfunktion
sind offensichtlich: Die periodischëAnderung der Enveloppe und Phasengeschwindigkeit
spiegelt dieÄnderung der Gleichgewichtsbedingungen der jeweiligen Röhrensegmente
entlang des Flussrings wider. Die sehr kleinen Frequenzverschiebungen im Doppelstern-
problem erkl̈aren sich hingegen so, dass die Eigenfrequenzω̃ einen charakteristischen Pa-
rameter dergesamtenFlussr̈ohre darstellt und in diesem Sinne einer Mittelungüber alle
Flussr̈ohrensegmente entspricht. Die Wirkung derperiodischenGleichgewichts̈anderung
hebt sich dabei in der Summe weitgehend auf.

Gleichung (9.36) und die Kurvenverläufe in den Abbn. (9.6) und (9.7) veranschauli-
chen ein zus̈atzliches charakteristisches Stabilitätsmerkmal von Flussröhren in Doppel-
sternen. Die Extrema der Enveloppe|ξ̂b(φ)| eines stabilen Eigenmodus liegen generell in
der Richtung entlang der VerbindungslinieM∗M co (bei den PunktenV1,2, vgl. Abb. 9.1)
und in der Richtung senkrecht dazu (bei den QuadraturpunktenQ1,2). Die tats̈achliche La-
ge der Maxima und Minima wird durch das Vorzeichen voncb in Gl. (9.35) bestimmt, d.h.
letztlich durch die Amplitudenverḧaltnisse der Partialwellen̂ξb,±2. Dar̈uber hinaus l̈asst
diese Gleichung auf eine weitere wichtige Eigenschaft schließen. Ein instabiler Eigenmo-
dus hat eine komplexwertige Eigenfrequenzω̃, und aufgrund der Beziehung (9.35) wirdcb

ebenfalls komplexwertig sein. Wegenarg cb 6= 0 folgt in diesem Fall eine Phasenverschie-
bung, wodurch sich die Lage der Extrema bezüglich der VerbindungslinieM∗M co ver-
schiebt und von den PunktenV1,2 bzw.Q1,2 wegbewegt. Die Behandlung des allgemeinen
Falls im n̈achsten Abschnitt bestätigt diese Vermutung: Die Lage der Enveloppe-Maxima
ist eine Funktion des Arguments der Eigenfrequenzω̃ und, aufgrund der Kopplung zwi-
schen den Partialwellen, auch der Amplitudenverhältnisseξ̂b,k . Ein geschlossener, ana-
lytischer Ausdruck wie in Gl. (9.35) kann im allgemeinen Fall jedoch nicht angegeben
werden.

Im letzten Abschnitt wurde bereits auf die Sonderrolle desm = 1-Eigenmodus hin-
gewiesen. Die im Vergleich zu den Eigenmodi mitm ≥ 2 deutlichen Unterschiede im
Verlauf der Eigenfrequenz, der Enveloppe und der Phasengeschwindigkeit ergeben sich
aus der Kopplung benachbarter Partialwellen im Wellenspektrum dieses Eigenmodus. Im
Einzelsternproblem haben Eigenfunktionen die Form harmonischer Wellen. Harmonische
Wellen bilden aus mathematischer Sicht die Basisvektoren eines vollständigen Vektor-
raums, d.h. sie sind voneinander unabhängig. Zwei Wellen mit verschiedenen Wellenzah-
len beeinflussen sich gegenseitig nicht, selbst wenn sie dieselbe Eigenfrequenzω̃ haben.
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ABBILDUNG 9.8: Kopplung zwischen dem dominierenden Anteilk = 0 eines Eigenmodus und
den benachbarter Partialwellenk = ±2. Bei dem Eigenmodusm = 1 kommt es durch die Re-
sonanz zwischen den Partialwellenn = ±1 zu einer konstruktiven Verstärkung. Die Kopplung
an weiter entfernte Partialwellen (|k| ≥ 4, durch Punkte angedeutet) ist in erster Näherung ver-
nachl̈assigbar.

Ihre Amplituden und relativen Phasenbeziehungen werden allein durch die Anfangswerte
des Problems festgelegt. Wie Gl. (9.15) zeigt, besteht im Doppelsternproblem ein Ei-
genmodus aus einer̈Uberlagerung unendlich vieler Partialwellen, die zwar alle dieselbe
Schwingungsfrequenz̃ω, aber unterschiedliche Wellenzahlenn = m + k, k → ±∞ ha-
ben: Der durchm = 1 klassifizierte Eigenmodus besteht in erster Näherung aus den Par-
tialwellenn = m−2 = −1, n = m+0 = 1 undn = m+2 = 3 (vgl. Abb. 9.8). Wie man
anhand Gl. (9.25) erkennen kann, ist die Eigenfrequenzω̃(1,r̃,±) des dominierenden Mo-
dusn = m = 1 (betragsm̈aßig) gleich der Eigenfrequenz der benachbarten Partialwelle
n = −1. Aufgrund der Kopplung wird dien = −1-Welle von dern = 1-Welle ange-
regt und es kommt zurResonanz: Die beiden Partialwellen̈uberlagern sich konstruktiv
und bewirken dadurch eine effektive Verstärkung, die sich in der periodischen Variati-
on der Einḧullenden und der Phasengeschwindigkeit bemerkbar macht; deren Variation
ist deutlich gr̈oßer als die Variation der Gleichgewichtsgröße in der zugrundeliegenden
Gl. (9.22). Wegeñω(m,r̃,±) ∝ m ist eine derartig effektive Verstärkung nur f̈ur m = 1
möglich, was im Grunde einer Selbstverstärkung entspricht. F̈ur andere Eigenmodi, z.B.
m = 2 in Abb. 9.8, kommt es zwar zu einer Anregung der benachbarten Partialwellen
n = 0 und n = 4, aber da die Eigenfrequenzen dieser Partialwellen von der Eigenfre-
quenz desn = 2-Modus sehr verschieden sind, kommt es hierbei nicht zur Resonanz.
Im allgemeinen Fall sind die Eigenfrequenzen verschiedener Modi nicht mehräquidistant
und Resonanzen auch für m 6= 1 möglich.

Die analytische Behandlung ist nur für die entkoppelte Komponenteξb möglich und
stellt eine Ausnahme in der Untersuchung magnetischer Flussröhren in Doppelsternen
dar. Die verbleibenden Komponentenξt und ξn bilden im Gegensatz dazu ein zweidi-
mensionales gekoppeltes System, welches sich aus mathematischer Sicht nicht wesentlich
von dem einer Flussröhre außerhalb der̈Aquatorebene unterscheidet. Es wird deshalb im
Rahmen des allgemeinen Falls numerisch untersucht.
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9.4 Allgemeiner Fall

9.4.1 Numerisches Verfahren

Aufgrund der r̈aumlich-periodischen Variation der Gleichgewichtsgrößen entlang eines
Flussrings setzt sich eine Eigenfunktion im Doppelsternproblem aus einem Spektrum har-
monischer Partialwellen zusammen, deren Amplitudenξ̂k zus̈atzlich zur Eigenfrequenz
ω̃ bestimmt werden m̈ussen. Die Abweichungen der Eigenfrequenzen und -funktionen
von denen des Einzelsternproblems sind allerdings ausreichend klein, dass sie aus die-
sen sukzessive approximiert werden können. Die entdimensionierten Eigenfrequenzen
ω̃m = ωm/Ω desungesẗortenEinzelsternproblems ergeben sich aus der Dispersionsglei-
chung (2.43) unter Vernachlässigung der Rotations- und Gezeitenwirkung; der Indexm
bezeichnet die azimutale Wellenzahl.

Im ersten Schritt wird die Veränderung der Eigenfrequenzen aufgrund der Rotati-
on bestimmt. Die in den Koeffizientenci der Gl. (2.43) auftretenden Gleichgewichts-
größen werden durch die Näherungen (8.19) bzw. (8.15) und (8.17) ersetzt. Dabei wird
dieφ-abḧangige Gezeitenwirkung des Begleitsterns zunächst ignoriert und nur die rotati-
onsbedingte, axialsymmetrischeÄnderung der Gr̈oßen ber̈ucksichtigt. Die L̈osungen des
Polynoms 6. Grades sind die Eigenfrequenzenω̃rot einer Flussr̈ohre in einem rotieren-
den Einzelstern6. Die Ergebnisse der Stabilitätsanalyse werden bei den Simulationen in
Kap. 10 verwendet, die die vollständige Rotations- und Gezeitenwirkung umfassen. Des-
halb wird im Gegensatz zur analytischen Behandlung in Abschn. 9.3 die rotationsbedingte
Frequenzverschiebung in der weiteren Behandlung mit berücksichtigt.

Die Eigenfrequenzen des Doppelsternproblems ergeben sich aus dem Gleichungssy-
stem (9.17). Eine vollständige L̈osung der beidseitig-unendlichen HillmatrixH ist nicht
möglich. Da aber die durch die NebendiagonalmatrizenL undR vermittelte Kopplung
zwischen benachbarten Wellen klein ist, kann man das Wellenspektrum auf eine endliche
Anzahl von Komponenten begrenzen und die Hillmatrix bei einer endlichen ZahlK von
Partialwellen abschneiden:

Lm−2K Cm−2K Rm−2K

.. . ... ... O
Lm Cm Rm

O
... ... ...
Lm+2K Cm+2K Rm+2K


︸ ︷︷ ︸

H(ω̃)


ξ̂−2K

...
ξ̂0
...

ξ̂2K

 = 0 (9.40)

6Ein anderes Berechnungsverfahren wäre die L̈osung der Gleichung

det [Cm (ω̃rot)] = 0 ,∀m , (9.39)

wobei die MatrizenCm die rotationsbedingtëAnderung der Gleichgewichtsgrößen beinhalten. Diese Me-
thode entspricht dem L̈osen der Gl. (9.17), wobei nur die BlockmatrizenCm auf der Hauptdiagonalen von
Null verschieden sind, die obere und untere Nebendiagonalen, die den Gezeiteneinfluss des Begleitsterns
beschreiben, jedoch verschwinden. Die Bestimmung mit Hilfe des expliziten Dispersionspolynoms hat sich
jedoch als stabiler und effektiver erwiesen.
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Die explizite Form der BlockmatrizenC,L undR ist in Anhang A angegeben. Die Eigen-
frequenzeñωHill werden durch eine iterative Nullstellenbestimmung der Dispersionsglei-
chung

det [H(ω̃Hill)] = 0 (9.41)

berechnet; der Startwert der Iteration ist die zuvor bestimmte Eigenfrequenzω̃rot des Ein-
zelsternproblems mit Rotation. Testrechnungen zeigen, dass bereits beiK = 1 . . . 2 ro-
buste Resultate (im Rahmen der Rechengenauigkeit) für ω̃Hill erzielt werden. F̈ur die fol-
genden Rechnungen wurdeK = 3 geẅahlt. Partialwellen, deren Wellenzahl mehr als2K
von dem dominierenden Wellenmodusm abweicht, haben praktisch keinen Einfluss auf
das Ergebnis.

Nach dem L̈osen der Gl. (9.41) k̈onnen mit den bekannten Eigenfrequenzenω̃Hill die
Amplitudenξ̂k aus dem Gleichungssystem (9.40) bestimmt werden. Zur Bestimmung der
genauen Eigenfunktion (und zur Kontrolle) ist es vorteilhaft, ein weiteres Verfahren zu
verwenden (vgl. Collatz 1970, Kap. II,§8): Die Lösungenx(i)(φ), i = 1, . . . , n eines
homogenen Systems von Differentialgleichungen,

x′ = A(φ)x mit A(φ + 2π) = A(φ) , (9.42)

bilden ein FundamentalsystemX (φ) =
(
x(1), . . . , x(n)

)
mit det[X (φ)] 6= 0. Mit Hilfe der

Floquet-Theorie l̈asst sich zeigen, dass

X (φ + 2π) = X (φ)M (9.43)

gilt, mit derÜbergangs- oderMonodromie-MatrixM = const. unddet(M) 6= 0. Die Ei-
genwerte vonM nennt mancharakteristischeoderFloquet-Multiplikatoren. Jede L̈osung
der Gl. (9.42) kann mit Hilfe eines konstanten Vektorsc durchx(φ) = X (φ)c dargestellt
werden. Daraus folgt

x(φ + 2π) = X (φ + 2π)c = X (φ)Mc . (9.44)

Die geschlossene Flussröhre verlangt nach periodischen Lösungen mitx(φ+2π) ≡ x(φ).
Daraus folgt

X (φ)Mc = X (φ)c bzw. Mc = c . (9.45)

Für 2π-periodische L̈osungen ist es also erforderlich, dass ein Floquet-Multiplikator
gleich eins ist. Erf̈ullt die Fundamentalmatrix die AnfangsbedingungX (0) = E , wo-
beiE die Einheitsmatrix ist, so erhält man dieÜbergangsmatrix durch Integration entlang
eines kompletten Flussröhrenumfangs:

X (0) = E −→ X (2π) = M (9.46)

Die ÜbergangsmatrixM und deren Eigenwerte sind Funktionen vonω̃. Führt man die
Berechnungen für ω̃ = ω̃Hill aus Gl. (9.41) durch, so muss sich aufgrund der Randbedin-
gungen der Eigenwert eins ergeben. Wenn dies nicht der Fall ist, wird die Lösung iteriert,
bis die Periodiziẗat geẅahrleistet ist. Mit dieser Methode erhält man aufgrund der not-
wendigen Integration und Eigenwertbestimmung automatisch den Lösungvektorc und
die Eigenfunktionξ(φ).
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ABBILDUNG 9.9: Anwachszeitenτ rot instabiler Flussr̈ohren im Einzelsternproblem un-
ter Ber̈ucksichtigung der Rotationsabplattung. Linien markieren Anwachszeitenτ rot =
50,100, 500, 1000 und5000 d. Es gilt die Farbkodierung am rechten Rand, weiß bedeutet stabi-
les Gleichgewicht. Gestrichelte Linien markieren die gleichen Niveaukurven in einem Einzelstern
ohneBerücksichtigung der Rotationseffekte.

9.4.2 Ergebnisse im Referenzfall

Im Sonderfall (9.22) in Abschn. 9.3 ist die Dichte die einzige Gleichgewichtsgröße,
die entlang des Flussrings variiert, während im allgemeinen Fall alle Größen zur Win-
kelabḧangigkeit des Gleichgewichts beitragen. Betrachtet man nur auftriebsbedingte In-
stabiliẗaten, die maßgeblich von der Superadiabatizität δ abḧangen, so kann man aller-
dings alle anderen Gleichgewichtsvariationen ignorieren, da, wie in Abb. 9.2 auf Seite
78 gezeigt ist, diëAnderung vonδ(φ) aufgrund ihrer deutlich kleineren Skalenhöhe we-
sentlich sẗarker ist als die jeder anderenφ-abḧangigen Gr̈oße. Bei Instabiliẗaten, denen
ein anderer Mechanismus zugrunde liegt und die infolgedessen von weiteren Gleichge-
wichtsgr̈oßen abḧangen, ist dies nicht mehr zwangsläufig der Fall.

Eigenfrequenzen

EINZELSTERNPROBLEM: Das Stabiliẗatsdiagramm in Abb. 9.9 zeigt die Anwachszeiten
τ rot instabiler Flussr̈ohren in einem Einzelstern unter Berücksichtigung der Rotationsab-
plattung aufgrund der Zentrifugalbeschleunigung. Zum Vergleich sind zusätzlich die sel-
ben Niveaukurven desungesẗortenEinzelsternproblems, d.h. ohne Rotations- oder Gezei-
teneffekte, als gestrichelte Linien eingezeichnet. Wegen der Abplattung des Sternkörpers
liegt ein Flussring (bei unverändertemr undλ) etwas tiefer in der Overshoot-Region. Da
die Superadiabatizität δ dort kleiner (d.h. die Sternschichtung etwas stabiler) ist, werden
höhere Feldsẗarken ben̈otigt, um das urspr̈ungliche Niveau der Anwachsrate (ohne Rota-
tionseffekte) zu erreichen; die maximaleÄnderung des Magnetfelds beträgt im vorliegen-
den Referenzfall lediglich∆B . 5 · 103 G. Die von den Polen zum̈Aquator mit zuneh-
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mendem Achsenabstand anwachsende Abplattung spiegelt sich in der Verschiebung der
τ -Niveaus wider: Bei niedrigen Breiten ist sie am größten, von mittleren zu hohen Brei-
ten dagegen immer weniger von Bedeutung. Die Lage der Flussröhre in der Overshoot-
Region wird durch das Modell nicht explizit vorgegeben und kann im Prinzip frei gewählt
werden. DieÄnderung der Eigenfrequenzen aufgrund der Rotationsabplattung ist daher
nur von untergeordneter Bedeutung.

DOPPELSTERNPROBLEM: Der Doppelsterncharakter führt zur Brechung der Rotati-
onssymmetrie und infolgedessen zu grundlegenden Modifikationen des Stabilitätsverhal-
tens. DiequantitativenÄnderungen der Anwachszeitenτbin sind allerdings im Vergleich
zu einem Einzelstern mit Rotationsabplattung nur gering; in den ursprünglichen Insta-
bilit ätszonen liegt die relative Abweichung deutlich unter1%. Abbildung 9.10 zeigt die
Änderung der Anwachszeit relativ zu einem rotierenden Einzelstern; dieser Vergleich ist
nur in den urspr̈unglich instabilen Regionen mitτ rot 6= 0 möglich. Deutlichequalitative
Unterschiede machen sich dagegen in den ursprünglich stabilen Parameterbereichen be-
merkbar, in denen nun zusätzliche Instabiliẗaten auftreten. Abbildung 9.11 zeigt einen Teil
des Stabiliẗatsdiagramms, der Details dieser neuen Instabilitäten umfasst. Instabilitäten
mit sehr hohen Anwachszeiten bilden einen ‘Instabilitätshintergrund’, der den gesamten,
urspr̈unglich stabilen Parameterbereichüberdeckt (vgl. punktierter Rahmen in Abb. 9.9).
Er besteht ausPlateaus, die von unterschiedlich starken, aber i.Allg. eng begrenztenRe-
sonanzendurchzogen sind.

Die Anwachszeiten in den Plateaus liegen typischerweise bei etlichen tausend Tagen,
teilweise gehen sie sogar bis zuτ ∼ 107 d. Vom Charakter handelt es sich dabeiüberwie-
gend um tangentiale Instabilitäten mitm = 0 und<(ω) = 0, d.h. eine zeitlich monoton
anwachsende Drehung des Flussrings aus seiner Gleichgewichtslage heraus, modifiziert
durch kleine periodische Auslenkungen in den normalen Richtung7. Ber̈ucksichtigt man
bei der Untersuchung aufgrund ihrer Dominanz nur die Variation der Superadiabatizität
δ und vernachl̈assigt die aller anderen Gleichgewichtsgrößen (vgl. Abschn. 9.1), so ver-
schwinden die Plateaus und zurück bleiben nur die Resonanz- und Parkerinstabilitäten.
Hier allerdings, unter Berücksichtigung der Variation aller Gleichgewichtsgrößen, variiert
auch die Dichte und die Tangentialkomponente der Gezeitenkraft periodisch, wodurch
sich bei einer leichten Drehung des Flussrings das Einsetzen derTangentialinstabiliẗat
erklärt; sie erzeugt den̈uberwiegenden Teil des Hintergrunds und ist letztlich ein Resul-
tat der in Abschn. 9.1 beschriebenen Entropievariation des Flussrings. Die Größenord-
nung der berechneteñω ist im Hintergrund z.T. vergleichbar mit der von Termen, die bei
den N̈aherungen (8.19) bzw. (8.15) – (8.17) vernachlässigt wurden. Die entsprechenden
numerischen Werte sind deshalb sehr unsicher. Da derart hohe Anwachszeiten für die
Flussr̈ohrendynamik keine Rolle spielen, werden Instabilitäten mitτ > τmax = 104 d
(≈ 27 a!) im Folgenden nicht weiter betrachtet.

Dies gilt jedoch nicht f̈ur die scharf begrenzten Resonanzen, die die Plateaus durchzie-
hen und dabei deutlicḧubertreffen; ihre Anwachszeiten von103 . . . 104 d sind allerdings
im Vergleich zur Rotationsperiode immer noch sehr lang. Sie illustrieren sehr deutlich
die Auswirkungen des Doppelsterncharakters auf die Stabilitätseigenschaften, da sie ihre
Existenz der Kopplung benachbarter Partialwellen im Wellenspektrum eines Eigenmo-

7Im axialsymmetrischen Einzelsternproblem ist ein tangentialer Versatz des Flussrings indifferent, da
die resultierende Konfiguration zur ursprünglichen Gleichgewichtslagëaquivalent ist.
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ABBILDUNG 9.10: RelativeÄnderung der Anwachszeiten(τbin − τ rot)/τ rot aufgrund des Dop-
pelsterncharakters in den ursprünglich instabilen Parameterbereichen eines Einzelsterns mit Rota-
tionsabplattung. Die Niveaulinien markierenlog 10(|∆τ |/τ rot); in den roten Gebieten istτbin >
τ rot, in den blauenτbin < τ rot.

ABBILDUNG 9.11: Anwachszeiten des Instabilitätshintergrunds aufgrund des Doppelsterncha-
rakters. Zus̈atzlich zur Parker-Instabilität treten nun Instabilitätsplateausmit sehr langen An-
wachszeiten auf, die von markantenResonanzinstabiliẗaten durchzogen werden. Beiλ ' 1 . . . 2◦

findet man eine extrem schmale, kontinuierliche Instabilität, die aus numerischen Gründen (be-
schr̈ankte Aufl̈osung) als unterbrochene Linienfolge erscheint.
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ABBILDUNG 9.12: Instabiliẗaten bei
λ = 1.64◦ im Doppelsternpro-
blem. Die Anwachszeiten der Reso-
nanzinstabiliẗaten (oben, grau unter-
legt) sind gr̈oßer als die der Parker-
Instabiliẗat am rechten Rand. Sie ent-
stehen durch die resonante Wech-
selwirkung benachbarter Partialwel-
len m = 1 und 3 (Mitte) bzw.
m = 0 und 2 (unten), wenn ih-
re Frequenzen<(ω̃) näherungswei-
se gleich sind. Die punktierten Kur-
ven zeigen die Verläufe der nicht
gekoppelten Schwingungen im Ein-
zelsternproblem, gestrichelte bzw.
strichpunktierte Linien stehen für in-
stabile Eigenmodi mit=(ω̃) 6= 0.

dus verdanken. Dies wird in Abb. 9.12 deutlich, die einen Schnitt durch das Diagramm
9.11 beiλ = 1.65◦ zeigt. Das obere Diagramm gibt die Anwachszeitenτ wieder. Die
durch Kopplung neu entstandenen Instabilitäten sind grau unterlegt, am rechten Rand
setzt dieäquatornahe Parker-Instabilität ein. In den Diagrammen darunter ist der Real-
teil <(ω̃) der Eigenfrequenzen, d.h. die Schwingungsfrequenz verschiedener Eigenmodi
aufgetragen. Die punktierten bzw. strichpunktierten Kurven gelten für das Einzelsternpro-
blem, in dem jeder Wellenmodusm selbst ein Eigenmodus ist und von den benachbarten
Wellenmodim ± 2 unbeeinflusst bleibt. Die durchgezogenen bzw. gestrichelten Kurven
hingegen beschreiben den Frequenzgang der Eigenmodi im Doppelsternproblem, die sich
jeweils aus einem Spektrum von Partialwellenm,m ± 2, m ± 4, . . . zusammensetzen8.
Die gestrichelten bzw. strichpunktierten Linien markieren Feldstärkebereiche, in denen
=(ω̃) 6= 0 ist und eine Instabiliẗat vorliegt. Ẅahrend sich im Einzelsternproblem die Wel-
len mit m = 1 und 3 (mittleres Diagramm) bzw.m = 0 und 2 (unteres Diagramm)
bei allen Frequenzen voneinander unbeeinflusstüberlagern, entsteht im Doppelsternpro-
blem aufgrund der Kopplung eine Instabilität, wenn deren Schwingungsfrequenzen etwa
übereinstimmen: Durch eine Schwingung der Partialwellem mit der Frequenz<(ω̃) wer-
den auch die Partialwellenm ± 2 mit der selben Frequenz zu Schwingungen angeregt
(vgl. Abb. 9.8). Liegt<(ω̃) nahe bei einer der Eigenfrequenzen der benachbarten Par-

8Zum Problem der Klassifikation siehe die Erläuterungen in Abschn. 9.2.1 auf Seite 80.
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tialwellen, so kommt es zurResonanz, zur konstruktivenÜberlagerung und effektiven
Versẗarkung der Schwingung bzw. Welle und, wie in Abb. 9.12 gezeigt, gegebenenfalls
zu einer Instabiliẗat. Die Bedingungen, die zu einer instabilen Resonanz führen, ḧangen
von dem funktionalen Zusammenhang der Gleichgewichtsgrößen ab, der im allgemeinen
Fall nicht analytisch angegeben werden kann. Einähnliches Pḧanomen zeigt sich bei dem
analytischen Sonderfall in Abschn. 9.3. Mit Gl. (9.31) kann dort zwar eine analytische
Relation zwischen den Gleichgewichtsgrößen, der Eigenfrequenz und dem Einfluss be-
nachbarter Partialwellen angegeben werden, der funktionale Zusammenhang führt aber
lediglich zu dem Ausnahmeverhalten desm = 1-Modus und nicht zu dem Einsetzen von
Instabiliẗaten. Hier, im allgemeinen Fall, versteckt sich dieser wesentlich kompliziertere
Zusammenhang in der Determinante der Hillschen MatrixH bzw. in derÜbergangsmatrix
M (vgl. Abschn. 9.4.1).

Eigenfunktionen

EINZELSTERNPROBLEM: Zur Beschreibung der Ortsabhängigkeit einer ausgelenkten
Flussr̈ohre in einem rotierenden Einzelstern wird der Ansatz (9.15) mitξ̂0 = ξ̂ = const.
und ξ̂k = 0,∀k 6= 0 verwendet. Eine Eigenfunktion besteht aus einerÜberlagerung har-
monischer Wellen gleicher Wellenzahlm in den drei Richtungent,n undb,

ξ(φ, t) =

 ξ̂t

ξ̂n

ξ̂b

 ei(mφ+ωt) =

 |ξ̂t| eiαt

|ξ̂n|
|ξ̂b| eiαb

 ei(mφ+ωt) , (9.47)

bei denen typischerweise Phasenverschiebungen der Tangential- und Binormalenkom-
ponente,αt bzw. αb, bez̈uglich der Hauptnormalenkomponente auftreten; die Wahl der
Hauptnormalen als Bezugskomponente erfolgte dabei willkürlich und o.B.d.A. Von be-
sonderem Interesse ist die Auslenkung in der sphärisch-radialen Richtunger, da sich
die Sternschichtung in dieser Richtung am stärkstenändert. Je gr̈oßer diese Auslen-
kung ist, desto gravierender sind dieÄnderungen der Umgebungsbedingungen, die ein
Flussr̈ohrenelement erfährt, da es entweder in stabilere oder instabilere Bereiche der
Overshoot-Region bzw. Konvektionszone versetzt wird. Aufgrund der Linearisierung der
Störung hat nur die Richtung des normierten Eigenvektors bzw. die Größe einer Kom-
ponente im Vergleich zur Gesamtauslenkung physikalischen Gehalt. Die einhüllenden
Kurven in spḧarisch-radialer Richtung und entlang der Breite haben die Form:∣∣∣ξ̂r

∣∣∣2 =
∣∣∣ξ̂ · er

∣∣∣2 = sin2 λ
∣∣∣ξ̂b

∣∣∣2 + cos2 λ
∣∣∣ξ̂n

∣∣∣2 − sin 2λ
∣∣∣ξ̂b

∣∣∣ ∣∣∣ξ̂n

∣∣∣ cos αb (9.48)∣∣∣ξ̂λ

∣∣∣2 =
∣∣∣ξ̂ · eλ

∣∣∣2 = cos2 λ
∣∣∣ξ̂b

∣∣∣2 + sin2 λ
∣∣∣ξ̂n

∣∣∣2 + sin 2λ
∣∣∣ξ̂b

∣∣∣ ∣∣∣ξ̂n

∣∣∣ cos αb (9.49)

Der jeweils letzte Term in diesen beiden Gleichungen entsteht beimÜbergang vom be-
gleitenden Dreibein ins Kugelkoordinatensystem durch die Phasendifferenz zwischen
den Wellen in der Hauptnormalen- und Binormalenrichtung. Abbildung 9.13 zeigt einen
Vergleich der Amplitudenkomponenten|ξ̂r |, |ξ̂φ| und |ξ̂λ| im Kugelkoordinatensystem.
Innerhalb der Instabiliẗatsinseln bei kleinen Feldstärken erfolgt die Auslenkung̈uber-
wiegend tangential zur Sternschichtung, weshalb radiale Verschiebungen offenbar nur
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ABBILDUNG 9.13: Betr̈age der Eigenvektor-Komponenten im Kugelkoordinaten-System für
Flussr̈ohren in einem Einzelstern (inkl. Rotationsabplattung). Die relativen Beiträge zur Gesamt-
auslenkung eines Flussröhrenelements ḧangen in charakteristischer Weise von den beteiligten
Kräften ab; es gilt die Normierung|ξ̂r |2 + |ξ̂φ|2 + |ξ̂λ|2 = |ξ̂ |2 = 1. Bereiche, in denen der
jeweilige Teilbeitrag gr̈oßer als50% der Gesamtauslenkung ist, sind schwarz umrandet.

eine untergeordnete Rolle spielen. In den Bereichen der Parker-Instabilität bei ḧoheren
Feldsẗarken ist hingegen die radiale Komponente erwartungsgemäß groß, da dieser Typ
auftriebsbedingt ist und stark von derÄnderung der Umgebung (insbesondere der Su-
peradiabatiziẗat δ) abḧangt. Die Azimutalkomponente ist aufgrund der Drehimpulserhal-
tung und der daraus resultierendenÄnderung der Winkelgeschwindigkeit beim Aufstieg
generell von Bedeutung. Im Zusammenspiel mit der magnetischen Krümmungskraft be-
wirkt die Corioliskraft eine Ablenkung aufsteigender Flussröhren zu ḧoheren Breiten,
wodurch sich der Beitrag der|ξ̂λ|-Komponente im Bereich der Parker-Instabilität bei ho-
hen Feldsẗarken erkl̈art. Deren hoher Anteil in den Instabilitätsinseln begr̈undet sich dage-
gen eher durch den ‘poleward-slip’-Mechanismus, bei dem Auftriebskräfte eine geringere
Rolle spielen.

DOPPELSTERNPROBLEM: Die Auslenkung einer Flussröhre in radialer Richtung wird
durch den Ausdruck

ξr(φ, t) =
∣∣∣ξ̂r(φ)

∣∣∣ exp(−=(ω)t)︸ ︷︷ ︸
Amplitude

exp
[
i
(
mφ + arg ξ̂r(φ) + <(ω)t

)]
︸ ︷︷ ︸

Phase

(9.50)

beschrieben. Der Amplitudenfaktor umfasst die monotone Zeitabhängigkeit und der Pha-
senfaktor die oszillatorische, d.h. die Wellennatur der Instabilität mit der Ausbreitungsge-
schwindigkeitvp.

Mit dem Ansatz (9.15) erḧalt man f̈ur die Amplitude der Auslenkung den Ausdruck

ξ̂r(φ) =
(
er · ξ̂(φ)

)
=

∞∑
k=−∞

(
er · ξ̂k

)
eikφ =

∞∑
k=−∞

|ξ̂r ,k |ei(kφ+αk) . (9.51)

Die Betr̈age der Skalarprodukte berechnen sich nach Gl. (9.48), ihre Argumente werden
mit αk bezeichnet. Die Einḧullende der Auslenkung|ξ̂r(φ)| ist eine periodische Funk-
tion des Azimutwinkelsφ. Aufgrund der Analogie zu Gl. (9.19) können bei Dominanz
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ABBILDUNG 9.14: Azimutwinkelφmax der Maxima der radialen Enveloppe|ξ̂r (φ)|. Wegen der
Periodiziẗat ist nur der Wertebereich0 . . . π angegeben; die Werte0 und0.5 entsprechen den Punk-
ten V1,2 auf der VerbindungslinieM∗M co, der Wert0.25 dem QuadraturpunktQ1. Die (gestri-
chelt) umrahmten Gebiete sind Instabilitätsbereiche in denen die Partialwelle mit der azimutalen
Wellenzahlm = 2 dominiert.

der Partialwellêξr ,0 die Winkel der Maxima mit der Beziehung (9.20) bestimmt werden.
Abbildung 9.14 zeigt die Verteilung vonφmax als Funktion der Breiteλ und Feldsẗarke
B. Instabiliẗaten mitτ ≥ τmax = 104 d wurden dabei nicht berücksichtigt. F̈ur λ & 60◦

zeigt sich ein Ausl̈aufer eines Instabilitätsplateaus mit Anwachszeiten vonτ & 3 · 103 d.
Dabei handelt es sich um eine der oben beschriebenen Tangentialinstabilitäten, die je-
doch nur eine sehr kleine Komponente in radialer Richtung aufweisen. Im Gegensatz zu
stabilen Eigenfunktionen, deren Maxima entweder an den QuadraturpunktenQ1,2 oder an
den PunktenV1,2 liegen (vgl. Abschn. 9.3), zeigen die Maxima instabiler Eigenfunktionen
eine Phasenverschiebung bezüglich dieser Punkte, die u.a. von der dominierenden Wel-
lenzahlm abḧangt: Die Maxima der Parker-Instabilität mit m = 1 bei niedrigen Breiten
liegen meist in der N̈ahe der VerbindungspunkteV 1,2, während sie f̈ur m = 2 in der wei-
teren Umgebung der QuadraturpunkteQ1,2 lokalisiert sind. Bei der Auslenkung instabiler
Flussr̈ohren aus dem toroidalen Gleichgewicht werden in Abhängigkeit vom Parameter-
bereich und Modus demnach bestimmte Orientierungen bevorzugt.

In diesem Zusammenhang ist es wichtig, wie stark sich die Auslenkung bei verschie-
denen Orientierungen unterscheidet. Als Maß dafür dient das Minimum dernormierten
Enveloppe mit der Bedingung|ξ̂r |max = |ξ̂r(φmax)| := 1. Je kleiner das Minimum, desto
größer die Unterschiede bei der Auslenkung der Flussröhre und desto größer die Wahr-
scheinlichkeit der Bildung einer Flussröhrenschleife in der Umgebung vonφmax. Abbil-
dung 9.15 zeigt|ξ̂r |min als Funktion der GleichgewichtsparameterB undλ. Die Differenz
zwischen Maxima und Minima beträgt bei ḧoheren Feldstärken typischerweise mehrere
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ABBILDUNG 9.15: Minima |ξ̂r |min der radialen Enveloppe im Referenzfall (Normierung:
|ξ̂r |max := 1). In der Gesamtdarstellung (oben) wurden zus̈atzlich Niveaulinien eingezeichnet,
die auch in der Farbkodierung am rechten Rand markiert sind. Der markierte Bereich (punktier-
ter Rahmen) wird exemplarisch wegen seiner deutlich kleineren Werte in derunterenAbbildung
separat dargestellt. Bei der Resonanzinstabilität geht|ξ̂r |min fast bis auf Null zur̈uck. Selbst beim
Durchgang durch die Instabiliätsinsel beiλ ∼ 20◦ bewirkt die Resonanz eine Absenkung des
Minimums |ξ̂r |min. Instabiliẗaten mitτ ≥ 104 d werden als quasi-stabil eingestuft und deswegen
nicht dargestellt.
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Prozent: In mittleren Breiten. 5% und in der N̈ahe desÄquators bis zu20%. Dar̈uber
hinaus k̈onnen die Minima bei Resonanz-Instabilitäten noch erheblich kleiner werden und
fast bis auf Null zur̈uckgehen (Abb. 9.15, unten): Hier sind die Vorzugslängen sehr deut-
lich zu erkennen, da eine signifikante Auslenkung der Flussröhre nur noch in der Umge-
bung der beiden Maxima m̈oglich, bei den Minima hingegen fast vollständig unterdr̈uckt
ist. In diesen F̈allen ist die f̈ur die a priori-Näherung (9.19) notwendige Dominanz der
Partialwelleξ̂r ,0 nicht mehr gegeben. Aufgrund der Resonanz haben zwei der gekoppel-
ten Partialwellen vergleichbare Amplituden und bilden dadurch (näherungsweise) eine
stehende Welle, die zu diesem gravierenden Unterschied im Stabilitätsverhalten f̈uhrt.
Dieser Effekt ist vermutlich nicht von großer praktischer Bedeutung, da er nur in einem
eng begrenzten Parameterbereich auftritt, in dem die Anwachszeiten mehrere tausend Ta-
ge betragen.

In Abb. 9.16 werden zum besseren Vergleich die Einhüllenden|ξ̂r(φ)| für instabi-
le Eigenmodi mitτ ≤ 1000 d bei verschiedenen Breiten gezeigt; zu beachten sind die
wechselnden Wertebereiche der dargestellten Intervalle. Diese Kurven wurden mit der al-
ternativen Integrationsmethode (vgl. Abschn. 9.4.1) berechnet. Für λ ≥ 15◦ treten nur
Eigenmodi mitm = 2 auf, deren Enveloppe lediglich um wenige Prozent mit dem Azi-
mutwinkel φ variiert. Die m = 1-Modi haben ihre Maxima vergleichsweise dicht bei
den PunktenV1,2. Bei denm = 2-Modi zeigt sich hingegen eine breitenabhängige Ver-
schiebung der Maxima in einem weiten Bereich um die Quadraturpunkte. Typischerweise
nimmt der Wert des Enveloppe-Minimums mit wachsender Feldstärke zu, d.h. die Orts-
abḧangigkeit der Auslenkung ist bei höheren Feldstärken geringer als bei kleinen. Wie
z.B. Spruit & van Ballegooijen (1982) oder Ferriz-Mas & Schüssler (1993, 1995) gezeigt
haben, geht f̈ur β � 1 die Abḧangigkeit von der Superadiabatizität δ i.Allg. in der Form

βδ ∝ δ

B2
(9.52)

in das Stabiliẗatsproblem ein. Dementsprechend nimmt der Einfluss derδ-Variation mit
wachsender FeldstärkeB ab. Abbildung 9.17 gibt in einer zur Abb. 9.16 analogen Dar-
stellung die Variation der Phasengeschwindigkeitvp(φ)/vp,0 wieder, die in Gl. (9.21)
definiert wurde. Bei niederen Breitenändert sie sich beträchtlich, bei mittleren Breiten
hingegen nur um etwa1%. Die Phasenlage ihrer Extrema spiegelt im Wesentlichen die
der Enveloppe wider.

9.4.3 Parameterabḧangigkeit

Das Doppelsternsystem wird durch die RotationsperiodeT , das Massenverhältnisq und
die Masse des HauptsternsM∗ charakterisiert, die durch das Keplergesetz (8.2) mit dem
Sternabstanda verbunden sind. F̈ur die weitere Betrachtung wird für den Hauptstern das
Modell der heutigen Sonne beibehalten. Derφ-abḧangige Beitrag der Gezeitenwirkung
ist (für r = const.) proportional zu

ε3q ∝ q

1 + q

1

T 2
−→ ∆ (ε3q)

(ε3q)
=

1

1 + q

∆q

q
− 2

∆T

T
. (9.53)
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ABBILDUNG 9.16: Verlauf der radialen Enveloppe|ξ̂r (φ)| als Funktion der L̈angeφ. Dargestellt
sind instabile Eigenmodi mitτ ≤ 103 d. Die Farbkodierung am oberen Rand kennzeichnet die
FeldsẗarkeB. V1 bezeichnet den substellaren Punkt auf der Verbindungslinie,Q1 den Quadratur-
punkt. Beiλ = 0◦ treten nurm = 1-Modi auf, abλ ≥ 15◦ nurm = 2-Modi.

ABBILDUNG 9.17: Verlauf der Phasengeschwindigkeitvp/vp,0 als Funktion der L̈angeφ. Dar-
stellungsweise und Farbkodierung wie in Abb. 9.16.
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10d 5d 3d

2d 1d 0.75d

ABBILDUNG 9.18: Anwachszeitenτ instabiler Eigenmodi als Funktion der UmlaufsdauerT . Für
alle Diagramme gilt die einheitliche Farbkodierung am oberen Rand. Die Niveaulinien entspre-
chen den Anwachszeitenτ = 1, 5, 10, 50,100, 500, 1000 (gestrichelte Linie) und5000 d. Instabi-
lit äten mitτ ≥ 104 d werden nicht dargestellt.

Ein Vergleich der Vorfaktoren zeigt, dass die relative Abhängigkeit vom Massenverhält-
nis vergleichsweise klein ist, sodass wir uns hier auf die Diskussion der Rotationsdauer
beschr̈anken k̈onnen.

Untersucht werden enge Doppelsternsysteme mit Umlaufsperioden vonT =
0.75 . . . 10 d, bei denen der Sternabstand zwischena ' 4.4 . . . 25 R� liegt (vgl. Abb. 8.2,
gestrichelte Linie). F̈ur den Entwicklungsparameter der Störungsrechnung folgtε3 =
1.2 · 10−2 . . . 6.7 · 10−5. Je k̈urzer die Rotationsdauer des Systems, desto näher ist der
Begleiter am Hauptstern und desto stärker ist die Gezeitenkraft und diëAnderung der
Sternstruktur. Auch bei sehr schneller Rotation wird immer noch davon ausgegangen,
dass die beiden Komponenten voneinander getrennt sind und der Hauptstern durch die
analytische N̈aherungsmethode in Abschn. 8.1.2 beschrieben werden kann; deren Qua-
lit ät nimmt mit fallendemT jedoch kontinuierlich ab.

Die Stabiliẗatsdiagramme in Abb. 9.18 zeigen dieÄnderung der Anwachszeiten und
die Verschiebung der Instabilitätsbereiche bei verschiedenen Rotationsperioden. Mit sin-
kender Rotationsperiode nimmt die Anwachszeit in den dargestellten Bereichen kontinu-
ierlich zu; die Niveaulinie der100 d-Instabiliẗat verschiebt sich immer weiter zu höheren
Feldsẗarken und ist im ExtremfallT = 0.75 d fast verschwunden. Dieses Verhalten ist
auf die stabilisierende Wirkung der Drehimpulserhaltung besonders bei kurzen Rotati-
onsperioden zurückzuf̈uhren, die durch die Abplattung des Sterns noch verstärkt wird,
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durch welche die formale Gleichgewichtslage der Flussröhre in etwas tiefere, stabilere
Schichten des Sterns verschoben wird. Im Einklang damit zeigt sich die Ausbildung ei-
ner Stabiliẗatsinsel bei mittleren Breiten, die sich mit wachsender Rotationsrate zu immer
höheren Feldstärken erstreckt. Die tangentiale Instabilität bei hohen Breiten verstärkt sich
mit kleiner werdendemT und erstreckt sich letztlich bis zu kleinen Feldstärken; trotz-
dem bleiben die Anwachszeiten in diesem Bereich sehr hoch. Aus qualitativer Sicht ist
insbesondere das Verhalten der Instabilitätsinseln bei kleinen Feldstärken zu bemerken.
Durch die zunehmende Ausprägung der bei langsamerer Rotation unbedeutenden Reso-
nanzinstabiliẗaten kommt es offenbar zu einer Aufteilung und einem Auseinanderlaufen
der Instabiliẗatsinseln. Eventuell handelt es sich bei dieser Erscheinung um die Aufhebung
einer Instabiliẗatsentartung, die im Einzelsternproblem aufgrund der Rotationssymmetrie
existiert hat und im Doppelsternproblem durch die Anwesenheit des Begleiters gebrochen
wird.

Die Phasenlageφmax der Maxima der Enveloppe|ξ̂r | in radialer Richtung ist in
Abb. 9.19 dargestellt. Die Werte vonφmax zeigen als Funktion der Rotationsperiode keine
großenÄnderungen und werden im wesentlichen durch den oben beschriebenen Refe-
renzfall T ref = 2 d repr̈asentiert. Die Maxima derm = 1-Modi liegen typischerweise
nahe an der VerbindungslinieM∗M co, während die derm = 2-Modi und Instabiliẗats-
inseln sichüber ein breites Intervall von0.1 . φmax . 0.4 um den Quadraturpunkt
verteilen. Im FallT = 10 d kann man in polnahen Breiten und hohen Feldstärken den
Ansatz derm = 0-Instabiliẗat (‘poleward slip’) erkennen. Erẅahnenswert ist die Ver-
schiebung der Signatur der0− 2-Resonanzinstabilität bei niedrigen Breiten und höheren
Feldsẗarken. Bei schneller Rotation liegt diese Signatur in der Nähe des̈Aquators und wird
durch diem = 1-Parkerinstabiliẗat überdeckt. Mit wachsender Rotationsdauer verschiebt
sie sich zu etwas ḧoheren Breiten und bewirkt beiT = 10 d eine deutliche Inhomoge-
nität der Phasenlageφmax bei (B, λ) ≈ (13 · 104 G, 20◦). Die Anwachszeiten im Bereich
dieser Erscheinung sind einige hundert Tage und weniger, sodass dieser Effekt für die
Flussr̈ohrendynamik durchaus von Bedeutung sein kann; der erwähnte Parameterbereich
wird hier durch die Wahl des Referenzsystems bestimmt.

Die Minimalwerte|ξ̂r |min der radialen Enveloppe, die als Maß für die Wahrschein-
lichkeit der Bildung einer Flussröhrenschleife in der N̈ahe vonφmax dienen, sind in Abb.
9.20 dargestellt. Dabei ist der Darstellungsbereich für jedes Diagramm verschieden, um
den Parameterbereich der Instabilitäten mit kleinen Anwachszeiten gut aufzulösen. Ein
Vergleich der jeweiligen Darstellungsgrenzen zeigt erwartungsgemäß die eindeutige Ab-
nahme von|ξ̂r |min mit sinkender Rotationsdauer, die den wachsenden Einfluss des Be-
gleitsterns und der Gezeitenwirkung auf das Gleichgewicht und die Stabilitätseigenschaft
widerspiegelt. Generell ist der Einfluss bei kleinen Feldstärken und insbesondere in den
Instabiliẗatsinseln und bei den Resonanzinstabilitäten am gravierendsten: Bei kürzeren
Rotationsperioden kann dort das Minimum der Enveloppe fast bis auf Null zurückgehen.
Beschr̈ankt man sich dagegen auf große Anwachsraten, so ist die Schwankung der En-
veloppe wesentlich geringer: Im günstigsten Fall etwa∼ 20%, typischerweise eher im
Bereich von∼ 2 − 5%. Dagegen sind bei einer Rotationsperioden vonT = 10 d im
Grunde keine nennenswerten Variation mehr vorhanden.
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10d 5d 3d

2d 1d 0.75d

ABBILDUNG 9.19: Phasenlageφmax der Maxima der radialen Enveloppe|ξ̂r | als Funktion der
UmlaufsdauerT . Instabiliẗaten mitτ ≥ 104 d werden nicht dargestellt.

10dDG=0.995 5dDG=0.98 3dDG=0.94

2dDG=0.90 1dDG=0.25 0.75dDG=0.05

ABBILDUNG 9.20: Minima der radialen Enveloppe|ξ̂r |min als Funktion der UmlaufsdauerT . Die
Darstellungsgrenze (DG) ist in jedem Diagramm verschieden um den Verlauf bei Instabilitäten mit
kurzen Anwachszeiten aufzulösen; f̈ur |ξ̂r |min < DG wurde|ξ̂r |min = DG gesetzt. Instabiliẗaten
mit τ ≥ 104 d werden nicht dargestellt.
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9.5 Diskussion

Die Brechung der Axialsymmetrie bezüglich der Rotationsachse durch den Begleiter
führt in einem Doppelsternsystem zu weitreichendenÄnderungen des Stabilitätsverhal-
tens magnetischer Flussringe. Die vom Begleitstern verursachte Gezeitenwirkung beein-
flusst sowohl die Gleichgewichtskonfiguration als auch die Eigenmodi, die eine Antwort
der Flussringe auf Störungen aus der umgebenden Konvektionszone darstellen.

Durch den Gezeiteneinfluss existiert entlang des ebenen Flussrings im stationären
Kräftegleichgewicht eine periodische Variation der externen und internen Größen. Diese
Variationen ḧangen im Rahmen der Näherung von der jeweiligen Skalenhöhe am Ort der
Flussr̈ohre ab. Da sich die Superadiabatizität δ in der Overshoot-Region am stärksten mit
der Tiefeändert und die Stabilitätseigenschaften empfindlich von dieser Größe abḧangen,
beeinflusst sie wesentlich die Reaktion einer Flussröhre auf Auslenkungen aus der toroi-
dalen Gleichgewichtslage. Die Abhängigkeit von der L̈angeφ wirkt sich in komplizierter
Form auf die Eigenfrequenzenω und die Eigenfunktionenξ(φ, t) aus. Dabei zeigt sich
ein deutlicher Unterschied zwischen der Wirkung der schnellen Rotation und der peri-
odischen Ortsabḧangigkeit: Ẅahrend die Rotation eine vergleichsweise deutlicheÄnde-
rung der Eigenfrequenzen hervorruft und die Struktur der Eigenfunktionen nur unwesent-
lich beeinflusst, wirkt sich der Doppelsterncharakter in erster Linie auf die Ortsabhängig-
keit der Eigenfunktionen aus, ohne die Frequenzen stark zu verändern. Die grundlegende
Änderung der Eigenmodi entsteht durch die Kopplung eines ganzen Wellenspektrums mit
den Wellenzahlenm,m ± 2, m ± 4, . . . zu einem Eigenmodus, was sich letztlich in ei-
ner periodischen Modulation der Auslenkung der Flussröhreäußert. Wegen der geringen
Kopplung tragen aber nur wenige Partialwellen zu der resultierenden Gesamtform bei.

Sowohl die Ergebnisse des analytischen Sonderfalls einer Flussröhre in derÄquatore-
bene (Abschn. 9.3) als auch die numerische Untersuchung des allgemeinen Falls (Ab-
schn. 9.4) zeigen, dass die Abweichungen der Eigenfrequenzen und -funktionen von de-
nen des Einzelsternproblems i.Allg. zwar klein sind, aber die Größenordnungen der vom
Begleitstern bewirkten, ursächlichen Sẗorung deutlicḧubertreffen. Den Extremfall bilden
die durch Kopplung zwischen benachbarten Partialwellen hervorgerufenen Resonanzin-
stabiliẗaten, die eine derart starkëAnderung der Eigenfunktionen bewirken, dass es an
den Maximaφmax und, wegen der Periodizität des Problems,φmax + π ihrer Enveloppe
zu einer sehr deutlichen Bevorzugung der Entwicklung einer Instabilität kommt.

Die Stabiliẗatsanalyse erbrachte das interessante Ergebnis, dass diese Maxima beista-
bilen Eigenmodi mit=(ω) = 0 entweder bei den PunktenV1,2 an der Verbindungslinie
oder bei den QuadraturpunktenQ1,2 in senkrechter Richtung zur Verbindungslinie liegen.
Bei instabilenEigenmodi weisen die Maxima typischerweise eine Phasenverschiebung
bez̈uglich dieser Punkte auf, sodass generell jede Länge0 ≤ φmax < π möglich ist. Dabei
hängt die Orientierung der Maxima in komplizierter Weise von den Gleichgewichtspara-
meternλ undB sowie dem dominierenden Wellenmodusm ab. Die Maxima der̈aqua-
tornahenm = 1-Instabiliẗaten sind beispielsweise dicht beiV1,2 um die Verbindungslinie
gruppiert, die derm = 2-Instabiliẗaten bei mittleren Breiten̈uberdecken hingegen ein
breiteres Intervall um die Quadraturpunkte. Das sich ergebende Bild ist in Abb. 9.21 zu-
sammenfassend dargestellt: Im Einzelsternproblem ist die Enveloppe einer Eigenfunktion
grunds̈atzlich kreisf̈ormig, im Doppelsternproblem hingegen deformiert.
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|ξx(ϕ)|^

ABBILDUNG 9.21: Schematische Darstellung einer instabilen Flussröhre im Einzelstern (links)
bzw. Doppelstern (rechts). In der Mitte sind zwei stabile Flussröhren in einem Doppelstern darge-
stellt, deren Enveloppemaxima entweder an den QuadraturpunktenQ1,2 (oben) oder an der Ver-
bindungslinie beiV1,2 (unten) liegen. Bei der instabilen Flussröhre rechts haben die Maxima eine
Phasenverschiebung bezüglich dieser Punkte.

Zur Beurteilung der ortsabhängigen Entstehungswahrscheinlichkeit von aufsteigen-
den Flussr̈ohrenschleifen dient die Variation zwischen Enveloppe-Maximum und -
Minimum. Dies beruht auf der̈Uberlegung, dass die Segmente der Flussröhre bei dem
Einsetzen der Instabilität bevorzugt werden, bei denen die Auslenkung in Richtung der
Konvektionszone am größten ist. Die Enveloppe bestimmt die Maximalauslenkung beim
Phasendurchgang eines Wellenberges, und da diese bei den Längenφmax etwas gr̈oßer ist
als bei den Minima ist auch hier die Wahrscheinlichkeit eines Aufstiegs etwas größer. Da
es sich dabei grundsätzlich um einestatistischeAussage handelt, ist es nicht möglich den
Entstehungsort von aufsteigenden Schleifen einerindividuellenFlussr̈ohre zu bestimmen.
Die Tendenz zum Ausbruch bei den Vorzugslängen macht sich erst bei der Betrachtung
eines ausreichend großen Ensembles von vergleichbaren Flussröhrenüber einen l̈angeren
Zeitraum hinweg bemerkbar. Dies setzt voraus, dass sich die Umgebungsbedingungen,
z.B. die Art und Sẗarke derüberschießenden Gaspakete aus der Konvektionszone als po-
tenzielle Ursache der Gleichgewichtsstörungen, nicht wesentlicḧandern und sowohl im
zeitlichen als auch räumlichen Mittel konstant sind. Diese Annahme schließt gegenwärtig
die Beschreibung zeitabhängiger Pḧanomene, wie z.B. die Migration von Vorzugslängen,
im Rahmen dieses Modells aus.

Im Falle von engen Doppelsternsystemen mit Rotationsdauern von wenigen Tagen
kann das Enveloppe-Minimum von auftriebsbedingten Instabilitäten um bis zu20% klei-
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ner als das Maximum sein. Aus Sicht der linearen Stabilitätsanalyse existieren somit
tats̈achlich Vorzugsl̈angen bei der Bildung von instabilen, aufsteigenden Flussröhrenseg-
menten, wobei die Orientierung und Ausprägung der Bevorzugung vom jeweiligen Pa-
rameterbereich(B, λ) der Gleichgewichtskonfiguration abhängt. Und wie die Parameter-
studie in Abschn. 9.4.3 zeigt, ist die Rotationsperiode vonT . 5 . . . 10 d für das Ein-
setzen von ausgeprägten Vorzugsl̈angen konsistent mit den Beobachtungen. Instabilitäten
bei kleineren Feldstärken und insbesondere Resonanzinstabilitäten weisen dabei die aus-
gepr̈agtesten Vorzugslängen auf. Allerdings sind deren Anwachszeiten ein Vielfaches von
dem was fr̈uhere Arbeiten im Fall der Sonne erwarten lassen würden. Jedoch in Hinblick
auf die Tatsache, dass es sich bei den beobachteten Vorzugslängen an der Oberfläche akti-
ver Doppelsterne um ein vergleichsweise schwach ausgeprägtes Pḧanomen handelt, kann
der Einfluss solcher Sekundäreffekte a priori nicht ausgeschlossen werden.

Vorzugsl̈angen bei der Entstehung aufsteigender Flussschleifen am unteren Rand der
Konvektionszone entsprechen nicht notwendigerweise denen, die man an der Oberfläche
eines aktiven Sterns beobachtet. Es ist a priori auch nicht zu erwarten, dass diese in ei-
nem einfachen Zusammenhang stehen, da Flussröhren ẅahrend ihres Aufstiegs weiterhin
dem l̈angenabḧangigen Gezeiteneinfluss unterliegen. Die lineare Analyse zeigt lediglich
an, wie, wo und in welchem Ausmaß sich der Doppelsterncharakter auf das Stabilitäts-
verhalten magnetischer Flussröhren in der Overshoot-Region auswirkt9. Die Bestimmung
der Ausbruchsregionen an der Sternoberfläche ist Gegenstand der nicht-linearen Entwick-
lungssimulationen in Kap. 10.

9Würde die Flussr̈ohren-Entwicklung durch die gesamte Konvektionszone streng linear verlaufen, so
würde die Orientierung der Enveloppe-Maxima die Lage von Vorzugslängen auch an der Oberfläche anzei-
gen.
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Kapitel 10

Simulationen

10.1 Verfahren

10.1.1 Implementierung des Doppelsterncharakters

Die Erweiterung des Flussröhren-Codes auf Doppelsterne umfasst die vom Begleit-
stern hervorgerufene Gezeitenkraftgtide sowie die aus ihr resultierende Deformation des
Sternk̈orpers. Die Gezeitenbeschleunigung hat die Form

gtide = g∗(r)σqε3 [3 (er · ea) ea − er] +O
(
ε4
)

. (10.1)

Die Gravitationsbeschleunigungg∗(r) wird einem tabellarisierten Sternmodell entnom-
men, die Gr̈oßenε, q, σ, er undea wurden in Abschn. 8.1.1 definiert. Zusammen mit der
Zentrifugalbeschleunigung ergibt sich daraus die in Gl. (8.13) angegebene effektive Gra-
vitationgeff .

In dem verwendeten numerischen Verfahren wird die Sternschichtung am Ort eines
Massenelements der Flussröhre anhand dessen Abstands vom Sternmittelpunkt aus ei-
nem spḧarisch-symmetrischen Sternmodell bestimmt. Bei der Untersuchung des Doppel-
sternproblems wird nun für jedes dieser Massenelemente am jeweiligen Ort die geome-
trische Abweichung der̈Aquipotenzialfl̈ache von der Kugelform mittels der Radiuskor-
rekturδr(r, φ, λ) nach Gl. (8.22) berechnet und bei der anschließenden Bestimmung der
externen Schichtung aus dem tabellarisierten Modell berücksichtigt. Bei dieser Methode
umgeht man, im Gegensatz zur Gl. (8.19), die Berechnung der Skalenhöhen entlang der
Flussr̈ohre und die Limitierung (8.28) der N̈aherung. Vor der Berechnung vonδr erfolgt
die Bestimmung des Faktorsσ = M∗/M(r) unter der Annahme einer kugelsymmetri-
schen Massenverteilung. Für das im Referenzfall verwendete Sternmodell (der heutigen
Sonne) gilt innerhalb der Konvektionszone in guter Näherungσ ' 1 (vgl. Abb. 8.4).

10.1.2 Ausgangssituation in der Overshoot-Region

Ausgangspunkt der nicht-linearen Rechnungen sind toroidale isentrope Flussröhren in der
Mitte der Overshoot-Region am unteren Rand der Konvektionszone (vgl. Tab. 9.1). Da
die in Abschn. 9.1 beschriebene Entropievariation des analytischen Gleichgewichts ver-
nachl̈assigbar ist, k̈onnen die Ergebnisse der linearen Stabilitätsanalyse aus Abschn. 9.4

109
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ABBILDUNG 10.1: Schematische Darstellung
der Sẗorung einer toroidalen Flussröhre (gestri-
chelte Linie) mittels einer Superposition har-
monischer Wellen der azimutalen Wellenzah-
len m = 1 . . . 5 (durchgezogene Linie). Durch
phasengleichëUberlagerung entsteht eine Lo-
kalisierung der Sẗorung um den Phasenwinkel
φs, die spezifische Störungsl̈ange. Die Rich-
tung zum Begleitstern beiφ = 0 wird durch
den zentralen Pfeil verdeutlicht.

als Anhaltspunkt f̈ur die Anwachszeiten und die Wahl des zu untersuchenden Parameter-
bereichs(B, λ) verwendet werden. F̈ur die Startkonfigurationen, im Weiteren mit dem In-
dex ‘s’ gekennzeichnet, werden magnetische Feldstärken im BereichBs = 7 . . . 20·104 G
geẅahlt. Die kurzen Anwachszeiten in diesem Intervall lassen erwarten, dass dem Dy-
namoprozess nicht genügend Zeit bleibt um Magnetfelder noch auf wesentlich höhere
Feldsẗarken zu versẗarken, bevor die Flussröhren ausbrechen. Die Stabilitätsanalyse ergab
zwar bei mittleren Breiten (zwischenλs = 30 . . . 45◦) eine Stabiliẗatsinsel, welche die
Speicherung̈uber lange Zeitr̈aume auch bei hohen Feldstärken zu erm̈oglichen scheint.
Wie die Simulationen aber zeigen, kommt es aufgrund einer zusätzlichen Instabiliẗat, die
im Rahmen der linearen Analyse nicht berücksichtigt werden kann, hier dennoch zu Aus-
brüchen auf vergleichsweise kurzen Zeitskalen. Auf diese durch Reibungseffekte aus-
gelöste Instabiliẗat wird in Kap. 14 genauer eingegangen.

Das Ziel der Simulationen ist die Untersuchung des Einflusses eines Begleitsterns auf
die Oberfl̈achenverteilung ausbrechender Flussröhren. Ẅahrend diese im Einzelsternpro-
blem aufgrund der Rotationssymmetrie nur eine Funktion der Breiteλ ist, wird in einem
Doppelstern durch die ausgezeichnete Richtung zum Begleiter eine Abhängigkeit von
der Längeφ in das Problem eingeführt. Diesem azimutalen Freiheitsgrad muss auch in
der Ausgangssituation innerhalb der Overshoot-Region Rechnung getragen werden. In
den Simulationen geschieht dies mittels der azimutalen Verschiebung einer lokalisierten
Störung der toroidalen Flussröhre um den Stern. Die Anregung einer Instabilität erfolgt
durch die Superposition harmonischer Wellen der azimutalen Wellenzahlenm = 1 . . . 5
und Amplituden von etwa0.01 Hp. PhasengleichëUberlagerung bewirkt eine Lokalisie-
rung der Auslenkung in einer Umgebung der spezifischenSẗorungsl̈angeφs (Abb. 10.1);
als physikalischer Hintergrund für diesen Ansatz diene das Bild der Auslenkung auf-
grund eines aus der Konvektionszoneüberschießenden Gaselements. Um den Einfluss
des Begleiters auf die Flussröhrenentwicklung ad̈aquat aufzul̈osen, ist ein gutes Abtasten
der Längenabḧangigkeit notwendig. Dies geschieht mittels20 Rechnungen aufsteigender
Flussr̈ohren, deren Störungszentren sukzessive um jeweils∆φs = 9◦ verschoben werden1.

1Wegen der azimutalenπ-Periodiziẗat des Doppelsternproblems wird grundsätzlich nur das L̈angenin-
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Das Abtasten der Breitenabhängigkeit erfolgt in Schritten von5◦ zwischen den Startbrei-
tenλs = 0 . . . 80◦. Um den ortsabḧangigen Einfluss des Begleitsterns zu analysieren wer-
den somit pro FeldstärkewertBs insgesamt20 × 17 = 340 Flussr̈ohren betrachtet, von
denen jede ein9◦ × 5◦ großes Winkelareal repräsentiert.

Das oben beschriebene Winkelraster repräsentiert eine umfassende Abdeckung mögli-
cher Sẗorungsorte magnetischer Flussröhren in der Overshoot-Region. Die nicht-linearen
Rechnungen verfolgen deren Aufstieg zur Oberfläche (sofern sie durch die Störung in-
stabil werden) und entsprechen derAbbildungeiner gleichm̈aßigen Ausgangsverteilung
von Flussr̈ohren und Sẗorungen am unteren Rand der Konvektionszone auf die Ober-
fläche. Diese entspricht aber nicht notwendigerweise den zu erwartenden beobachtba-
ren Fleckenverteilungen. Dazu wären zus̈atzliche Angaben̈uber die tats̈achliche Situation
in der Overshoot-Region notwendig, wie z.B. die Kenntnis, bei welcher Breite wieviele
Flussr̈ohren mit welchen Feldstärken vorhanden sind. Derartige Verteilungen und Eigen-
schaften werden u.a. vom zugrundeliegenden Dynamomechanismus bestimmt und könn-
ten anhand entsprechender Theorien vorhergesagt werden. Im Weiteren wird keine An-
nahme bez̈uglich der r̈aumlichen oder zeitlichen Verteilung magnetischer Flussröhren in
der Overshoot-Region gemacht, sondern grundsätzlich davon ausgegangen, dass jede der
untersuchten Parameterkonfigurationen eine potenzielle Ausgangssituation darstellt. In
diesem Sinne liefert die Abbildung der Ausgangsverteilung auf die Oberfläche Hinweise
auf zu erwartende Ausbruchsorte,falls entsprechende Flussringe in der Overshoot-Region
vorhanden sind.

10.2 Ergebnisse im Referenzfall

Die Rechnungen simulieren die Entwicklung magnetischer Flussröhrenüber einen Zeit-
raum von maximal109 s (≈ 32 yr) nach Sẗorung der toroidalen Ausgangskonfiguration.
Flussr̈ohren, die innerhalb dieses Zeitraums nicht an der Oberfläche ausbrechen, werden
in den Verteilungsfunktionen nicht berücksichtigt. Gr̈oßen, die sich auf den Ausbruch
beziehen, werden mit dem Index ‘a’ gekennzeichnet.

10.2.1 Ausbruchszeiten

Die Abhängigkeit der Ausbruchszeitta von der Startbreiteλs und AnfangsfeldsẗarkeBs

spiegelt in groben Z̈ugen die Eigenschaften der Instabilitäten am unteren Rand der Kon-
vektionszone wider (Abb. 10.2). Im Bereich der Parker-Instabilitäten liegen sie typischer-
weise bei wenigen Jahren, in der Nähe der Instabiliẗatsgrenzen sind sie erwartungsgemäß
etwas gr̈oßer. Zu ḧoheren Feldstärken hin nimmtta aufgrund des stärkeren magnetischen
Auftriebs deutlich ab. Simulationen in den Instabilitätsinseln beiBs ' 6 · 104 G und
λs ' 20◦ ergeben Ausbruchszeiten in der Größenordnung von mehreren hundert Jah-
ren; weitere Untersuchung in diesem Gebiet sind wenig sinnvoll. Darüber hinaus erge-
ben sich einige Besonderheiten, die aus der linearen Stabilitätsanalyse nicht ersichtlich
sind. In einzelnen Bereichen kommt es zu Ausbrüchen, obwohl die lineare Analyse in

tervallφs = 0 . . . 180◦ untersucht.
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ABBILDUNG 10.2: Ausbruchszeitenta (in Jahren). Die Positionen im Diagramm beziehen sich
auf die Ausgangskonfiguration am unteren Rand der Konvektionszone und stellen keine Brei-
tenverteilung an der Oberfläche dar. Bereiche der Parker-Instabilität sind grau unterlegt (dunkel:
azimutale Wellenzahlm = 1, hell: m = 2).

Abschn. 9.4 dort Quasi-Stabilität (mit Anwachszeiten von etlichen104 d voraussagt), bei-
spielsweise in der Stabilitätsinsel bei mittleren Breiten und hohen Feldstärken oder in
dem schmalen Bereich oberhalb60◦ Breite. Die Ausbruchszeiten sind hier zumüberwie-
genden Teil so kurz, dass sie im Widerspruch zu den sehr langen Anwachszeitenτ stehen
und daher nicht durch die Doppelstern-typischen Instabilitätsplateaus hervorgerufen wer-
den (siehe Abschn. 10.3). Eine eingehendere Untersuchung dieser Erscheinung führte auf
die Entdeckung einer durch Reibung ausgelösten Instabiliẗat, deren Ursache im aerodyna-
mischen Widerstand einer sich relativ zum umgebenden Medium bewegenden Flussröhre
liegt. Der qualitative Verlauf ihrer Anwachszeiten (Abb. 13.1) ist konsistent mit den hier
auftretenden Ausbruchszeiten.

Der Aufstieg magnetischer Flussröhren erfolgt nicht immer kontinuierlich. Bei
Flussr̈ohren mit Startbreitenλs = 15 . . . 35◦, die oberhalbBs & 15 · 104 G instabil wer-
den, kommt die Aufẅartsbewegung im unteren Teil der Konvektionszone oft zeitweise
zum Erliegen und setzt sich erst nach einigen hundert Tagen wieder fort. Die resultierende
zeitliche Verz̈ogerung ist in Abb. 10.2 zu erkennen. Obwohl die linearen Anwachszeiten
in der N̈ahe des̈Aquators mit denen der bei etwas höheren Breiten liegenden Flussröhren
vergleichbar sind, ergeben sich für deren Ausbr̈uche deutlich l̈angere Zeitenta. Der ge-
naue Grund f̈ur dieses Verhalten ist unklar.

10.2.2 Breitenverteilungen

Während bei der Sonne dunkle Flecken nur in einemäquatorialen Band von±35◦ Brei-
te zu beobachten sind, zeigen schnell rotierende Sterne typischerweise auch Flecken bei
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ABBILDUNG 10.3: Polẅartige Ablenkung(λa− λs) ausbrechender Flussröhren als Funktion der
Startbreiteλs in der Overshoot-Region. Die Symbole markieren verschiedene Feldstärken; bei
Bs = 9·104 G erfolgt nur f̈ur Flussr̈ohren mit mittleren Startbreiten ein Ausbruch (vgl. Abb. 10.2).
Angegeben werden̈uber alle Sẗorungsl̈angenφs gemittelte Werte.

mittleren und polaren Breiten. Diese Erscheinung wird im Rahmen des Flussröhrenmo-
dells durch die polẅarts gerichtete Ablenkung aufsteigender Flussröhren aufgrund der
Corioliskraft erkl̈art (Scḧussler & Solanki 1992). Abbildung 10.3 zeigt die polwärtige
Verschiebung der Ausbruchsbreiteλa als Funktion der Startbreiteλs für verschiedene
FeldsẗarkenBs. Bei niedrigen Startbreiten(λs . 30◦) ist die Ablenkung am gravierend-
sten, sodass in schnellen Rotatorenäquatornahe Breiten weitgehend fleckenfrei sein soll-
ten. Dies steht jedoch im Widerspruch zu Beobachtungen, bei denen z.T. auch bei niede-
ren Breiten Flecken gefunden werden. Deren Existenz ist im Rahmen des Flussröhren-
modells nur mittels Transport durch Oberflächenstr̈omungen zu erklären. Die Ablenkung
nimmt mit der Startbreite deutlich ab. In mittleren Breiten beträgt sie nur noch weni-
ge Grad und bei ḧoheren Breiten und am Pol tritt praktisch gar keine Ablenkung mehr
auf. Oberhalb60◦ scheinen Flussröhren ungef̈ahr bei den Breiten auszubrechen die ih-
ren urspr̈unglichen Startbreiten innerhalb der Overshoot-Region entsprechen. Dies würde
bedeuten, dass polare Flecken durch einen Dynamomechanismus bei sehr hohen Breiten
erzeugt werden. Da bei den Simulationen jedoch keine meridionale Strömungen inner-
halb der Konvektionszone berücksichtigt wurden, ist nicht auszuschließen, dass Flecken
möglicherweise bei niedrigeren Breiten ausbrechen und erst danach Richtung Pol driften;
diese M̈oglichkeit wird auch von Schrijver & Title (2001) in Betracht gezogen. Insbe-
sondere bei kleinen Breiten nimmt die Ablenkung mit wachsender Feldstärke ab, da der
größere magnetische Auftrieb den Aufstieg in sphärisch-radialer Richtung stärker voran-
treibt.
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10.2.3 L̈angenverteilungen

Zur Analyse des Einflusses des Begleitsterns

Abbildung 10.4 zeigt exemplarische Längenverteilungen von Ausbruchsortenφa als
Funktion der Sẗorungsl̈angeφs; die F̈alle unterscheiden sich in den Startparametern
(Bs, λs). Generell bricht eine Flussröhre wegen des Wellencharakters der anfänglichen
Instabiliẗat und der asymmetrischen Entwicklung in den beiden Flanken der aufsteigen-
den Schleife nicht bei der Störungsl̈angeφs, sondern bei einer anderen Längeφa aus.
Verschiebt man in einem Einzelstern die Störungsl̈ange um∆φs, so wird die Entwick-
lung wegen der Axialsymmetrie des Sterns nur zu einer entsprechenden Verschiebung
∆φa = ∆φs des Ausbruchsorts führen. Dieser einfache Sachverhalt wird in Abb. 10.4
durch gepunktete Linien veranschaulicht. In einem deformierten Doppelstern existieren
hingegen l̈angenabḧangige Umgebungsbedingungen und Gezeitenkräfte, welche die Ent-
wicklung der Flussr̈ohre ẅahrend des Aufstiegs beeinflussen und sich bis zur Oberfläche
zu einer vonφs abḧangigen Verschiebung des Ausbruchsortes aufsummieren. Die Aus-
bruchsl̈angenφa, in Abb. 10.4 durch Kreuze gekennzeichnet, weichen folglich von de-
nen des entsprechenden Einzelsternproblems ab. Die Stetigkeit und Periodizität der nicht-
linearen Funktionφa(φs) erlaubt die Interpolation weiterer Ausbruchslängen und deren
anschließende Zusammenfassung in einem Histogramm. Diese Verteilungsfunktion gibt
Hinweise auf die Existenz und Lage vonHäufungspunkten, die anzeigen, ob und bei wel-
chen L̈angen Flussr̈ohren vermehrt die Oberfläche erreichen. Im oberen Diagramm der
Abb. 10.4 ist die Abweichung vom linearen Verlauf eines Einzelsterns gering, weshalb
die resultierende Verteilung nur eine eher unauffällige Verringerung von Ausbrüchen in
der Umgebung der Quadraturpunkte und eine entsprechend schwache Erhöhung um die
Verbindungslinie zeigt. Im mittleren Diagramm ist die Abweichung deutlich stärker und
bewirkt einen sehr ausgeprägten Ḧaufungspunkt am Quadraturpunkt. Im unten darge-
stellten Fall ergeben sich hingegen zwei Häufungspunkte, die ein Intervall bevorzugter
Ausbruchsl̈angen von einem trennen, welches offenbar gemieden wird. Der Verlauf von
φa(φs) ist nicht bei allen Ausgangskonfigurationen stetig und die daraus resultierenden
Verteilungsfunktionen so klar strukturiert wie in Abb. 10.4; auf diese Sonderfälle wird
weiter unten in Abschn. 10.2.4 genauer eingegangen.

Mittlere Startbreiten ( λs = 30 . . . 60◦)

Am auffälligsten zeigt sich die Wirkung des Begleitsterns bei Flussröhren mit mittleren
Startbreiten, die aufgrund der Parker-Instabilität mit azimutaler Wellenzahlm = 2 aus-
brechen (Abb. 10.5). Hier findet man für alle Ausgangskonfigurationen Vorzugslängen,
die einesystematischeAbhängigkeit von der FeldstärkeBs und Breiteλs erkennen las-
sen. Ihre Auspr̈agung nimmt zu ḧoheren Startbreiten hin deutlich ab. Am markantesten
sind sie beiλs = 35 . . . 40◦, wo ein Großteil aller Flussröhren innerhalb L̈angenintervallen
von etwa20 . . . 30◦ ausbricht. Teilweise treten so starke Konzentrationen auf, dassüber
ein Drittel — in Einzelf̈allen sogar fast die Ḧalfte — aller Flussr̈ohren innerhalb eines nur
9◦ umfassenden L̈angenintervalls lokalisiert sind. Zu höheren Startbreiten hin weichen
diese lokalisierten Vorzugslängen zusehends auf und nehmen ein größeres Intervall ein,
wobei die Ḧaufungen aber nach wie vor signifikant sind.
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ABBILDUNG 10.4: Beispiele f̈ur Verteilungen von Ausbruchslängen φa als Funktion der
Störungsl̈angeφs. Kreuze markieren gerechnete Flussröhrenentwicklungen, durchgezogene Li-
nien den interpolierten, nicht-linearen Verlaufφa(φs) beim Doppelsternproblem und gepunkte-
te Linien den linearen Verlauf des trivialen Einzelsternproblems. Relevant ist nur die gestrichelt
umrandete Zone, die umliegenden Bereiche sind periodische Fortsetzungen dieses Gebiets. Das
grau unterlegte Histogramm gibt die normierte Verteilung der Ausbruchslängen in9◦ breitenφa-
Intervallen wieder (es gelten die Zahlenwerte auf der Abszisse).
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ABBILDUNG 10.5: L̈angenverteilungen ausbrechender Flussröhren mit mittleren Startbreiten
λs = 30 . . . 60◦. Die Farbkodierung am oberen Rand gibt den Anteil aller bei einer(Bs, λs)-
Konfiguration startenden Flussröhren an, die im jeweiligen9◦ umfassendenφa-Intervall ausbre-
chen; die bei jeder Konfiguration angegebene Zahl den entsprechenden maximalen Prozentwert.
Schwarze, vertikale Linien markieren die Grenze zwischen Parker- und Strömungsinstabiliẗat. Die
Verteilungen beiλs = 30 . . . 35◦ undBs & 17 · 104 G geḧoren zu den Sonderfällen.
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Eine wichtige Frage ist die nach der Phasenlage von Vorzugslängen in Bezug auf den
Begleitstern beiφ = 0. Anhand Abb. 10.5 ist zu erkennen, dass grundsätzlichalle Orien-
tierungenφa, in Abhängigkeit von der Ausgangskonfiguration(Bs, λs) in der Overshoot-
Region in Frage kommen können . F̈ur Feldsẗarken etwas oberhalb der Instabilitätsgrenze
tritt typischerweise zuerst eine Verschiebung der Häufungspunkte zu kleineren Längen
φa auf, d.h. entgegen dem Rotationssinn des Sterns. Bei höheren Feldstärken kehrt sich
dieser Trend i.Allg. um und die Verschiebung erfolgt mit zunehmender Feldstärke im Ro-
tationssinn. Die Ausprägung dieses Verhaltens ist deutlich breitenabhängig. Bei niedrigen
Startbreiten wandern Ḧaufungspunkte bereits bei einerÄnderung von∆Bs ∼ 5 ·103 G et-
wa um die halbe Hemisphäre, ẅahrend bei ḧoheren Breiten die Magnetfeldabhängigkeit
wesentlich kleiner ist und für λs = 60◦ praktisch verschwindet; bei diesen Startbreiten
scheinen Vorzugslängen am ehesten bezüglich der Lage des Begleitsterns fixiert zu sein.
Die Verschiebung ḧangt offenbar mit der Ausprägung der Ḧaufungspunkte zusammen:
Die markantesten beiλs = 35 . . . 45◦ zeigen eine empfindliche Abhängigkeit ihrer Ori-
entierung von der Feldstärke, die schẅacheren beiλs ' 60◦ dagegen nur eine minimale,
wennüberhaupt.

Aufgrund der Str̈omungsinstabiliẗat brechen Flussröhren auch in Bereichen aus, die
hinsichtlich der Parker-Instabilität stabil sind, wie z.B. f̈ur Bs & 16 · 104 G bei40 . . . 45◦

Startbreite. Deren Verteilungsfunktionen unterscheiden sich qualitativ deutlich von de-
nen benachbarter ‘Parker-instabilen’ Ausgangskonfigurationen. Sie werdenüberwiegend
von ausgedehnten Vorzugsintervallen dominiert, bei denen weniger die Bevorzugung als
vielmehr die Meidung bestimmter Längen auff̈allt. Eineübergeordnete Systematik ihrer
Orientierungen ist aus den wenigen Fällen jedoch nicht zu erkennen.

Hohe Startbreiten (λs = 65 . . . 80◦)

Im Parameterbereich der Parker-Instabilität mit m = 1 sind bei der ḧochsten untersuch-
ten Startbreiteλs = 80◦ in den L̈angenverteilungen keine Häufungspunkte zu erkennen
(Abb. 10.6). In darunterliegenden Breiten, im Bereich der Strömungsinstabiliẗat, zeigen
sich besonders bei kleineren Feldstärken markante Vorzugslängen und -intervalle, die sich
aber mit wachsendemBs rasch zur̈uckbilden. F̈ur λs = 70◦ und75◦ findet man deutliche
Häufungspunkte, in denen innerhalb9◦ breiter L̈angenintervalle teilweisëuber20% aller
bei dieser Breite ausbrechenden Flussröhren konzentriert sind. Bei65◦ zeigen die Vertei-
lungsfunktionen einen deutlichen̈Ubergang von schẅacher ausgeprägten Vorzugsl̈angen
(bei hohen Feldstärken)über eine sehr stark lokalisierte (bei mittleren) hin zu Vorzugs-
intervallen; dieser kontinuierliche Verlauf ist vergleichbar mit den in Abb. 10.4 von oben
nach unten aufgeführten F̈allen. In diesen ḧoheren Breiten scheint die Orientierung von
Vorzugsl̈angen ohnëubergeordneter Systematik zu sein. Für 75◦ Startbreite wird zwar die
Umgebung der Quadraturpunkte etwas bevorzugt, für λs = 65◦ und70◦ sind die Vertei-
lungen aber wesentlich uneinheitlicher.

Niedere Startbreiten (λ = 0 . . . 30◦)

Die Längenverteilungen̈aquatorialer Startbreiten (λs ≤ 10◦) zeigen kaum nennenswerte
Häufungspunkte. Lediglich bei vom̈Aquator startenden Flussröhren geringer Feldstärke
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ABBILDUNG 10.6: L̈angenverteilungen ausbrechender Flussröhren bei hohen Startbreiten (λs =
65 . . . 75◦). Lediglich beiλs = 80◦ ist die Ausbruchsursache die Parker-Instabilität mit Wellenzahl
m = 1, ansonsten die Strömungsinstabiliẗat.

(Bs ' 10.5 · 104 G) und solchen am oberen Ende des untersuchten Magnetfeldintervalls
scheinen einige L̈angenbereiche hervorzutreten. Flussröhren mit Startbreiten zwischen
15 . . . 25◦ werden erst f̈ur FeldsẗarkenBs & 15·104 G instabil und beginnen ihren Aufstieg
dann aufgrund der Parker-Instabilität mit der Wellenzahlm = 2. In diesem speziellen
Parameterbereich sind fast alle Ausbruchsverteilungen uneinheitlich.

10.2.4 Zur Entstehung von Vorzugsl̈angen und Sonderf̈allen

Die Modifikation der Flussr̈ohrenentwicklung durch den Begleitstern ist grundsätzlich
ein kumulativer Effekt, der sich von der Overshoot-Regionüber die gesamte Konvekti-
onszone bis zur Oberfläche erstreckt.Markante Vorzugslängenentstehen dabei fast aus-
schließlich bei Flussröhren die mit azimutaler Wellenzahlm = 2 aufsteigen. Im Gegen-
zug zeigen Flussröhren der Wellenzahlm = 1 meist keine Anzeichen einer inhomogenen
Längenverteilung. Störungen der Wellenzahlm = 2 reagieren wegen der Kongruenz zur
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ABBILDUNG 10.7: Vergleich von Aufstiegstrajektorien in einem regulären Fall (links) und ei-
nem Sonderfall (rechts). In beiden F̈allen wurde von den25 berechneten Trajektorien jeweils
die anf̈angliche Verschiebungenφs abgezogen, sodass alle Kurven vom selben Punkt in der
Overshoot-Region ausgehen. Das im regulären Fall kontinuierliche bzw. im Sonderfall irreguläre
Auseinanderdriften der Trajektorien mit zunehmendem Radiusr geht auf den kumulativen Ein-
fluss des Begleitsterns zurück.

azimutalenπ-Periodiziẗat der urs̈achlichen Variation des Doppelsternproblems besonders
empfindlich und nachhaltig auf die Präsenz des Begleitsterns. Diese Resonanz ist vermut-
lich der Hauptgrund f̈ur das Auftreten der — im Verḧaltnis zum Einfluss der formalen
GrößenordnungO(ε3) . 10−3 — stark ausgeprägten Vorzugsl̈angen.

Aus den Simulationen ergeben sich aber nicht immer kontinuierliche Funktionen
φa(φs) wie in Abb. 10.4. F̈ur einige Ausgangskonfigurationen(Bs, λs) existieren z.B. nur
stückweise stetige Verläufe, die durch Sprünge voneinander getrennt sind, andere zeigen
mehrmalige, willk̈urliche Wechsel zwischen verschiedenen Verläufen und wieder andere
nur noch unsystematische Verteilungen, die keine Anzeichen der ursprünglich stetigen
Verschiebungen∆φs mehr erkennen lassen. Im Referenzfall beschränken sich dieseSon-
derfälle auf den Parameterbereich2 Bs & 15 · 104 G undλs ' 15 . . . 35◦. Möglicherweise
stellt deren atypisches Verhalten in diesem speziellen Bereich ein Analogon zur Reso-
nanzkatastrophe eines oszillierenden Systems dar. In Abb. 10.7 wird die Entwicklung des
jeweils ḧochsten Flussröhrenelements für einen repr̈asentativen Regelfall bzw. Sonderfall
gegen̈ubergestellt. Von den Trajektorien wurde jeweils die anfängliche Verschiebungφs

abgezogen, sodass sie alle am selben Punkt in der Overshoot-Region beginnen; das Aus-
einanderdriften der Verläufe ist ein Maß f̈ur den kumulativen Einfluss des Begleitsterns.
Bei der Bildung regul̈arer Vorzugsl̈angen wird die Flussröhrendynamik bei benachbar-
ten Sẗorungsl̈angenφs durch den Begleitstern nur soweit modifiziert, dass sich die zeit-
lichen Entwicklungen weitgehend̈ahneln und im Resultat eine stetige Modifikation der

2Der selbe Bereich zeichnet sich bei den Ausbruchszeitenta durch den verz̈ogerten Aufstieg magneti-
scher Flussr̈ohren aus. Es ist nicht klar ob dies eine Ursache, Folge oder Begleiterscheinung der Sonderfälle
ist.
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Ausbruchsl̈angenφa ergeben.Überschreiten diese Modifikationen jedoch eine kritische
Grenze, so kann die nicht-lineare Entwicklung schon durch sehr kleineÄnderungen in
völlig andere, irregul̈are Bahnen gelenkt werden; kleineÄnderung f̈uhren aufgrund des
kumulativen Charakters schnell zu großen Abweichungen.

Aus demm = 2-Charakter der Instabilität folgen in der unteren Konvektionszone z.B.
oft Phasensprünge des geometrisch höchsten Punkts der Flussröhre. Aus dem anfäng-
lich toroidalen Flussring bilden sich an gegenüberliegenden Stellen zwei Schleifen, de-
ren Auslenkung anfänglich von vergleichbarer Größenordnung ist und zwischen denen
die Rolle der dominierenden Schleife solange hin und her wechselt, bis sich letztlich ei-
ne durchsetzt und an der Oberfläche ausbricht. Im Anfangsstadium dieser Entwicklung
gen̈ugt bereits eine kleine Modifikation, wie sie etwa der Begleitstern bei Flussröhren mit
verschiedenen Störungsl̈angen hervorrufen kann, um durch einen zusätzlichen Wechsel
der dominierenden Rolle einen Phasensprung in der Ausbruchsverteilung zu erzeugen.

10.2.5 Oberfl̈achenverteilung

Im Gegensatz zu den Abschnitten 10.2.2 und 10.2.3, in denen Breiten- und Längenver-
teilungen jeweils separat betrachtet wurden, wird nun die resultierendeGesamtverteilung
ausbrechender Flussröhren dargestellt. Die Abbn. 10.8 und 10.9 zeigen Oberflächenver-
teilungen in fl̈achentreuen Polarprojektionen für die FeldsẗarkebereicheBs = 8 . . . 13 ·
104 G bzw. 14 . . . 20 · 104 G, in denen Ausbruchsorte in einem dem Ausgangsraster in
der Overshoot-Region entsprechenden Winkelraster von9◦ × 5◦ zusammengefasst sind.
Aufgrund der polẅartigen Breitenablenkung und des längenabḧangigen Einflusses des

Begleitsterns weicht die Oberflächenverteilung von der gleichmäßigen Ausgangsvertei-
lung am unteren Rand der Konvektionszone erheblich ab. Es existieren Gebiete, in denen
sich Ausbr̈uche konzentrieren, und andere, die vollständig gemieden werden, wie bei-
spielsweise der weitgehend ausbruchsfreie Gürtel unterhalb von etwa25◦ Breite.

Vorzugsl̈angen und ihre Magnetfeldabhängigkeit sind in zweidimensionalen Ober-
flächenverteilungen weniger deutlich erkennbar als in den jeweiligen Längenverteilungen,
da die Zahl der Ausbrüche nun̈uber ein gr̈oßeres Gebiet gemittelt wird. Durch die flächen-
treue Projektion wird dieser Effekt verstärkt, weil der systematische Eindruck in mittle-
ren und hohen Breiten, der sich bei den eindimensionalen Verteilungen ergab, wegen der
kleineren Oberfl̈achenanteile gegenüber dem besonders bei größeren Feldstärken unsy-
stematischen Verhalten in niederen Breiten zurücktritt. In dem aus physikalische Sicht
relevanten Bereich kleiner Feldstärken ist das Gesamtbild̈ubersichtlicher.

Die meisten der untersuchten Flussröhren geringer Feldstärke (Bs . 9 · 104 G) sind
stabil und brechen innerhalb des vorgegebenen Zeitrahmens nicht aus. Diejenigen, die
instabil werden und aufsteigen, erreichen die Oberfläche bei mittleren Breiten. Ab etwa
10 ·104 G kommen Ausbr̈uche bei niedrigeren und ab11 . . . 12 ·104 G auch bei hohen und
polaren Breiten hinzu. Es ist hauptsächlich auf die Str̈omungsinstabiliẗat zur̈uckzuf̈uhren,
dass sowohl f̈ur hohe Feldsẗarken als auch bei hohen Breiten die Zahl ausbrechender
Flussr̈ohren relativ groß ist. Sie bewirkt bei ursprünglich als stabil eingestuften Aus-
gangskonfigurationen Ausbrüche auf vergleichsweise kurzen Zeitskalen. Vorzugslängen
bei mittleren und hohen Breiten gehen auf Instabilitäten mit Wellenzahlm = 2 zurück,
wobei die Parker-Instabilität für die systematische Magnetfeldabhängigkeit verantwort-
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ABBILDUNG 10.8: Oberfl̈achenverteilungen ausbrechender Flussröhren mit Ausgangsfeldstärken
Bs = 8 . . . 13 · 104 G (flächentreue Polarprojektion der nördlichen Hemispḧare). Der Begleitstern
liegt in Richtung0◦ und die QuadraturpunkteQ1,2 entsprechend bei90◦ und270◦. Die Rotation
des Sterns erfolgt entgegen dem Uhrzeigersinn. Die Farbkodierung in Abb. 10.9 gibt die Anzahl
ausbrechender Flussröhren innerhalb von Oberflächenarealen mit9◦ Längen- und5◦ Breitenaus-
dehnung an und bezieht sich auf insgesamt680 Flussr̈ohren (340 individuelle Simulationen im
Längenintervall0 . . . 180◦). Der prozentuale Anteil der innerhalb eines Simulationszeitraums von
109 s (≈ 32 yr) nicht ausbrechenden Flussröhren ist jeweils in Klammern angegeben.
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ABBILDUNG 10.9: Oberfl̈achenverteilungen ausbrechender Flussröhren mit Ausgangsfeldstärken
Bs = 14 . . . 20 · 104 G.
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lich ist. Die bei niedrigen Ausbruchsbreiten dominierendem = 1-Instabiliẗat erzeugt
hingegen keine signifikanten Häufungen. Mit dem Einsetzen weitgehend unsystemati-
scher Ausbr̈uche ab etwa15 · 104 G wird die Oberfl̈achenverteilung unterhalb40◦ Breite
uneinheitlich.

10.3 Abhängigkeit von der Umlaufsperiode

Um den Einfluss der UmlaufsdauerT bzw. des Abstandsa des Begleitsterns auf die Aus-
prägung und Verteilung von Vorzugslängen zu untersuchen, wurden im Parameterbereich
λs = 0◦ . . . 80◦ bzw.Bs = 10 . . . 15 · 104 G vergleichbare Simulationen für T = 5 d und
1 d durchgef̈uhrt3; die entsprechenden Sternabstände sinda ' 5.3 R� bzw.15.5 R�.

Im Fall T = 5 d zeigen die L̈angenverteilungen ausbrechender Flussröhren über-
wiegend keine signifikanten Vorzugslängen. Lediglich bei Startbreiten von20◦, 30◦ und
60◦ sind an der Instabiliẗatsgrenze einige markante Häufungen zu finden. Vorzugslängen
scheinen bei l̈angeren Rotationsperioden zwar noch grundsätzlich m̈oglich zu sein, im
Vergleich mit dem selben Parameterbereich des Referenzfalls treten sie dann aber sehr
viel sporadischer und ohnëubergeordneter Systematik auf. BeiT = 2 d offenbaren
Flussr̈ohren mit Startbreiten unterhalb30◦ abermals einen unstetigen Verlauf der Aus-
bruchsl̈angenφa(φs), sodass ein direkter Vergleich zwischen allen drei Umlaufsperioden
nur für mittlere Breiten m̈oglich ist (Abb. 10.10). Die Ausprägung von Vorzugslängen
und -intervallen nimmt mit abnehmender Umlaufsperiode erwartungsgemäß deutlich zu.
Während bei langer Rotationsdauer praktisch keine Häufungen vorhanden sind, existie-
ren im Referenzfall deutliche Vorzugslängen, die sich f̈ur kürzere Rotationsdauern noch
sẗarker auspr̈agen. Dieser̈Ubergang ist qualitativ mit den drei Fällen in Abb. 10.4 ver-
gleichbar, der in diesem Fall dem wachsenden Einfluss des Begleitsterns mit abnehmen-
dem Sternabstanda zuzuordnen ist.

Ein Vergleich des Ausbruchsverhaltens bei hohen Startbreiten (λs = 65 . . . 75◦) gibt
einen wichtigen Hinweis auf den Instabilitätstyp in diesem ursprünglich als quasi-stabil
eingestuften Parameterbereich. Während beiT = 5 d alle betreffenden Flussröhren aus-
brechen, erreicht beiT = 1 d keine von ihnen die Oberfläche. Im Referenzfall liegt die
Instabiliẗatsgrenze hingegen beiBs ' 12 · 104 G. Folglich verschiebt sie sich mit zuneh-
mender Rotationsdauer zu kleineren Feldstärken. Dieses Verhalten steht aber im Gegen-
satz zu den Ergebnisse der Stabilitätsanalyse in Abschn. 9.4.3, nach denen sich die vom
Begleitstern hervorgerufenen Instabilitätsplateau bei hohen Breiten für große Umlauf-
sperioden zur̈uckbilden. Die Str̈omungsinstabiliẗat hingegen liefert in diesem Fall eine
Destabilisierung (vgl. Abschn. 13.2), d.h. einen qualitativen Verlauf, der konsistent mit
den Simulationen ist. Ursprünglich als (quasi-)stabil eingestufte, aber dennoch ausbre-
chende Flussröhren verdanken ihren Aufstieg tatsächlich der Str̈omungsinstabiliẗat und
nicht den Doppelstern-bedingten Instabilitätsplateaus.

3Sternmasse (M∗ = 1M�) und Massenverḧaltnis (q = 1) wurden beibehalten
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ABBILDUNG 10.10: L̈angenverteilungen von Flussröhren mit mittlerer Startbreiten bei Umlaufs-
dauernT = 1 d, 2 d und5 d (von links nachrechts). Leere Felder markieren Konfigurationen bei
denen innerhalb des Simulationzeitraums von109 s kein Ausbruch erfolgt.

10.4 Diskussion

Magnetische Flussröhren in der Konvektionszone von engen Doppelsternen werden
während ihres Aufstiegs durch die Präsenz des Begleitsterns nachhaltig beeinflusst. Die
Brechung der Axialsymmetrie stellt für ihre Entwicklung ein zus̈atzliches Charakteristi-
kum dar, welches trotz seiner geringen Größe zu makroskopischen Effekten führt, die
sich qualitativ von den bisher betrachteten deutlich unterscheiden: Durch die Gezeiten-
kraft und Deformation des Sternkörpers entstehen in Oberflächenverteilungen ausbre-
chender Flussröhren Inhomogenitäten in Form von lokalen Konzentrationen und bevor-
zugten bzw. gemiedenen Bereichen. Der Beobachtungsbefund, dass Fleckenherde oftmals
an etwa180◦ auseinanderliegenden Stellen auf der Oberfläche lokalisiert sind, wird durch
die dominierendeπ-Periodiziẗat der Gezeitenwirkung sehr gut erklärt.

Der Gezeiteneinfluss auf ausbrechende Flussröhren ḧangt von der azimutalen Wel-
lenzahl ihrer Entwicklung bzw. ursächlichen Instabiliẗat ab. Dies zeigt sich beson-
ders deutlich bei Flussröhren, die ihren Aufstieg aufgrund der Parker-Instabilität mit
m = 2 beginnen: Ihre dominierende Struktur mit zwei gegenüberliegenden, aufsteigen-
den Schleifen erm̈oglicht eine effektive,resonanteWechselwirkung mit dem kongruen-
ten,π-periodischen Einfluss des Begleitsterns, der sich während des Aufsteigs von der
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Overshoot-Region bis zur Oberfläche aufsummiert. Sie zeigen markante Ausbruchskon-
zentrationen in z.T. sehr kleinen, bevorzugten Längenintervallen, deren Orientierung sy-
stematisch von der Anfangsbreite und -feldstärke abḧangt. Offenbar gibt es keine feste
Ausrichtung von Vorzugslängen bez̈uglich des Begleitsterns. Ihre — mit wachsender
Feldsẗarke überwiegend im Rotationssinn des Sterns erfolgende — Verschiebung kann
allerdings bei manchen Breiten so klein sein, dass diese Vorzugslängen relativ zum Be-
gleiter nahezu fixiert sind. Im hier untersuchten Referenzfall sind die entsprechenden
Häufungen (beiλs ∼ 60◦) zwar nur schwach ausgeprägt, aber da in diesem Breiten-
bereich Flussr̈ohren unterschiedlicher Feldstärke offenbar die selbe Vorzugslänge haben,
können sich bei dieser Stelle an der Oberfläche dennoch signifikante Fleckenherde bilden.
Die Existenz von fixierten Vorzugslängen kann deshalb nicht grundsätzlich ausgeschlos-
sen werden. Instabile Flussröhren mit der azimutalen Wellenzahlm = 1, die überwie-
gend von niederen und sehr hohen Startbreiten aus aufsteigen, reagieren weitestgehend
unempfindlich gegen̈uber der Gezeitenwirkung und tendieren kaum zur Bildung von Vor-
zugsl̈angen. Im Gegensatz dazu stehen die nur schwer einzuordnenden Sonderfälle, deren
irregul̈ares Ausbruchsverhalten sich nachhaltig auf die resultierenden Oberflächenvertei-
lungen (vorzugsweise bei niederen Breiten) auswirkt, und deren Rolle nicht befriedigend
gekl̈art ist. Ihre mit abnehmender Rotationsperiode wachsende Zahl legt die Annahme
nahe, dass durch die zunehmende Gezeitenwirkung hier möglicherweise die Vorausset-
zung f̈ur eine kontinuierliche Abḧangigkeit der Ausbruchsposition von der Anfangskon-
figuration nicht mehr gegeben ist und die nicht-lineare Entwicklung chaotisch abläuft.
Da sie keineübergeordnete Systematik erkennen lassen, ist anzunehmen, dass letztlich
alle Ausbruchsl̈angen gleichwahrscheinlich und etwaige Häufungspunkte darstellungs-
bedingt sind und im Grenzfall unendlich vieler Simulationen verschwinden. Eine syste-
matische Abḧangigkeit von der Ausgangskonfiguration konnte nur im Parameterbereich
der Parker-Instabiliẗat mit m = 2 bei mittleren Breiten gefunden werden. In ‘benachbar-
ten’ Parameterbereichen der Strömungsinstabiliẗat zeigen ausbrechende Flussröhren zwar
auch markante Inhomogenitäten, allerdings ohnëubergeordnete Systematik. Dieses un-
terschiedliche Ausbruchsverhalten weist darauf hin, dass der ursächliche (auftriebs- oder
strömungsbedingte) Instabilitätsmechanismus einen starken Einfluss auf die charakteri-
stischen Eigenschaften von Vorzugslängen hat.

Die Simulationen bestätigen erwartungsgem̈aß den wachsenden Einfluss des Begleit-
sterns auf die Ausbruchsverteilung bei kürzeren Rotationsperioden, d.h. kleineren Stern-
absẗanden. Ẅahrend f̈ur T = 5 d nur sporadische Ausbruchskonzentrationen auftreten,
zeigen sie sich f̈ur T = 2 d bei einerüberwiegenden Zahl von Ausgangskonfiguratio-
nen bereits systematisch und stark lokalisiert. Für kürzere Rotationsperioden gehen sie in
Vorzugsintervallëuber, was generell mit einer Aufweichung der Ausbruchskonzentration
verbunden ist. Neben Fällen, in denen sich Ausbrücheüber einen nur etwa30◦ breiten
Bereich verteilen, zeigen die Simulationen für T = 1 d auch Vorzugsintervalle, diëuber-
wiegend durch die offensichtliche Meidung des verbleibenden Längenintervalls auffallen.
Die Zahl der untersuchten Ausgangskonfigurationen ist zwar zu gering, um eine umfas-
sende Aussage vorzunehmen, aber scheinbar gibt es einen Trend zum Rückgang stark
lokalisierter Ḧaufungen von Ausbruchsorten.

Der tats̈achliche Ausbruchsort einerindividuellen Flussr̈ohre wird aufgrund se-
kund̈arer Einfl̈usse, wie beispielsweise der Wechselwirkung mit turbulenten Konvek-
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tionsbewegungen, der differentiellen Rotation, meridionalen Strömungen oder anderen
Magnetfeldkonzentrationen von den simulierten Ausbruchsorten abweichen. Da aber die
meisten — vielleicht sogar alle — dieser zusätzlichen Einfl̈usse in erster N̈aherungaxi-
alsymmetrischeModifikationen darstellen, werden sie bei einer großen Zahl ausbrechen-
der Flussr̈ohren nicht in der Lage sein den charakteristischen Doppelsterncharakter zu
überdecken; in diesem Sinne machen die ResultatestatistischeAussagen̈uber eine hin-
reichend große Zahl vergleichbarer Flussröhren. Die ermittelten Oberflächenverteilungen
basieren auf der Annahme einer gleichmäßigen Verteilung von Flussröhren (und ihrer
Auslenkung aus der toroidalen Gleichgewichtslage) innerhalb der Overshoot-Region. Mit
zus̈atzlichen Informationen̈uber die zeitliche, r̈aumliche und Feldstärken-Verteilung der
Ausgangskonfigurationen könnten daraus konkrete Fleckenverteilungen konstruiert wer-
den. Zieht man etwa, wie im Fall der Sonne, einen zyklischen Dynamomechanismus in
Betracht, der eine Verstärkung magnetischer Felder am unteren Rand der Konvektions-
zone in periodisch variierenden Breiten hervorruft (Dynamowelle), so ẅurde sich die re-
sultierende Orientierung von Vorzugslängen an der Oberfläche aufgrund ihrer systema-
tischen Abḧangigkeit von der Ausgangskonfiguration(B, λ) kontinuierlich verschieben
und zu einer Migration f̈uhren, die bei Feldverstärkung überwiegend in Richtung der
Sternrotation erfolgt.̈Ublicherweise wird dieses tatsächlich beobachtete Phänomen mit
einer differentiellen Rotation des Sterns erklärt, die im vorliegenden Modell aber nicht
enthalten ist.
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Kapitel 11

Einleitung und Motivation

Ein wichtiger Aspekt der idealen Magnetohydrodynamik ist das Konzept der ‘eingefro-
renen’ Magnetfeldlinien: Entlang der Feldlinien kann sich das Plasma vom Magnetfeld
unbeeinflusst bewegen, während es bei Bewegungen senkrecht dazu die Feldlinien mit
sich zieht. Bei einer Bewegung der Flussröhre relativ zu ihrer Umgebung, mit der Ge-
schwindigkeitv⊥ = (vi − ve)⊥, kann Plasma im Innern den Magnetfeldbereich nicht
verlassen und externe Materie nicht darin eindringen; es setzt eine Umströmung der R̈ohre
ein. Simulationen r̈aumlich aufgel̈oster Flussr̈ohren zeigen, wie diese durch die Wechsel-
wirkung mit der Umgebung verformt werden und fragmentieren können (z.B. Scḧussler
1979, Longcope et al. 1996), wenn nicht eine Transversalkomponente des Magnetfelds
dem entgegenwirkt und die lokale Konzentration des longitudinalen Feldes näherungs-
weise erḧalt (Emonet & Moreno-Insertis 1998, Fan et al. 1998, Abbett et al. 2000, 2001).
Ein derartiges Verhalten kann im Rahmen der Näherung d̈unner Flussr̈ohren jedoch nicht
beschrieben werden1.

Für Röhrensegmente, deren Bogenlänge im Vergleich zu ihrem Krümmungsradius
sehr klein ist,̈ahnelt die Situation der eines Zylinders, der in der Richtung senkrecht zu
seiner Hauptachse umströmt wird. Aus der Hydrodynamik ist bekannt, dass die sich ein-
stellende Str̈omung und deren R̈uckwirkung auf den Zylinder durch die dimensionslose
Reynoldszahl

Re =
v⊥d

ν
(11.1)

charakterisiert wird. Dabei istd der Durchmesser des Zylinders undν die molekulare Vis-
kosiẗat des Mediums. F̈ur Re � 1 ist das Str̈omungsprofil vor und hinter dem Zylinder
symmetrisch; es liegt eine so genannte Kriechströmung vor. Bei etwas ḧoheren Werten
(Re ≥ 1 . . . 4) bildet sich hinter dem Zylinder ein mit der Reynoldszahl anwachsender
Totwasser-Bereich mit gegenläufigen Verwirbelungen. Bei turbulenten Strömungen mit
Re > 102 . . . 103 werden kontinuierlich Wirbel aus diesem Bereich abgelöst und davon-
getragen; es bildet sich die Kármánsche Wirbelstraße. Die Asymmetrie im Geschwin-
digkeitsprofil vor und hinter dem Zylinder erzeugt eine Druckdifferenz, die eine Wider-
standskraftfD auf den Zylinder aus̈ubt. Diese Kraft ḧangt von den Str̈omungsverḧalt-

1Die Näherung geht davon aus, dass Flussröhren ihren zirkularen Querschnitt ständig beibehalten und
der lokale Radius sich aus dem lateralen Druckgleichgewicht und der Erhaltung des magnetischen Flusses
ergibt.
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ABBILDUNG 11.1: WiderstandsbeiwertCD als Funktion der Reynoldszahl (aus: Cooper & Alley
1994). In dem Regime Stokesscher ReibungRe � 1 folgt für den VerlaufCD ∝ 1/Re. Oberhalb
einerÜbergangsregion abRe > 102 . . . 103 gilt f ür Zylinder und KugelCD ≈ 1.

nissen (laminar oder turbulent) in der dünnen Prandtlschen Grenzschicht ab und ist so
orientiert das sie der Ursache ihrer Entstehung, der relativen Geschwindigkeitsdifferenz,
entgegen wirkt: Es istfD ∝ −v̂⊥ mit |v̂⊥| = 1. Die Gr̈oße vonfD wird üblicherweise
durch den dimensionslosen Widerstandsbeiwert

CD =
|fD|A
1
2
ρv2

⊥d
(11.2)

beschrieben, der nur von der Reynoldszahl abhängt und durch Messungen bei verschie-
denen Str̈omungssituationen für das jeweilige Objekt empirisch bestimmt wird. Dabei ist
A die Querschnittsfl̈ache undd der Durchmesser des Zylinders. Abbildung 11.1 zeigt
den typischen Verlauf vonCD(Re) für verschiedene geometrische Objekte. Im Bereich
103 < Re < 2 . . . 3 · 105 ist CD ' 1 und die Widerstandskraft folgt dem Gesetz der
Newtonschen (turbulenten) Reibung

fD ∝ −v2
⊥v̂⊥ . (11.3)

Im Bereich kleiner Reynoldszahlen (Re . 1) befindet man sich hingegen im Regime
Stokesscher Reibung und es giltCD ∝ 1/Re, woraus folgt

fD ∝ −v⊥v̂⊥ . (11.4)

Für die numerischen Simulationen im Rahmen dieser Arbeit wurde grundsätzlich davon
ausgegangen, dass die Strömungsverḧaltnisse um aufsteigende magnetische Flussröhren
in der Konvektionszone im Bereich großer Reynoldszahlen liegen undfD durch den ae-
rodynamischen Strömungswiderstand (11.3) mitCD = 1 ad̈aquat beschrieben wird. Der
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Einfluss der in der Konvektionszone teilweise deutlich höherenturbulentenViskosiẗat auf
den Str̈omungswiderstand wurde von Moreno-Insertis (1984) genauer untersucht. Die re-
sultierenden Unterschiede zur obigen Annahme sind jedoch klein (Caligari 1995).

Aus der Verwendung von Gl. (11.3) ergibt sich, dass der Einfluss des Strömungs-
widerstandsfD in der linearen Stabiliẗatsanalyse nicht berücksichtigt wird. Bei toroida-
len Flussr̈ohren im station̈aren Gleichgewicht tritt keine Relativbewegung der Flussröhre
senkrecht zu ihrer Umgebung auf, d.h. im Gleichgewicht istv⊥,0 = 0. Aufgrund der
quadratischen Abḧangigkeit inv⊥ fällt bei der Linearisierung der Bewegungsgleichun-
gen der Beitrag des Strömungswiderstands weg, wodurch eine Diskrepanz zwischen der
linearen Analyse und den nicht-linearen Simulationen entsteht. Der Widerstandsterm ist
ein Effekt zweiter Ordnung und sollte bei entsprechend kleinen Störungen der Flussröhre
in den Simulationen nicht ins Gewicht fallen.

Im Laufe der Arbeit hat es sich allerdings erwiesen, dass unter bestimmten Umständen
selbst eine geringe Reibung durchaus in der Lage ist eine neue Klasse von Instabilitäten zu
bewirken, deren Anwachsraten mit denen der auftriebsbedingten Parker-Instabilität ver-
gleichbar sind. Wie die lineare Stabilitätsanalyse magnetischer Flussringe in Doppelster-
nen zeigt (Abschn. 9.2), bilden sich mit abnehmender RotationsperiodeT bei mittleren
(λ ∼ 30 . . . 45◦) und hohen Breiten (λ ∼ 65 . . . 80◦) stabile bzw. quasi-stabile Bereiche
(mit Anwachszeiten von mehreren tausend Tagen) aus, in denen Flussringe praktisch un-
anf̈allig gegen̈uber der Parker-Instabilität sind (vgl. Abb. 9.18 auf Seite 102). Die nicht-
linearen Simulationen ergaben hingegen (vgl. Abb. 10.2), dass Flussröhren dieser Aus-
gangskonfigurationen nach kleinen Störungen ihrer Gleichgewichtslage dennoch instabil
werden und mit Anwachszeiten aufsteigen, die mit denen der Parker-Instabilität vergleich-
bar sind. Bei ḧoheren Feldstärken repr̈asentieren sie einen signifikanten Anteil aller an
der Oberfl̈ache ausbrechenden Flussröhren. Kontrollsimulationenohnedie Ber̈ucksichti-
gung der Reibung bestätigten die Ergebnisse der linearen Stabilitätsanalyse, wodurch der
StrömungswiderstandfD als Ursache dieser neuartigen Instabilitäten identifiziert werden
konnte.

Um diesen Zusammenhang nun genauer zu untersuchen, wird der Widerstandsterm
(11.3) sowohl in der Stabilitätsanalyse als auch in den dazugehörigen Kontrollsimulatio-
nen vor̈ubergehend durch den Stokesschen Reibungsterm

fSt = −ρCStv⊥ (11.5)

ersetzt. Die KonstanteCSt wird so geẅahlt, dass die Gr̈oßenordnung der Reibung ei-
ner Flussr̈ohre dem Wert des ursprünglichen Str̈omungswiderstands (11.3) entspricht;
dabei wird von einer Flussröhre mit einem Durchmesser vond = 2000 km ausgegan-
gen. Wir untersuchen zuerst den Einfluss der Reibung auf die Stabilität einer horizontalen
Flussr̈ohre, um den Mechanismus anhand eines einfachen Beispiels zu verdeutlichen und
ihn dann auf toroidale Flussröhren in Einzelsternen anwenden zu können.
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Kapitel 12

Horizontale Flussröhren in einer
geschichteten Umgebung

12.1 Dispersionsgleichung und Instabiliẗatskriterium

Untersucht wird eine horizontale, auftriebsneutrale magnetische Flussröhre in einer plan-
parallel geschichteten Umgebung. Im Gleichgewichtszustand existiere zwischen der in-
ternen Str̈omungvi,0 und der externen Strömungve,0 eine relative Geschwindigkeitsdif-
ferenzv0 = vi,0 − ve,0 mit∣∣v0,‖

∣∣ = v 6= 0 und |v0,⊥| = 0 , (12.1)

wobei v0,‖ die tangentiale undv0,⊥ die (nicht vorhandene) normale Relativgeschwin-
digkeit der ungestörten Flussr̈ohre bezeichnet. Durch die Auslenkung aus der Gleich-
gewichtslage kommt es aufgrund der (Stokesschen) Reibung zur Wechselwirkung zwi-
schen den R̈ohrenelementen und der Strömung, die — in Abḧangigkeit von der Pha-
sengeschwindigkeit der resultierenden Welle — eine Abbremsung oder Beschleunigung
entlang der aktuellen Normalenrichtung bewirkt:

aSt = −CStv⊥ (12.2)

Im Sinne der N̈aherung d̈unner Flussr̈ohren (Abschn. 2.1.2) nehmen wir an, dass durch
die Wechselwirkung in erster N̈aherung nur die Dynamik der Flussröhre, nicht aber die
der externen Strömung beeinflusst wird.

Für die Stabiliẗatsanalyse dieses zweidimensionalen Problems wird der Formalismus
des Einzelsternproblems im Grenzfall verschwindender Krümmung (κ = 0) und ver-
schwindender Rotation (Ω = 0) verwendet (vgl. Anhang A). Die Tangentialrichtungt0

zeige dabei entlang der ungestörten Flussr̈ohre nach rechts, die Normalenrichtungn0 nach
oben und die Gravitation nach unten: Es ist(g · n0) = −g. Die Auslenkung eines R̈ohren-
elements wird durch den Vektorξ = ξtt0 + ξnn0 beschrieben. In dem Bezugssystem, in
dem das R̈ohreninnere ruht (vi,0 = 0) und die Umgebung sich mit der Relativgeschwin-
digkeitve,0 = −vt0 entlang der Flussröhre (nach links) bewegt, gilt für die Normalenge-
schwindigkeit der ausgelenkten Flussröhre

v⊥ =
(
ξ̇n − vξn

′
)

n0 . (12.3)
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Der Punkṫ bezeichnet dabei die partielle Ableitung nach der Zeitt und der Strich′ die
nach der Bogenlänges der Flussr̈ohre. Mit dem Exponentialansatz

ξ(s, t) ∝ exp [i (ks + ωt)] (12.4)

hat die entdimensionierte Dispersionsgleichung im Grenzfallβ � 1 die vergleichsweise
einfache Form

ṽ4 − iC̃Stfṽ3 +

(
∆

2
f 2 − 2 + iC̃StfMα

)
ṽ2

+iC̃Stfṽ −
[(

∆

2
+

1

γ2

)
f 2 − 1 + iC̃StfMα

]
= 0 , (12.5)

wobei zur Entdimensionierung die Abkürzungen

Mα =
v

ca

, f =
1

kHp

, ṽ =
(ω

k

) 1

ca

und C̃St = CSt
Hp

ca

(12.6)

verwendet wurden; dabei istk die Wellenzahl der Störung undω die (komplexe) Eigenfre-
quenz. Die Alfv́ensche MachzahlMα dient als Maß f̈ur die externe Str̈omungsgeschwin-
digkeit und die Gr̈oßef als Maß f̈ur die Wellenl̈ange der Sẗorung. Die Phasengeschwin-
digkeit der Welle

vph = −<
(ω

k

)
(12.7)

wurde mit der Alfv́engeschwindigkeitca entdimensioniert; f̈ur vph > 0 breitet sich die
Welle in positivert0-Richtung aus. Der Imaginärteil=(ṽ) ist proportional zur Anwachs-
rate eines Wellenmodus und beschreibt die Stabilitätseigenschaften der Flussröhre: F̈ur
=(ṽ) > 0 klingen anf̈angliche Sẗorungen mit der Zeit ab, ẅahrend f̈ur =(ṽ) < 0 eine
anwachsende Instabilität vorliegt. Die Gr̈oßenHp, γ und ∆ charakterisieren die exter-
ne Schichtung. Abbildung 12.1 zeigt den Verlauf der entdimensionierten Anwachsrate
(∼ =(ṽ/Mα)) desinstabilstenWellenmodus als Funktion des Geschwindigkeitsverhält-
nissesvph/v für verschiedene Wellenlängenf . Bei kleinen Wellenl̈angen und langsa-
men Str̈omungsgeschwindigkeiten existieren gedämpfte Wellenmodi mit zeitlich abneh-
mender Amplitude. Bei (betragsmäßig) ḧoheren Str̈omungsgeschwindigkeiten nimmt die
Dämpfung ab und geht für

<
(ω

k

) 1

v
< 1 ⇐⇒ vph > ve = −v (externeStrömung) (12.8)

in anwachsende Störungen der Flussröhreüber. Sẗorungen mit Wellenl̈angenf ≥ 2 sind
bei allen Str̈omungsgeschwindigkeiten instabil, wobei die Anwachsraten mit zunehmen-
der Str̈omungsgeschwindigkeitMα aber kontinuierlich abnehmen. Das Instabilitätskrite-
rium (12.8) besagt, dass eine transversale Flussröhren-Welle, die aufgrund von Reibung
mit einerschnellerenexternen Str̈omung wechselwirkt instabil wird; mit anderen Worten:
Die Amplitude einer transversalen Welle wird durch externen “Rückenwind” versẗarkt1.

1Im Fall einer ungeschichteten, homogenen Umgebung entkoppeln die tangentiale und normale Kompo-
nente der Bewegungsgleichung. Störungen entlang der Richtung der Normalenn0 entsprechen rein trans-
versalen Alfv́enwellen mit der Ausbreitungsgeschwindigkeitca. In diesem Fall l̈asst sich zeigen, dass für
das Einsetzen der reibungsbedingten Instabilität das Kriteriumv2 > vph

2 = c2
a erfüllt sein muss.
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ABBILDUNG 12.1: Stabiliẗatsverhalten horizontaler Flussröhren bei Stokesscher Reibung für ex-
terne Str̈omungsgeschwindigkeitenv = 0 . . . ca und Wellenl̈angenf = 1.9 . . . 2.1. Alle anwach-
senden Instabiliẗaten mit=(ω) < 0 liegen in dem Bereich−vph/v < 1. Es istC̃St = 0.075,∆ =
−.22 undγ = 5/3.

Da dieser Vorgang die Charakteristik einerÜberstabiliẗat hat, ẅachst die Auslenkung ei-
nes R̈ohrenelements nicht monoton, sondern oszillatorisch an. In der Bedingung (12.8)
taucht die ReibungskonstanteCSt nicht auf, d.h. das Instabilitätskriterium ist unabḧangig
von der Sẗarke der Reibung. Selbst eine kleine Reibung ist somit in der Lage, ein Anwach-
sen der Wellenamplitude zu bewirken; die Anwachsraten sind dann aber entsprechend
klein.

In dem Bezugssystem, in dem die Umgebung ruht und das Innere der Flussröhre in
Bewegung ist, hat das Instabilitätskriterium (12.8) die Form

<
(ω

k

) 1

v
< 0 ⇐⇒ vph > 0 (interneStrömung). (12.9)

Eine Flussr̈ohre mit einer internen Strömungvi = vt0 wird unter dem Einfluss Sto-
kesscher Reibung instabil wenn sich eine Welle in die gleiche Richtung bewegt wie die
Strömung selbst.

12.2 Geometrisch-physikalische Deutung

Um den Mechanismus der reibungsbedingten Instabilität zu verdeutlichen, beschreiben
wir die Geschwindigkeits- und Kräfteverḧaltnisse im Ruhesystem der Flussröhre, d.h.
im Gleichgewicht ist die interne Geschwindigkeitvi,0 = 0 und die externeve,0 < 0. Wir
betrachten einen Teil der ausgelenkten Flussröhre (Abb. 12.2), deren Phasengeschwindig-
keit vph negativ sei, d.h. die Welle bewege sich nach links. In diesem Fall erfährt ein Mas-
senelement der R̈ohre in der vorausgehenden Flanke eines Wellenbergs eine Aufwärts-
bewegung mit einer nach oben weisenden Geschwindigkeitvi. Durch die Auslenkung
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av v

v   = (v -v )

v

vi

rel,2

vrel,1

irel e

e,2 e,1 St,1

aSt,2

n
ABBILDUNG 12.2: Geschwindig-
keits- und Kr̈afteverḧaltnisse bei einer
Flussr̈ohre mit Reibung in einer externen
Strömung. Die Reibungskraft bewirkt,
in Abhängigkeit von dem Verḧaltnis
Strömungs- zu Phasengeschwindigkeit
(ve bzw. vph), eine BeschleunigungaSt,
die der Geschwindigkeit des Röhrenele-
mentsvi entweder (1) entgegengerichtet
(|ve| < |vph|, Dämpfung der Wel-
lenamplitude) oder (2) gleichgerichtet
(|ve| > |vph|), anwachsende Instabilität)
ist.

entsteht eine Neigung der Flussröhre relativ zur externen Strömung, wodurch sich eine
Angriffsfläche bildet, die vom umgebenden Medium umströmt werden muss. Die Rei-
bungskraft ist der Relativgeschwindigkeit entlang der Normalenrichtung entgegengerich-
tet. Wie Abb. 12.2 zu entnehmen ist, wird die Richtung (bzw. das Vorzeichen) der Rela-
tivgeschwindigkeitvrel durch die Gr̈oße der externen Strömungve bestimmt. Bei kleinen
externen Str̈omungsgeschwindigkeiten (Fallve,1) bewirkt die Reibung eine der R̈ohrenge-
schwindigkeitvi entgegengerichtete Kraft, wodurch die weitere Auslenkung — zusätzlich
zur magnetischen R̈uckstellkraft — gehemmt wird. Ist die externe Strömung gr̈oßer als
eine kritische Geschwindigkeit (Fallve,2), so untersẗutzt die resultierende Reibungskraft
die Auslenkung und bewirkt dadurch das Anwachsen der Amplitude. Dies zeigt sich auch
bei der entsprechenden̈Anderung der kinetischen Energie des internen Massenelements
aufgrund der Reibung:

dEkin

dt
∼ aSt · vi (12.10)

Im Fall ve,1 ist die Reibungskraft der internen Geschwindigkeit entgegengerichtet,aSt,1 ·
vi < 0, d.h. das Element verliert kinetische Energie und die Welle ist gedämpft. Im Fall
ve,2 hingegen wird durch den Zuwachs an kinetischer Energie ein Anwachsen der Wellen-
amplitude bewirkt. Durch eine analoge Betrachtung ergibt sich, dass eine Welle, die in die
entgegengesetzte Richtung (hier nach rechts) läuft immer ged̈ampft wird. Die Instabiliẗat
bezieht die ben̈otigte Energie demzufolge aus der kinetischen Energie der Strömung. Die-
ses Resultat steht nicht in Widerspruch zu der Annahme, dass die Flussröhre die Str̈omung
nicht beeinflusst. Die Situation ist vielmehr vergleichbar mit der in der Wärmelehrëubli-
chen Annahme eines Ẅarmebads konstanter Temperatur, welches zwar in Kontakt mit
einem thermodynamischen System steht, von diesem aber nicht beeinflusst wird. Im vor-
liegenden Fall ist im Rahmen der Näherung d̈unner Flussr̈ohren die kinetische Energie der
Umgebung erheblich größer als die im R̈ohreninneren und wird durch den Energietransfer
daher praktisch kaum verändert.

Diese Instabiliẗat zeigt, wie durch einen dissipativen Effekt wie Reibung Energie in
Abhängigkeit von der relativen Strömungsgeschwindigkeit in beide Richtungen des Sy-
stems Flussr̈ohre — Umgebung̈ubertragen werden kann.



Kapitel 13

Toroidale Flussröhren in Einzelsternen

Die in Kap. 12 gewonnenen Erkenntnisseüber das Einsetzen der Strömungsinstabiliẗat
werden nun auf toroidale Flussröhren in Einzelsternen angewandt. Um diesen Fall unter-
suchen zu k̈onnen, wird der Str̈omungswiderstand wieder durch den linearen Term

aSt = −CStv⊥ (13.1)

ersetzt, wobeiv⊥ = (vi − ve)⊥ ist. Die KonstanteCSt wird durch Vergleichsrechnungen
zwischen den beiden Varianten (11.3) und (11.4) empirisch bestimmt und liegt hier bei
CSt ' 10−7 . . . 10−6.

13.1 Schnelle Sternrotation

Die Diagramme in Abb. 13.1 zeigen den Einfluss Stokesscher Reibung auf die Stabilität
von Flussr̈ohren in einem schnell rotierenden Einzelstern mitT = 2 d. Alle Flussr̈ohren,
deren Magnetfeldstärke eine kritische Grenzëuberschreitet (hierBcrit ' 4.5 · 104 G) sind
instabil. Eine Ausnahme bilden lediglich extrem polnahe Breiten. Ausgehend von dieser
Grenze nimmt die Anwachszeitτ zu ḧoheren Feldstärken hin stark ab. F̈ur Flussr̈ohren ho-
her Magnetfeldsẗarke und mit Gleichgewichslagen in mittleren und hohen Breiten treten
Strömungsinstabiliẗaten mit charakteristischen Anwachszeiten von einigen hundert Ta-
gen und weniger auf, d.h. mit Zeitskalen, wie sie auch für die auftriebsbedingten Parker-
Instabiliẗatenüblich sind. Eine Reihe numerischer Simulationen unter Verwendung des
Stokesschen Reibungsansatzes bestätigen die Ergebnisse der linearen Analyse. Die Abbil-
dungen 13.2 zeigen einen Vergleich zwischen der linearen Theorie und den numerischen
Simulationen. Berechnet wurden die Anwachszeitenτ für Flussr̈ohren bei konstantem
Magnetfeld (B = 2 · 105 G) bzw. konstanter Ausgangsbreite (λ = 35◦). Unter Ber̈uck-
sichtigung der unsicheren Bestimmung numerischer Anwachszeiten bedeutet die gute
Übereinstimmung eine Bestätigung der linearen Ergebnisse. Das Instabilitätskriterium1

(12.9) wird dar̈uber hinaus fasẗuberall erf̈ullt. In dem in Abb. 13.1 dargestellten Fall wird
das Kriterium aber durch die Existenz der Parker-Instabilitäten beeinflusst, sodass bei
sehr hohen Breiten auch für vph . 0 die Str̈omungsinstabiliẗat einsetzt. Betrachtet man

1Die Simulationen erfolgen im Ruhesystem (mitrotierenden Bezugssystem) des Sterns, d.h.vi =
v, ve = 0
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ABBILDUNG 13.1: Stabiliẗatsdiagramme für toroidale Flussr̈ohren in einem Einzelstern mitT =
2 d ohne (links) und mit Stokesscher Reibung (rechts). Ab einer Grenzfeldstärke (hierB & 4 ·
104 G) tritt die Str̈omungsinstabiliẗat auf, deren Anwachsrate mit wachsendemB größer wird. Die
(log10 τ )-Niveaulinien markieren Anwachszeitenτ = 10, 50, 100, 500, 1000, 5000, 10 000 und
50 000 d, die Darstellungsgrenze entsprichtτ = 106 d und ist praktisch mit der Instabilitätsgrenze
identisch.

allerdings Wellenmodi mit Wellenzahlenm ≥ 3 (bei denen keine Parker-Instabilitäten
auftreten), dann ist das Kriterium (12.9) sehr gut erfüllt.

Eine zus̈atzliche Parameterstudie zeigt, dass die Anwachsrate der Strömungsinsta-
bilit ät mit wachsender Rotationsperiode zunimmt: Der Effekt ist (bei gleicher Magnet-
feldsẗarke und Lage der Flussröhre sowie gleichemCSt) bei schnell rotierenden Sternen
kleiner als bei langsam rotierenden.

13.2 Physikalische Interpretation

Die Änderung der Anwachsrate lässt sich qualitativ auf der Grundlage der in Kap. 12 be-
schriebenen Strömungsinstabiliẗat im Zusammenspiel mit der Gleichgewichtsbedingung
toroidaler Flussr̈ohren (Abschn. 2.2) verstehen. Die Gleichgewichtsbedingung (2.39) hat
die Form

Mα =
v

ca

=
1

η

(√
1 + η2 − 1

)
mit η = ca

κ

Ω
∝ BT

cos λ
. (13.2)

Dabei ist T die Rotationsperiode des Sterns undλ die Gleichgewichts-Breite der
Flussr̈ohre. Die mit der Gr̈oßeη streng monoton wachsende magnetische MachzahlMα

ist in Abb. 2.2 dargestellt. Sie gibt an, wie groß die Strömung in der Flussröhre relativ zur
Umgebung sein muss, damit die nach außen gerichtete Corioliskraft in der Lage ist, die
nach innen gerichtete magnetische Krümmungskraft zu kompensieren. In Abschn. 12.1
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ABBILDUNG 13.2: Vergleich zwischen Stabilitätsanalyse (durchgezogene Linien) und Simula-
tionen (gestrichelte Linien/Kreuze) bei Stokesscher Reibung mitCSt = 10−6. Die Diagramme
entsprechen Schnitte in Abb. 13.1 entlang der Breiteλ für B = 2 · 105 G (links) und entlangB für
λ = 35◦ (rechts).

wurde gezeigt, dass eine transversale Flussröhren-Welle instabil wird, wenn das Kriteri-
um (12.8/12.9) erf̈ullt ist. Flussringe mit kleinen Feldstärken ben̈otigen nur eine kleine
Strömungsdifferenzv, um im station̈aren Gleichgewicht zu sein. Das Instabilitätskriteri-
um ist für sie nicht erf̈ullt. Nimmt B zu (η ↑), so ist ein immer gr̈oßeresv notwendig, um
ein Kräftegleichgewicht herzustellen. Bei einer kritischen FeldstärkeBcrit wird letztlich
die Grenzgeschwindigkeiẗuberschritten, ab der Instabilität eintritt. Bei ḧoheren Breiten
λ ist der Kr̈ummungsradius der Flussröhre geringer (η ↑), wodurch wiederum die hohe
Geschwindigkeitv und das Einsetzen der Instabilität erkl̈art wird. Bei sehr hohen Breiten
und entsprechend engen Flussringen macht sich dagegen die stabilisierende Wirkung der
magnetischen Kr̈ummungkraft bemerkbar, was zu einer Zunahme vonτ führt. Dar̈uber
hinaus verdeutlicht Gl. (13.2), warum die Instabilität bei langsam rotierenden Sternen mit
wachsendemT (η ↑) sẗarker wird: Durch die Abnahme der Rotationsrate verliert die Co-
rioliskraft an Effektiviẗat. Um dies auszugleichen, ist eine größere Str̈omungsgeschwin-
digkeit v notwendig, wodurch die Instabilität versẗarkt wird. Bei dieser qualitativen Be-
trachtung ist grunds̈atzlich zu beachten, dass sich bei derÄnderung der Gleichgewichts-
bedinungen (B, λ, T, . . .) i.Allg. auch die Phasengeschwindigkeitvph des Wellenmodus
ändert.

13.3 Der Fall der Sonne

Die Ausführungen im letzten Abschnitt zeigen, dass die Wirkung der Strömungsinstabi-
lit ät mit wachsender Rotationsperiode zunimmt. Dies wirft die Frage nach dem Einfluss
dieser Instabiliẗat im Fall der Sonne mitT ' 27 d auf. Fr̈uhere Arbeiten (van Ballegooijen
1982, Fan et al. 1993, Caligari et al. 1995) weisen darauf hin, dass zur Erklärung der beob-
achteten Charakteristika von Sonnenfleckengruppen magnetische Flussröhren mit Super-
Äquipartitionsfeldsẗarken von der Gr̈oßenordnungB ∼ 105 G in der Overshoot-Region
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ABBILDUNG 13.3: Gleiche Darstellung wie in Abb. 13.1 jedoch für einen Stern mitT = 27 d.
Durch die Reibung setzt bei kleinen Feldstärken die Str̈omungsinstabiliẗat ein, die f̈ur alle ḧoheren
Feldsẗarken einen ‘Instabiliẗatshintergrund’ bildet. Im Vergleich zu schnell rotierenden Sternen ist
dieser Effekt auch bei hohen Breiten wirksam, wenngleich mit vergleichsweise langen Anwachs-
zeiten. Der Pol (λ > 88◦) wurde aus numerischen Gründen ausgegrenzt.

der Sonne angenommen werden müssen. Diese Forderung setzt voraus, dass Flussröhren
geringerer Feldstärke lange genugam unteren Rand der Konvektionszone gespeichert
werden, um dem Dynamo-Mechanismus ausreichend Zeit zur Feldverstärkung zu geben.
Flussr̈ohren geringerer Feldstärke sollten stabil sein oder zumindest Anwachszeiten unter-
liegen, die groß sind im Vergleich zu den Zeitskalen, auf denen der Dynamo operiert. Legt
man f̈ur die obere Grenze dieser charakteristischen Zeitskalen einen halben Aktivitätszy-
klus zugrunde, so entspricht dies bei der Sonne etwa 11 Jahren und die Forderung nach
Quasi-Stabiliẗat demnach Anwachszeiten vonτ ≥ 4 · 103 d. Abbildung 13.3 zeigt einen
Vergleich von Stabiliẗatsdiagrammen für ein Sonnenmodell mitΩ = Ω� ' 2.7 · 10−6 s−1

mit bzw. ohne Reibung. Die Reibungskonstante wurde durch einen Vergleich von Simu-
lationen zuCSt = 10−7 bestimmt. Die Grenze der Strömungsinstabiliẗat liegt bei etwa
4.5 · 104 G. Anwachsraten von einigen tausend Tagen werden bei etwa6 . . . 7 · 104 G
erreicht. Ber̈ucksichtigt man, dass die angenommene Zeitskala von4000 Tagen f̈ur den
Dynamo-Mechanismus eine Obergrenze darstellt und der tatsächliche Wert vermutlich
deutlich darunter liegt, so kann man davon ausgehen, dass die früheren Ergebnisse durch
den zus̈atzlichen Aspekt der Strömungsinstabiliẗat nicht grundlegend in Frage gestellt
werden.
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Diskussion

Das Modell einer d̈unnen magnetischen Flussröhre in einer nicht-magnetischen Umge-
bung findet vielf̈altige Anwendung in verschiedenen Bereichen der Astrophysik. Dement-
sprechend umfangreich sind die Untersuchungen, die sich mit dem Gleichgewicht und der
(In-)Stabiliẗat verschiedener Magnetfeldkonfigurationen befassen. Grundlegende Darstel-
lungen dieser Probleme finden sich z.B. bei Priest (1982) und Stix (1989). Für Flussr̈ohren
in der Konvektionszone und Atmosphäre der Sonne wird hier auf Spruit & van Balle-
gooijen (1982), Ferriz-Mas & Schüssler (1995), Schmitt (1998) und Pintér et al. (1999)
verwiesen. Eine Untersuchung in Hinblick auf den Einfluss der Reibung erfolgte bisher
nicht1.

Durch die Existenz einer senkrecht zur Flussröhre wirkenden Reibungskraft wird
eine Str̈omungsinstabiliẗat angeregt, wenn die Phasengeschwindigkeit eines Wellenmo-
dus kleiner ist als die relative Strömungsgeschwindigkeit. Dieses Ergebnis beruht auf
Untersuchungen der Stokesschen Reibungskraft. Deren Verwendung ist im Fall dünner
Flussr̈ohren in Sternen aus physikalischer Sicht zwar zweifelhaft, ermöglicht aber ande-
rerseits die analytische Behandlung. Wie sich zeigt, ist das Instabilitätskriterium (12.8/
12.9) unabḧangig von der ProportionalitätskonstanteCSt der Stokesschen Reibung, so-
dass die Instabiliẗat generell existieren sollte, wenn der funktionale Zusammenhang einer
der Normalengeschwindigkeit entgegengesetzten Reibungskraft, d.h.fD ∝ −v̂⊥, gege-
ben ist. Diese Annahme wird durch die Simulationen in Kap. 10 unter Verwendung des
Strömungswiderstands (11.3) bestätigt.

Für die Stabiliẗatsbetrachtung wurde die Größe des ParametersCSt durch einen Ver-
gleich mit Simulationen mit dem quadratischen Strömungswiderstand (11.3) bestimmt.
Dieser Zusammenhang beinhaltet, dass der Strömungswiderstand für Flussr̈ohren mit
kleinem Querschnitts-Durchmesserd effektiv größer ist als f̈ur solche mit einem großen
Durchmesser;d1 < d2 führt zu CSt,d1 > CSt,d2. Bei gleicher Feldstärke B unterlie-
gen Flussr̈ohren mit einem kleinen Querschnitt einer größeren reibungsbedingten Instabi-
lit ät und sollten demnach mit kürzeren Anwachszeiten die Overshoot-Region verlassen.
Die Konsequenz ẅare, dass der magnetische Fluss bei hohen Feldstärkenüberwiegend in
der Form von wenigen, vergleichsweise dicken Flussröhren vorliegt und nicht in vielen

1Die Instabiliẗat wird nicht durch Druckvariationen angeregt, sondern basiert auf der dissipativen Wech-
selwirkung mit der Umgebung bei derUmstr̈omung der Flussr̈ohre; sie unterscheidet sich dadurch grund-
legend von der Kelvin-Helmholtz-Instabilität (vgl. D’Silva & Choudhuri 1991).
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dünnen.
Im Fall schneller Sternrotation (Kap. 10) tritt die Strömungsinstabiliẗat mit vergleichs-

weise kurzen Anwachsraten nur bei hohen Feldstärken auf. Da bereits bei kleineren
Feldsẗarken auftriebsbedingte Instabilitäten das Ausbrechen von magnetischem Fluss ver-
ursachen, ist der Beitrag der Strömungsinstabiliẗat in diesem Fall nur von untergeordneter
Bedeutung. Dennoch findet er in den Simulationen volle Berücksichtigung.



Anhang A

Koeffizientenmatrizen

Wie in Abschn. 9.2.1 beschrieben, führt die Linearisierung der Bewegungsgleichungen
(2.33) – (2.36) bei kleinen Störungenξ einer Flussr̈ohre aus ihrer toroidalen Gleichge-
wichtslage zur Matrizengleichung (9.12). Dabei wurde der Exponentialansatz (9.10) und
die Normierung (9.11) verwendet. Mit den konstanten Matrizen

E =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , Y =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 undZ =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 (A.1)

haben die Koeffizientmatrizen im Grenzfallβ � 1 folgende Form:

Mφt = −E (A.2)
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Dabei wurden folgende Abkürzungen verwendet:
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(A.7)
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∆ = βδ − 2

γ

(
1

γ
− 1

2

)
(A.10)

Die Komponentengx = (geff · x) ,x ∈ [t0,n0,b0] der effektiven Gravitationsbeschleuni-
gunggeff im Koordinatensystem (2.17) des Frenetschen Dreibeins können im toroidalen
Gleichgewicht durch die Beziehungen (9.9) in Zylinderkoordinaten dargestellt werden.

Für toroidale Flussr̈ohren in einem Einzelstern sind die Gleichgewichtsgrößen
grunds̈atzlich konstant. In einem Doppelstern hingegen (Abschn. 9.2) zeigen die Gleich-
gewichtsgr̈oßen entsprechend der Näherung (8.19) eineπ-periodische Variation mit dem
Azimutwinkelφ; für die effektive Gravitationsbeschleunigung gelten etwa die Beziehun-
gen (8.15) – (8.17). Setzt man diese Näherung in die linearisierte Bewegungsgleichung
ein und vernachlässigt Terme der Ordnungε4 und ḧoher so erḧalt man nach dem Zu-
sammenfassen gleicher Ausdrücke f̈ur jede der Koeffizientmatrizen (A.3) – (A.6) die in
Gl. (9.13) eingef̈uhrten MatrizenMc bzw.Ms.

Der Lösungsansatz (9.15) führt zur 3-Term-Rekursionsgleichung (9.16) bzw. zum
Hillschen Gleichungssystem (9.17), in denen folgende Abkürzungen verwendet wurden:

Cn = −n2E − nω̃Mφt,0 − ω̃2Mtt,0 +Mξ,0 + i (nMφ,0 + ω̃Mt,0) (A.11)

Ln =
1

2
[(n− 2) (iMφ,c +Mφ,s − ω̃ (Mφt,c − iMφt,s))

+Mξ,c − iMξ,s + ω̃ (iMt,c +Mt,s)− ω̃2 (Mtt,c − iMtt,s)
]

(A.12)

Rn =
1

2
[(n + 2) (iMφ,c −Mφ,s − ω̃ (Mφt,c + iMφt,s))

+Mξ,c + iMξ,s + ω̃ (iMt,c −Mt,s)− ω̃2 (Mtt,c + iMtt,s)
)

(A.13)
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Rodoǹo M., Messina S., Lanza A.F., Cutispoto G., Teriaca L., 2000,The magnetic activity
cycle of II Pegasi: Results from twenty-five years of wide-band photometry, A&A, 358,
624–638
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Scḧussler M., 1979,Magnetic buoyancy revisited - Analytical and numerical results for
rising flux tubes, A&A, 71, 79–91



LITERATURVERZEICHNIS 153
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graveyard, in: R.J. Garćıa López, R. Rebolo, M.R. Zapatero Osorio (Hg.),11th Cam-
bridge Workshop on Cool Stars, Stellar Systems and the Sun, Bd. 223 vonASP Conf.
Series, S. CD–1114 (2001)
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