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Notations utilisées dans le manuscrit

On note en gras les ensembles de nombMsZ, R, C.
Pour toutz appartenand C, on notez son conjuge.

Paramétrage du plan

Le planR? est muni du produit scalaire usuedt de la norme assd|.|. Dans ce plan, onéfinit
+ le disque unié Q = {x € R% |z| < 1};
* lasplere unieS! = {x € R% ||z|| = 1}
L'angle € [0, 2| étant fi>é, on note
+ O le vecteur des' de coordon@es(cos f, sin #) dans la base canonique Bé ;
+ ©" le vecteur deS' de coordon@es(cos(6 + 5),sin(6 + %i) = (—sin6,cos ) dans la base
canonique d&R?.
Ainsi définis, les vecteuré®, ®1) forment une base orthonoée deR?, par rapporé laquelle on peut
définir un nouveau syétne de coordorées :

vx e R, A(s,t) e RxR|x = 5O +tO (avecs =x- O, t =x - OF)
Enfin, dans le plan orieatR? muni du reg@re canonique, pout € [0,2x], on noterary la rotation
d’angled surR?2.

Opérateurs sur les fonctions

Pour une fonctiory définie surR”™, n > 1, on notera :
* f, lafonctionx € R" — f(—x);
e f, (a > 0) la fonction obtenue en appliquant une dilatation d'un factesuivie def :

fa:xeR”Hfa(x):\/la"f(Z)

* fp (b € R") lafonction obtenue en appliquant la translation de vedbesuivie def :
fo:x€R" = fp(x) = f(x—b)

* fo (8 € [0, 27]) la fonction obtenue en appliquant la rotation d’angksuivie def :
fo:x € R" = fo(x) = [ (r_px)

On utilisera aussi ces épateurs avec les notations suivantes :

e D, pour I'opérateur de dilatation d’'un facteur. D, : f — f,.

» Ty, pour I'opérateur de translation d'un vectéor Ty, : f — fp;

* Ry pour I'opérateur de rotation d’anglefd : Ry : f — fo.
Enfin, pour un oprateur lirgaire continul’ entre deux espaces de Hilbert, on notéfason ofgrateur
adjoint.



Vi Notations utilisées dans le manuscrit

Espaces fonctionnels

On noteL?(R™) (n > 1) 'espace de Hilbert des fonctions de @&imtegrable éfinies sulR™ muni du
produit scalaire

< f,g>= f(x)g(x)dx
R

et de la norme assdm

Il =/ [ 16

De la néme fagon, on notk?(S! x R) I'espace de Hilbert des fonctions de éimtegrable @finies sur
le cylindreS! x R muni du produit scalaire

2m -
[f,g] = / / f(©,5)g(©,s)dsdd
o Jr
On noteL.! (R™) I'espace des fonctions de moduledgtable @finies suRR™.

Transforméees

Dans ce manuscrit, nous manipulons les transéasrsuivantes :
« pour une fonctiory appartenana L' (R?), on noteR f sa transforrée de Radon;

« pour une fonctiory appartenard L' (R™) (n > 1), on noteF (f) ou f sa transforrae de Fourier,
normali€e de la marire suivante :

1

\/ 27 Rn

« pour une ondelette en dimensionyi et pour une fonctiory appartenant L?(R), on note
WY f(a, b) la transforne en ondelettes dépar rapporti¢ calcuke au voisinage de I'abscisse
b e Retaléchellea > 0;

vk € R", F(f)(k) = f(k) = f(x)e " *dx

« pour une ondelette en dimensioni2 et pour une fonctiory appartenana L2(R?2), on note
WY f(a,b, ) la transfornée en ondelettes dg par rapporta ¥ calcuke au voisinage du point
b € R?, al'échellea > 0, et dans la directio® ¢ S!.



Chapitre 1

Introduction

Dans ce manuscrit, nousgsentons un travail autour deéthodes de reconstruction d’images de type
scanner, dest@es au guidage du chirurgien, donc sous les contraintéseintesa une acquisition de
donrees au bloc ogratoire : les algorithmes classiques de reconstruction ne sont plugsdspus
présenterons les objectifs de notre travalh fin de ce premier chapitre, mais auparavant, nous allons
décrire son contexte : I'imagerieé&dicale par rayons X, et son application au guidage du geste chirurgi-
cal, avec I'exemple du vissagégiculaire assigtpar ordinateur.

Dans ce chapitre, nous nous appuyons essentiellement sur [101, 6, 57], ainsi que sur les compte-rendus
annuels de la coefence RSNA (Radiology Society of North America) disponibles sur le site de la
Sockte Francaise de Radiologie, et sur les sites des principaux industriels du domaine : General Electrics,
Siemens, Philips, Toshiba, Praxim, etc.

1.1 Bref apercu des diferentes techniques en imagerie gdicale

L' imagerie nedicalerecouvre un ensemble de techniques permettant de visualiser les stuctures internes
de I'organisme humain, pour en donner une espntation qui pewtre anatomique, ou fonctionnelle
(pour visualiser alors le fonctionnement d'un organe, d'@aholisme).

Toutes ces f@thodes reposent sur un principe commun : on mesuéptanse des tiss@sune exposition

a un ptenonene physique. Selon laéthode emploge, les tissus discrim@s ne sont pas lesémes :

deux tissus peuvenépondre de la @me margrea une excitation, mais de mané differentea une

autre ; autrement dit, I'information p@ par une image @dicale @pend du panonene physique uti-

lisé.

Un des plus anciens de cesgplorrenes physiques consistautiliser une radiation bien particatie : les

rayons X, auxquels est exgoborganismea explorer. C'est cettmodalié d’imagerie qui nous irfiresse

dans ce manuscrit, et, comme nous I'expliqguerons ensuite, on mesure alors l'interaction entre ce rayon-
nement et les tissus, ou plusepr€ment, on mesure I'dhuation du faisceau de rayons X lors de la
traver&e de I'organisme; les niveaux de gris que I'on visualise ensuite sur une radiographie traduisent
le niveau d’absorption (ou d’opaéit des tissus face aux rayons X. On dit que I'imagerie par rayons X
est une imagerie pdaransmissionlLes radiographies sont damages directeselles traduisent directe-

ment un p&nonene physique, par opposition aux images scanner, qui, ellegesomistruitesselon un

procecé que I'on expliguera plus loin. Les images obtenues par rayons X sont en particulier bigreadapt

a la visualisation des structures osseuses.

Parmi les autres techniques d’'imagerieditale, les plus utilses sont les suivantes :
— I'échographie : des ondes acoustiques (ultrasons) sont@wewr I'organisme, et lorsqu’un obs-

1



2 Chapitre 1. Introduction

tacle est rencond; une partie des ondes esfleéchie (on parle @&cho3, tandis que l'autre partie
est transmise ; la proportion d’ondesflechie est ke a la difference dmpédance acoustiqua
I"interfacedes deux milieux qui un parastre directementéa la densi de chacun des deux mi-
lieux ; c’est donc une imagerie pegflexion

— I'Imagerie nuckaire : c’est une imagerie fonctionnelle, c'@stlire qu’elle permet d’observer I'ac-
tivité des cellules ; on peut ainsi par exemple distinguer les celluleéarses des cellules saines.
Le principe est le suivant : on injecte dans I'organisme de€oubés radioactives, artificielles, ap-
pekes traceurs, qui sont congues pour aller se fixer prioritairement sur les organes que I'on veut
etudier, ou sur les cellules qui sont leége d’'un pénonene que I'on veut localiser.
On utilise principalement deux types de alles radioactives : des regliles qui se@singgrent
enémettant un autre type de rayonnement que les rayons X, les rayons dits yayotéen des
molécules qui se@singgrent eremettant des particules appes positons. Dans le premier cas, le
rayonnemeny émis est recueilli par uredecteur appéhy canera, fournissant des images directes,
appeeées scintigraphies, ou permettant, selon le principe du scanner pour les rayons X, d’obtenir
des images reconstruites (imagerie TEMP : tomograpl@midsion monophotonique, SPECT en
anglais). Dans le deugime cas, les positor@nis lors de la @sinegration sonémis par paires,
dans des directions coBaires mais opp@es, et sont recueillis par destdcteurs diagtralement
oppo£s €n cdncidencg: c’est I'imagerie TEP : Tomographie pamission de Positons. De plus
en plus, ce type de dispositif est co@ipl des scanners ; on parle alors de PET-Scan, et ces appa-
reils permettent de coupler une image morphologiquegipe,a une imagex la ©solution plus
fine, mais restituant une information fonctionnelle. On parle d'imageri@passion

— I'lmagerie par Rsonance Magttique : pour @sumer groserement, on soumet I'organisraaun
champ magatique ; certains atomes sont egsitce qui @e une perturbation du champ magque ;
le temps de relaxation suivant cette excitation, et permettant de révkeiat dequilibre, est ca-
racéristique de la teneur en hydm@ge des tissus (donc en eau), et permet de discriminer les tissus
obsenés. Ce sont des images en coupe, reconstruites.

Dans ce manuscrit, nous nouséargssons aux rayons X. On coftiaitilit & des rayons X pour le diag-
nostic de pathologies travers les radiographies et les examens scanners. Oritcegal@ment ledle
thérapeutique que peuvent avoir les rayons X : la raéi@pie, a les rayons X sont utilsss dans des
gammes (Bnergie beaucoup plus fortes powrtmlire des cellules caéreuses. Ici, nous allons nous
concentrer sur un autrdle des rayons X : ceux-ci peuvent en eféglalement permettre de disposer
d’'images qui permettent dguiderle chirurgien au bloc ogratoire, autrement dit deontrbler le geste
chirurgical par 'image. On parle alorsidiagerie interventionnelle

1.2 Limagerie par rayons X

1.2.1 La decouverte des rayons X

Les rayons X onétt mis enévidence de maare fortuite en 1895 par Wilhelm ConraddfRgen, un
physicien allemandi cette nemeépoque, en France, Henri Becquerel et Pierre et Marie Curie mettaient
enévidence de leuraté la radioactivié naturelle de I'uranium et du radium, construisant ainsi les bases
de I'imagerie nudaire). Rntgenétudiait alors les effets du passage d’'un couiettrique dans un
tube en verre, quand il constata qu'@oran recouvert d’une feuille de platinocyanure de baryuné situ

a proximi€ du lieu de I'exprience devenait fluoresceltchaque fois qu'une&thargetlectrique avait

lieu dans le tube. En plagant des obstacles entre le tubeoeai, il constata que ce rayonnemetatit
capable de traverser aussi bien le bois, I&aux que la chair mais qu’'une mince feuille de plomb ou
de platine suffisaia I'arréter. Ce type de rayonnemegtait alors inconnu : Rintgen publia le texté
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propos d’une nouvelle espe de rayonset appela le rayonnemeratyons X Il réalisa la radiographie de
la main de sa femme, dont I'image est gstélebre ("une main humaine dont on ne voit que les os, la
chairétant invisible”). Cette @écouverte fut courorée en 1901 par le premier Prix Nobel de Physique.

1.2.2 Leur nature électromagretique

Depuis la mise erevidence de I'existence des rayons X, les pr@ipd suivantes oréte établies : les
rayons X sont des ondétectromagatiques, et ce titre :

1. (aspect ondulatoire) ils seeplacent en ligne droitg) une vitesse constante au sein d’un milieu
homogne, avec une amplitude sinidale, cara@risce par sa quence’, ou sa longueur d’onde
As

2. (aspect corpusculaire) chaque vibration p&we consiérée comme un photon transportant un
guantum dénergieEl = hv, ou h désigne la constante de Planck.

Lafigure (1.1) permet de positionner les rayons X par rapport aux autres types de rayoniégotoisa-
gnétiques connus : pour gu’une radiation soit utile en imageédioale, il faut que I'organisme la laisse
pérétrer, et qu’elle puisse le traverser s@ti® totalement &niee : c’est le cas pour les rayons X, qui
sont dénergie plus forte que la lugnie visible, les infra-rouges ou les ondes radios. Plusédaargie
est forte, plus ils ont d’effets sur les organismes tra&d&i&omme on le redira plus bas, ce sont des
rayonnementgonisantg ; ainsi, pour les rayons X, on peut utiliser des rayons danéréifites gammes
d’énergie : les rayons éhergie plu€levee sont utiliés en radiotérapie, les autres pour des images de
diagnostic.

rayonnement non ionisant rayonnement ionisant

Ondes radio HF InfraRouge Visible(lumiére) uv Rayons X (diagnostic) Rayons X (thé&apie)
Rayonsy

>

Energie croissante

¢

Longueur d’'onde croissante

Fic. 1.1 — La place des rayons X par rapport auxétihts types de rayonnemeatectromagétiques

1.2.3 Laformation des rayons X

La formation des rayons X repose sur le bombardement d’une citi@lique par un faisceauélectrons
préalablement a@léeres et poies a hauteénergie : lestlectrons, atti#s par les noyaux des atomes
métalliques, sont ralentis, etlhergie cigtique ainsi perdue est rayd@msous forme é&nergietlectroma-
grétique (photons) : les rayons X. Un spectre golgr@tique continu est ain&mis. Par filtrage, seuls
les photons de haufmergie (ditgayons dur} sont alors consess : les autreggyons moug de faible
énergie, seraient &es par les premiers tissus rencéstet n'auraient pour effet que d’augmenter la
dose esiduelle élivrée au patient.

Ce bombardement a lieu au sein d’'un tublectronique, dans lequel oréerune diference de potentiel.
On peuta ce niveau confiler la gamme dnergie des photons qui vogire ensuite rayoras.
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1.2.4 Interaction des rayons X avec la maére vivante

Le principe de base de I'imagerie par rayons X est le suivant : les rayons X soisfgan des photons
d’énergie suffisamment forte pouemetrer et traverser les organismes vivants, mais qui seeahmoins
attenies lors de cette travers ; cette alinuation est caragtistique des tissus rencoad; et offre donc
un moyen de discriminer les tissus.

L'atténuation des rayons X (c'eatdire de Ienergie des photong) la traverée de la matire est due
essentiellemerd deux pnonenes qui affectent une partie des photons du faisceau :

— l'effet photalectrique qui est un pBnonene dabsorption: en pésence d'un photon X, un
électron @riphérique d’'un des atomes du milieu est ar@cht vient se combiner au photon :
le photon est absoéh L'attenuation du faisceau de photons ainsi induite est proportionaidile
densié électronique du milieu, qui est elleéme fortement e a la densié du milieu. Leffet
photctlectrique s'agre donc plus margudans les matiaux lourds, comme les structures os-
seuses.

— l'effet Comptonest un pnonene dediffusion: la perte dénergie du photon incident n’est pas
totale, mais provoque uné&diation du photon de sa trajectoire initiale ; on dit qu’il est diuBe
fait, le rayonnemenémergeant de I'organisme est congtitle deux rayonnements : un premier,
colinéaire au faisceau initial - on parle de rayonnement primaire - et un second, dit secondaire,
résultat de la diffusion, dont on ne caile pas la direction &@mergence. C'est le prairhe ditdu
diffusg, qui entraine sur les images des pertes de contraste, et expose le persadical envi-
ronnant et les organes du patient hors du chandps radiations iresirables. Ce @monene est
préponcérant dans les matiaux Egers (comme 'eau).

La combinaison de ces deux effets est@natisee par un nombre, appeé coefficient ligique d’aténuation
du milieu La valeur du coefficient depend de plusieurs par&ines, les au milieu (comme par exemple
le nuréro atomique, sa densitlectronique), comma I'énergie du faisceau incident (cabifse par
I'opérateur). On utilise comme coefficient dé@tuation de &férence celui de I'eau. Quelle que soit
I’ énergie du faisceau incident, on peut classer legmdifftes types de tissus classiquement renes i@

la mangére suivante (par coefficient d'attuation croissant) :

air poumons graisse eau tissusmous vaisseaux O0S
0

On peut ensuite exprimer I'&@huation d’un faisceau de rayons X : [&tuation subie par un faisceau
monochromatiquéc’esta dire monénergetique)a la traverée d’'un objet non homame - plong dans
un milieu transparent - et carécist en chacun de ses pointpar le coefficient d’aéinuationu(x), est
commurément modlisee par laloi de Lambert-Beerqui s'enonce ainsi : si I'on noté; |' énergie du
faisceau incident sur I'objet selon une droltelonree, etl,; I’ énergie du faisceaemergeant de I'objet
selon cette ®@me direction, alors on a la relation :

Lo [y nx)ix (1.1)

Cette loi empirique est motae par I'exjerience simple suivante : on consid K objets identiques
homogenes, de coefficient d’@huation uniforme:, dispo€s le long d’un rdme axe, et travegs les uns
apes les autres par unéme faisceau de photons Xgdiergie initialely. On noter le nombre par lequel
est divige l'intensié du faisceau quand le faisceau a tragdasdongueur d’un objet. Alors

— I'énergie du faisceadula sortie du premier objet est;
T
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— I'énergie du faisceadu la sortie du deurime objet est—g ;
3

— et, en iérant, Ienergie du faisceaala sortie dukK ™€ et dernier objet es{%.
T

o I 1 _ . R :
Dans ce cas particulier, on a la relatl?(ﬁ = =ce Knr et on voit donc appatte la relation expo-

. - . . . 0 r . . .
nentielle qui lit I'aténuation du faisceau de rayonsfa longueur parcourue par ce faisceau. &alig,

les faisceaux de photons X sont polychromatiques, et on a alors la I@mlation suivante, prenant en
compte la gamme des longueurs d’onderésentes au sein du faisceau :

I, = / To(N\)e™ Jom@N)dz gy
A

Cependant, en pratique, les faisceaux de rayons Xagiient quasi-monochromatiques, et on a coutume
de faire I'hypotlese que la fonction d’&huation ne @pend pas deénergie du faisceau incident. On se
place alors dans le cadre de la loi de Lambert-Beené&e en 1.1, ce qui permetétrire :

eyt =0 ()

Le premier terme de cetgalié peut secrirea I'aide d’un outil matématique connu par ailleurs : on
utilise comme modle mat@matique de I'aéinuation d’un faisceau le long d’une direction déarune
transfornée appedetransfornée de Radort, dont voici une prengire finition (nous adopterons un
point de vue plus formeléak le chapitre suivant) :

Définition 1.2.1
Soit 1 une fonction intégrable du plan, et L une droite du plan. On appelle transformée de Radon de Ia
fonction p le long de la droite L la quantité

Riu(L) = / i

Dans le cadre de la loi de Lambert-Beer, on a alors :

lonisation de la matiere et dose de rayons X

L'atténuation que confilcun faisceau de rayons Xla traverge d’'un objetémoigne d’une interaction
avec la magre : on dit que le rayonnement ésisant ou que la maére esionisée avec pour elle des
effets biologiques d’autant plus nocifs quérdergie du rayonnement ése\ee.

La matire peutétre ionige sous l'effet d’'un rayonnemengsl que leénergie de ce rayonnement est
sugerieurea I'énergie de liaison desectrons du milieu. Les cellules vivantes sont affestau niveau
de I'ADN et des enzymes, par rupture des liaisons hyéineg ce qui perturbe leséoanismes de trans-
cription et de duplication, donc de reproduction cellulaire.

Pour le diagnostic, on utilise des rayons X de baswrgie (de I'ordre du kil@lectron-volt), alors que
pour la tlerapie, @ I'on tire profit de cet effet ionisant,&nergie est de I'ordre du&gaélectron-volt.

Les rayons X onta forte dose, des effet®terministes connus (moelépiniere, sérilité,..). A faible
dose, les effets ne sont pas &matiques, mais on reconnait des risques de malformation du foetus
chez la femme enceinte. Des risques de cancers radio-induit§otnifisa des expositionepetes, ont

lintroduite en 1917 par J. Radon, méathaticien hongrois
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égalemeng&te mis enévidence. Pour les patients,les doses alemmhbors des examens de diagnostic
traditionnels, les risques sonégligeables (sauf pour la femme enceinte). On cherche toutflas
minimiser dans la mesure du possible, mais la cible des programmes de radioprotectioedeictien
de la dose dlivrée visent avant tout le personnekdical, expos de margére ggulierea ces radiations.

1.2.5 Interaction des rayons X avec lesé&tecteurs

Les cetecteurs ont pour fonction de convertiefergie poée par les faisceaux de rayons X sous une
forme visible par I'oeil. Comme nous I'expliquerons plus loin, les images par rayons X pegéwent
obtenues dans deux contextes : des images satiques, et des images dynamiqésscteesside rayons

X assoces sont alors diffrents.

Détecteurs de rayons X pour images statiques

Les cetecteurs de radiographie les plus communs sontésmiun couple écran et film, enferis dans
une béte, appete cassette. &cran, dittcran renforgcateura pour dle d’amplifier le signal poé par le
faisceau de rayons X (ou, autrement dit, éduire la dose de rayonsautiliser pour obtenir finalement
le méme noircissement). Il contient du phosphore, qui, pésumer, transforme les photons X recgus
en photons lumineux (on dit qu'’il y a un phonene defluorescence sous l'action des photons X, les
particules de phosphore absorbegnkrgie du photon, et sont exasss ; le retoua I'état dequilibre se
fait par exemple pagmission d’un photon lumineux). Les photons luminémis vont ensuite frapper
un film photographique classique, c’&stlire recouvert d’'unémulsion sensible aux photons lumineux.
I'énergie des photons lumineux est transfeenen @pdt argentique sur un film photographique, recou-
vert d’'une couche sensible de bromure d’argent : sous l'effet des photons X, leBionexcigs, se
combinent avec les iondg™ pour former de I'argent &tal. La quanti d’argent forngée est proportion-
nellea l'intensié capée. On obtient alors une image latente (égatif), qu'il faut ensuite evelopper.

Depuis plusieurs araes, les efforts de recherche se concentrent gwollition vers des @&tecteurs
numériques : I'image obtenue n’est pluséigsur un film, mais est niariste, eta ce titre, est, transmis-
sible, archivable, nonérissable et non fige (on peut la traiter pour la rendre plus pertinente, jouer sur la
dynamique pour&hausser telle ou telle structure,..). Globalement, on constate que le nombre d’examens
nécessaires au diagnostic est moindre ; de plus, la serssithditbtection des rayons X est accrue par
rapport au couplécran-film, et on peut donc travailler dans des gammeseatyie plus faible : la dose
recue par le patient estduite. Malgé tous ces avantageseVolution vers le nui@rique demeure assez
lente : en France, en 2003, encore 60% des examens de radiogetgbig effectas avec un film. Il
faut dire que la technologie nuarique reste diteuse (155 000 euros en 2002 pour étedteur plan sta-
tique), et ne s'inkgre pas facilement dans le ragael d'imagerie existant. Un autre pré&phe, tanmoins

en voie de esorption, est celui de I&solution spatiale des images qu’elididre : elle est encore j@g
insuffisante pour certains examens, hotamment les mammographies.

La transition vers I'imagerie nuémique en radiographie&é amorée avec I'apparition &crans radio-
luminescents mémoire (dits ERML), dans des dispositifs dits de "radiologie inforneafigCR : com-
puted radiography). Les photons X sont recueillis sur une plaque de phosphore, qui remptacarss
traditionnels dans la cassette, puis la plaque est eapar un faisceau laser pour convertir I'image la-
tente en signatlectrique, qui est nuarise.

De nouveaux étecteurs sont ensuite appaau$a fin des anees 90 : les capteurs plans (flat panel);
dans certains, dita conversion indirecteles photons X rencontrent d’abord une couche decriaat
fluorescent (par exemple du iodure disitim)a travers laquelle ils sont convertis en photons lumineux,
puis rencontrent degcepteurs de lurare - photo-diodes, par exemple en silicium amorphe - qui conver-
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tissent la lumére en signauglectriques, lesquels sont conduits vers une matrice de transistorgdian (
a cristaux liquides). Dans ce type de dispositif, les photons lumineux, avétne donvertis en signaux
électriques, sont conduits dans des guides dans lesquels ils subissent de la diffusiore#¢xdess,
qui conduisenti une perte de sensibditet de esolution. Dans d’autresétecteurs, dits conversion
directe les photons X sont d’abord en contact avec une couche derimaphotélectrique (8l€nium
amorphe)a la traverée de laquelle ils sont convertis directement, céeslire en une seulétape, en
signauxélectriques qui sont conduits vers une matrice de transistors 8dfar@ cristaux liquides).

Les principaux constructeurs sont Hologic, pour légedteursa conversion directe, et Canon, General
Electrics, Varian, et Trixell, pour lesétiecteursa conversion indirecte. Trixell est une entreprige n
d’une collaboration entre Thes, Philips et Siemens), impl&stdans laggion de Grenoble, qui parraine
ce travail de thse, et qui occupe une place importante sur le néantternational des capteurs plans
(avec le capteur plan statique PIXIUM 4600).

Détecteurs utilises pour I'imagerie dynamique avec des rayons X

Les cktecteurs principalement utiéis pour ealiser des images dynamiquee$aide de rayons X s’'ap-
pellent desamplificateurs de brillanceils sont apparus juste &% la seconde guerre mondiale. lls per-
mettent d’obtenir des images avec des doses de rayons X faibles, et sont capableseatedés &ries
d’'images, voire des images "en continu”. lls sont uéiiisau bloc opratoire, dans des dispositifs apel
fluoroscopesque nous m@senterons plus bas. lls sont f@sd’un tube sous vide, dans lequéhgtrent

les rayons X, qui frappent d’abord @etran au phosphore : des photons lumineux sont élois, puis
frappent une "photo-cathode”, c’eatdire un dispositif quemet de€lectrons quand il est fragppar la
lumiere. Leslectrons aingémis sont alors soumisune diference de potentiel, et focais, comme dans

un syséme optique classique avec deux lentilleséside part et d’autre d’'un foyer, ils sont @éees

et vont alors frapper un nouvékran au phosphore, de taille beaucoup plus petite (2,5 cm), ce qui va
avoir pour effet de produira nouveau des photons lumineux, mais cette fois-ci avec un rendement beau-
coup plustlee (le gain par rappod un systmeécran-film peut aller jusgé’ 10000). Ceci a pour effet
d’avoir des images beaucoup plus brillantes, avec en plus un temps d’exposition aux ragoog Xce

qui permet d’acqérir des imagea une cadence pligevee que dans les sgshes traditionnels). On peut
alors recueillir I'image sur un film viglo, ou sur uneéiévision, ou sur une cadna CCD (qui fournit une
image nurérique).

Le principal inconenient des amplificateurs de brillan@side dans la quaditdes images obtenues : le
procece d’amplification du signal lumineux conduitdes distortions dans I'image finale, qui s’en trouve
déformee ; il faut mettre en place des paatures de correction de cette distortion (ces @doces uti-
lisent une grille, dont on compare lagnetrie €elle, parfaitement connu& Ja geonetrie visuali€e sur
'image qu’en restitue 'amplificateur de brillance).

Comme pour I'imagerie statique, la tendance esteauebbppement desdecteurs de radiologie n@rique
dynamiques. Par rapport aux amplificateurs de brillance, ils sont plus sensibles aux rayons X (donc per-
mettent de dlivrer une dose de rayons X moindre) ; ilepentent une meilleurésolution temporelle,

et un meilleur contraste ; ils sont plusglers et fournissent donc des dispositifs d'imagerie plus ergono-
miques ; leur @solution spatialea I'origine insuffisante, @t antliorée et est aujourd’hld peu pes
similaire a celle des amplificateurs de brillance ; mais surtouta et leur principal avantage, ils four-
nissent des images qui neegentent pas de distortion. En revanche, le gros irlruent de cesé&tecteurs

est gqu'ils sont beaucoup plusiteux que les amplificateurs de brillanéd’@chat et pour I'entretien), et
comme leur conception pose des diffi@sltechnologiques, le€técteurs dynamiques disponibles sont
de taille limitee - ce qui motive, comme nous I'expliquerons plus tard, le travail sur lesgmnaisl de re-
constructiora donrees trongaes. Par exemple, l&tecteur dynamique PIXIUM 4700 de Trixell mesure
environ48 x 37 cm.
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1.2.6 Les diferentes images fournies par les rayons X

Nous venons de psenter comment les rayons X soatgées, comment ils interagissent avec la i

et comment ils peuverittre detecés. Nous allons maintenant expliquer que ce<difiits penonenes
peuventétre exploiés pour produire deux types d’'images : des images directes aeltist-qui rendent
compte d'une &alite physique brute, et des images reconstruitegsagalculs, qui rendent compte de
phénonenes physiques qui ne sont pas directement observables.

1.2.6.1 Lesimages directes : radiographie et fluoroscopie

Les images directes conventionnelles obtenuésegaux rayons X s’appellent desdiographies Ce

sont des images en niveaux de gris, sur lesquelles le niveau de gris en un point de Emaigmé de
l'intensité de I'atEnuation gu’ont connu les rayons X entre le momentl® ontété émis et le moment

ou ils ontéte deteces en ce point. Comme on I'a dit plus haut, cettéraiation est directementba

la densié des structures travéss. L'image radiographique permet donc de visualiser une image de la
superpositiordes diferentes structures travées par le faisceau de rayons X.

Les radiographies sont des images statiques. Ongualément tirer parti des rayons X pour obtenir des
images dynamiques, permettant par exemple de suivre la progression d’'un produit de contraste, ou de
contidler en tempséel I'insertion d’un outil chirurgical : ceci est I'objet d’'une technique appéloro-

scopie: par oppositiora la radiographie, on peuéfinir la fluoroscopie comme une technique d'imagerie

par rayons X dont le but n’est pas de fouraita fin d'un examen une image, mais dont la fonction est

de permettre de disposer d'images en tenggs Isoit en continu, soit aussi souvent qu’on le souhaite.

Pour cela, on utilise un dispositif construit sous la forme d’un arceau,@@pARM (litteralement, bras

en forme de C). Ce dispositif est disponible dans chaque blécatgire ; il est mobile, et egquige

a I'une de ses extmites d'une source de rayons X, &t'autre d’'un dtecteur, qui peudgtre unécran
fluorescent, un amplificateur de brillance (c’est le cas le plus courant), oétenteur de radiologie
numérigue (une image de C-ARM estgsenée en figure 1.2). L'intengitdu faisceau de rayons X est
réduite (environ d'un facteur 100) par rapport aux rayons X @tlisn radiographie, mais eélidrée sur

une plus grande déae, ce qui fait que globalement, pour un examen fluoroscopique classique, la dose de
rayons X elivrée au patient est plus importante que pour une radiographie classique. La faibleéntensit
du faisceau de rayons X a pour cégsence que les images obtenues sont de moindreé&gakt les
images obtenues en radiographie (augmentation significative du bruit).

1.2.6.2 Lesimages reconstruites : images scanner

Nous allons nous igresser ica des techniques dites ttenographigdu gredomos qui signifie coupe) ;
on pourrait esumer leur but de la mae suivante : comment visualiser I'amteur d’'un organisme, sans
pour autant I'ouvrir ?

Une radiographie donne, comme on I'a dit plus haut, une image de la superposition demnth
structures rencorées par le faisceau. Cette image est directement accessible. A contrario, les images de
coupes internes de I'organisme ne sont pas accessibles directemer#; diestecessitent des calculs :

c'est I'objet de la tomodensitoatrie par rayons X, principe de base des scannédicaux, pour lequel
Godfrey N. Hounsfield (ingnieur enélectronique) et Allan M. Cormack (mamaticien) ont recu le

Prix Nobel de Medecine en 1979.

Le principe de base est le suivant (voir figure 1.3) : un couple source de rayonét¥ctalr effectue

une rotation autour d'un patient, et irradie une section éerselon toutes les droites qui traversent cette
section : des mesures d@attuation le long de chacune des droites sont ainsi recueillies tout au long de
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FiGc. 1.2 — Un arceau mobile, ou C-ARM, est un dispositif d'imagerie par rayons X permettant efaicqu
des images au bloc ématoire, en continu, oa volong. A I'une des ex&mites du bras, on trouve une
source de rayons X, @tl'autre, un @tecteur [Image General Electrics]

I'acquisition, et les calculs consistent alaren @duire I'atenuation en chaque point du milieu travers
autrement dit, on mesure la transf@ende Radon de la fonction d'attuation le long des droites qui
traversent la section, et les calculs qui suivent consisteémierserla transforn@e de Radon pour en
déduire la valeur de la fonction d’&uation en chaque point de la section. Cette carteadiadition, qui
caracérise I'anatomie de la structure, est reggnée sous forme d’'une image : une coupe scanner.

Depuis les premiers prototypes construits @but des arees 70, I'architecture des dispositifs d’ac-
quisition a beaucoupvollé : dans les premiers scanners, on faisait des images coupe par coupe, qui,
une fois empites, donnaient des informations volumiques. En 1989 sont apparus les premiers scanners
hélicaidaux, ai le lit du patient est transka@ I'intérieur du tunnel du scanner pendant que le couple
source/@tecteur est en rotation continue. Depuis, I'anmajeureéside dans le @eloppement de
scanners multicoupes (dits aussi multibarrettes) : plusieur€esngde dtecteurs sont acdss, et per-
mettent ainsi d’acderir simultaement des dorées issues de plusieurs coupes, en condusates

coupes plus fines, avec une acquisition plus rapide (actuellement moins d’une demi-seconde par tour).
En 2003, en France,loessentiellement General Electrics, Siemens, Toshiba et Philips se partagent le
marcte, deux tiers des scanners venétsient des scanners 16 coupes, et tous offraient de toute facon
plus de 4 coupes.

Dans ce manuscrit, nous nous placerons, sauf dans le dernier cRaplires le cadre de laégnétrie
d’acquisition la plus simple possibla,savoirla geéométrie parallele 2D: on consi@re que le faisceau
de rayons X qui traverse I'objet est un faisceau de rayons p#sllet que I'on reconstruit un empile-
ment de coupes. Bien que cetteogrétrie ne soit plus la @mnétrie utiliste dans les derniers scanners
commercialigs, qui sont des scanners tridimensionnels, les travaux qui sont éffetdns le contexte
des donges trongées - qui nous i@resse ici, et que nousgsenterons plus loin - le sont eargral en
geonetrie 2D ; de plus, si I'on travaille enégnétrie 2D, il est plus &aliste de travailler enapnétrie
dite fan beam(c’esra-dire enéventail : le faisceau est contenu dans Gneplan dont le sommet est

2Dans le dernier chapitre, on se place dans le cadre d’éoefgrie d’acquisition divergente 3D, mais comme nous le
verrons, la technique de reconstruction appiigjalors sera puremerégrétrique, et aucun outil d’'inversion 3D analytique de
donrees radiographiques ne sera moilis
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la source de rayons X), mais il existe des f@thares dites desbinningqui permettent deéorganiser
des donges acquises @ventail en un jeu de doBmes para#lles : les esultats de lagpnetrie parakle
peuvent donétre appligés.

Fic. 1.3 — Un scanner, et Il'illustration de son principe de fonctionnement : des mesures radiologiques
sont effectées tout autour du patient, et permettentgapralcul, de donner une image de la section
irradiée.

1.3 Utilisation de I'imagerie par rayons X au bloc ogeratoire : 'exemple
du vissage @diculaire

1.3.1 Les Gestes Mdico-Chirurgicaux Assisgés par Ordinateur

Le travail qui est peseng dans ce manuscri&de effecti&e en grande partie dans wawlipe de recherche
travaillant sur lesGestes Mdico-Chirurgicaux Assiés par OrdinateurCetteéquipe est unéquipe plu-
ridisciplinaire (informatique, robotique, &anique, traitement d'images, mathatiques), dont les tra-
vaux ont un objectif commun : mettéela disposition des chirurgiens et de leurs patients de nouveaux
outils rendant les gestes de chirurgie pllsss plus pécis, plus rapides, moinsvasifs moins trauma-
tisants, en particulier pouéduire les douleurs post-ematoires, la due d’hospitalisation, la dée de
convalescence (et donc aussi le@tsdiés aux interventions chirurgicales).

Dans ce contexte, les imagegdicales ne sont plus seulement des outils de diagnostic. Elles deviennent
des outils pour le chirurgien qui peut alors, par exemple :

— disposer d'imagesaja en partie analges, @codees par I'ordinateur (dans lesquelles par exemple
certaines structures onéf et identifées, iscdes,segmerées ;

— planifier précisement son geste avant d’entrer au bloc et retrouver ces informationsénataipes
superposes virtuellement sur des images acquises pendant 'intervention ;

— contdler son geste en tempsal sur des images de sya#ie, qui permettent de visualiser des
structures d'ordinaire inaccessiblad’oeil humain, ou seulement accessibles au prix de gestes
trés invasifs pour les mettre au jour.

Dans les deux derniers cas, on dit que I'on propose au chirurgien un outdwigation chirurgicale
'image change de statut : déellg elle devienwirtuelle.

Certains de ces outils soné@d en partie disponibles en chirurgie conventionnel@cgraux images
fluoroscopiques, qui permettent au chirurgien de é@atrson geste en tempsal. Mais, comme on le
dira ensuite, I'information appdre par des images fluoroscopiques est émifce sont des images de
superposition, certains angles de vue sont indisponibles, les mesures conalaidamer des doses de
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rayons X que I'on souhaiterait moindres). Nous allons dans la suétepter d’autres @thodes d’aide

au chirurgien qui bréficient d'images plus riches en information.

Pour cela, nous allons nous appuyer sur une intervention chirurgicadés@r qui motive le travail
préseng dans ce manuscrit : le vissagadirulaire. Nous la f@sentons dans la partie suivante, en dres-
sant urétat de I'art des techniques qui permettent aujourd’hui de I'assister par ordinateur, &ueded
ensuite les objectifs de notre travail dans ce contexte.

1.3.2 Le vissage @diculaire : description

Le vissage pdiculaire est une intervention en chirurgie ortédigiue, pratigée pour la prengre fois en
1961 par le chirurgien frangais R. Roy-Camille .

A la difference des tissus ditsous les structures osseuses sont rigides : ellesé&emtrdonc biem la
création d'images dans lesquelles leur Bsgmtation est extrafa la partie de leur forma un instant
antrieur. De fait, aprs des travaux initiaux en neurochirurgie, c’est en odaigp que la chirurgie par
ordinateur a trou& un grand nombre d’applications (voir le site Surgetics.org [108] pour une chronolo-
gie cetaillee). Le vissageégdiculaire est I'une des preares applications connues du guidage du geste
assisé par ordinateur, etad le d&but des travaux dans ce domaine, caslire s la fin des arées

80, des chercheurs grenoblois du laboratoire TIMC (en particulier S. Eayd Cinquin, J. Troccaz,
et le Professeur P. Merloz, chirurgien ortkdiiste au CHU de Grenoble) ont fmun 6le majeur (nous
expliciterons plus loin leur contribution).

But de l'intervention

Le vissage pdiculaire est une techniqueimstrumentationde la colonne vegbrale [88, 62] : on uti-
lise des dispositifs externes (tiges et vis) poetablir puis maintenir Bquilibre tridimensionnel de la
colonne verbrale. Rappelons d’abord [109] que la colonnealmwle est constike d’'un empilement
de vergbres (de haut en bas : les cervicales, les thoraciques, les lombaires, puilaesait sacrum
et celles du coccyx), deux vetires successivétant relees par une structure "amortisseuse”, feem
d’eau et de collagne entowre de cartilage, appEddisque intervegébral.

A I'exception des vegbres sitBes aux exémites de la colonne verbrale, les veébres ont toutes

une structure similaire (que I'on pourra visualiser en figure 1.4 : ellesgmtent & I'avant” un corps
vertebral, et ‘a I'arriere” un arc, appél "arc neural’, compds de deux parties : lesédicules (qui,
grosserement, ont la forme de tubes cylindriques), &ita la jonction avec le corps vétiral, et les

lames. Plusieurs pointes, appe$ processus, se greffent sur cette structure : deux processus transverses,
guatre processus articulaires (ou articulations facettaires), et un processad'sixtremite posérieure

de la verébre, appd processuépineux, olepineuse (comme on le verra ensuite, il est facilement iden-
tifiable, et joue undle fondamental comme "point de &@” dans les techniques de recalage). L'arc
neural entoure un canal dans lequel passe la méellgere, et la colonne est ent@ par un &éseau

dense de nerfs et de vaisseaux.

Le vissage pdiculaire consista in€rer des vis dans leggicules de plusieurs vetires, afin de pou-
voir ensuite faire glisser dans lésds des vis une tige servant alors de "tuteur” pour la colonne (voir en
figure 1.6). Cette intervention est prat@gien particulier dans le cas de fractures detbees (dans ce
cas on instrumente les deux vrtes adjacentésla vertbre fractuee), dans le cas de scolioses, comme
lillustre la figure 1.5, ou encore lorsqu’une véebre glisse vers I'avant du corps \&fbtal sit@ juste
en-dessous d'elle (@monene appd spondylolisthesis).

La difficulté de cette interventioreside dans plusieugdements :
— la proximi& de structuresoblesau voisinage deséglicules : nerfs, vaisseaux, moeipiniere :
il y a un risque de perforation de I'enveloppe osseuse @dgples lors de I'insertion des outils
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chirurgicauxa I'intérieur de cesédicules, qui peut conduigedes ésions des structures environ-
nantes ; ainsi, outre l'instabiéitde I'instrumentation qui enétoule, un mauvais placement peut
causer des troubles neurologiques, plus ou moins handicapants;;

— l'acces difficile aux @dicules, et I'impossibilé de contbler directement, visuellement, la pro-
gression du geste;

— lavariabilie des gdicules d'un individa I'autre (profondeur, diagtre, orientation). Par exemple,
la section des@dicules vegbraux varie entre 5 mm et 1 cm pour les @bres dorsales et les trois
premeres lombaires, jusga’l,6 cm pour les lombaires L4-L5;

1.3.3 Technigue conventionnelle et enjeux de la chirurgie assest par ordinateur pour
cette intervention

Traditionnellement, le vissageegiculaire s’effectue en chirurgie ouverte, en exposant au jour la face
posérieure des vegbres, agrs un planning effectuavant I'ogration, au cours duquel le chirurgien a
décide, dans des images scanner, des patees de I'intervention (vegbresa instrumenter, diagtres et
longueurs des vis, orientation des trajectoires,...). Cette interventiosadiste sous condie fluorosco-
pique, avec des images du type de celle que I'on trouvera en figure (1.7), mais cette appééte a r
des limites : en ne pouvant disposer que des vuésdlat et frontale du patient, qui plus est seulement
en projection, le chirurgien ne peut pas coidr de margre pécise la position des outils au sein du
pédicule ; en particulier, 'absence de vue axiale (caslire le point de vua droite en figure (1.6) ne
permet pas de garantir la position des outils par rapptatmoelleépiniere . Le chirurgien est contraint
de cecider de sa trajectoi@partir d'images tridimensionnelles effegts avant I'opration, et mises en
correspondance mentalement avec ce qu'il voit dans le chamatoire, comgitees par ses connais-
sances anatomiques : la position déslipules est extrapeé a partir de la position d’autres reges
anatomiques accessibles, eux, visuellement.

Selon les sources ([88, 59]), ce protocole conduintre 1G 40% de vis mal plaes (mises eavidence

par des scanners postépgtoires, conduisarit des positions approximatives et instables, ou, d’'une
mankre plus grave, affectant des structures nerveuses. De plus, les images fluoroscopiques, si elles sont
acquises tout au long de I'intervention, conduisedies temps d’irradiation qui se comptent en minutes

et quia la longue, peuvent séveler refastes pour le personnekédical ; denfin, les salles d'épation

ne sont en gréral équipees que d’'un seul C-ARM, ce qui obligele repositionnea plusieurs reprises
pendant I'oggration si I'on veut confiler la progression du geste selon des incidences a#srfen plus,

on ne peut donc pas disposer simutarent des informations con@ghentaires que sont les vues selon

les deux incidences).

Les techniques assgsts par ordinateur ont donc I'objectif suivant : introduire un obj&dire dans les
pédicules de la vetbre, en optimisant les cgites suivants :

— la précision du geste : on veut des trajectoires qui resddintérieur des pdicules, et ceci en

disposant d'information en tempael, selon des incidences pertinentes (et sima#aj;

— I'irradiation : on veut qu’elle soitéduite pour le patient, mais surtout powduipe nédicale ;

— le temps d’intervention.
Pour le premier point, la solution &dle consisteraia disposer d’'un scanner au blocéoatoire, per-
mettant de reconstruire des images tridimensionnelles et des coupes dans des sections pertinentes aussi
souvent que le chirurgien en ressentirait Bi@t. De tels scanners, ditsterventionnelexistent aujour-
d’hui, et sont utili€s en particulier pouréaliser des biopsies du cerveau : le neurologue introduit une
aiguille dans la&te du patient. Tout au long de l'intervention (typiquement, pour une biopsieade 2
minutes), le scanner est en rotation autour du patientéldtrd des images successives, avec une ca-
dence de rafiighissement de 'ordre de 6 ou 12 images par seconde. Bien que ce dispositif fournisse
au chirurgien une @cieuse information tridimensionnelle en temgslr il n’est pour autant pas sans
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Lamina Superior articular facet
Lame Artleulation facettaire supérieure
Transverse process
Processus costiforme
Péu'ﬁ-:ne Spinal canal

Canal vertébral

Vertebral body
Corps vertébral

Normal lumbar vertebra, seen from above
Vue supérieure d'une vertébre lombaire normale

Superior articular facet Pedicle
Articulation faceftaire supérieure Pédicule
Transverse process
Processus costiforme ou
apophyse iransverse
Lamina Vertebral body
Lame Cops vertéhral

Spinous process
Processus épinewx

Inferior articular facet
Articulation facertaire inférieure

FiG. 1.4 — Verkbre lombaire (sdmas extraits de [103, 110]) : les vues de dessus, de profil et de face,
avec ensuite le r&ggage des difrent€lements. En bas, on peut visualiser I'environnement deslwers,
riche en structures nobles (moelipiniere, vaisseaux).
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FiG. 1.5 — Instrumentation d’'une scoliose par vissagdigulaire : on introduit des vis dans plusieurs
vertebres,a travers lesétes desquelles on glisse des tigestatiques, qui permettent de redresser la
colonne verébrale.

FiG. 1.6 — Principe du vissageegdiculaire [39] & droite, la vue axiale, ou vue de dessus, qui permet de
contller si les vis sont correctement pas, mais qui n'est pas accessible par des images fluorosco-
piques.

FIG. 1.7 — Protocole conventionnel : les images sur lesquelles le chirugien peut s’appuyer sont des images
fluoroscopiques;; les vues de profil et de face sont disponibles, mais la vue axiale est inaccessible.
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inconenient : outre 'encombrement qu’il @ dans le champ épatoire, il irradie pendant plusieurs
minutes une zoneés locali€e du patient, ainsi que les mains du chirurgien (notons que pour limiter
ce dernier point, dans le cas des biopsies, degs\est robotiss de bras articak sont évelopges afin
d’effectuer le positionnement de I'aiguille).

1.3.4 Navigation chirurgicale par differentes techniques : I'exemple du vissageegiculaire
assisé par ordinateur

1.3.4.1 Navigation chirurgicale : principes g@néraux

Nous allons ici esumer les principes de base de la navigation chirurgicale (ceux-ci soneexpas
exemple dans [76, 90, 89, 92, 98, 48]).

Le but de la navigation chirurgicale est de limiter I'extrapolation que le chirurgien @weéldpper men-
talement pour imaginer la position de ses outils au fil de@ragiona I'intérieur de structures auxquelles

il n'a pas d’acés visuel direct; pour cela, on veut pouvoir lui fournir des images de &gathui per-
mettant de suivre cette progression. D’une réemiin peu grérale (nous entrerons dans légalls plus
bas), les images que I'on va lui fournir seront des image#es du patient (acquises une fois pour toutes
avant ou au ébut de I'ogeration, donc induisant une irradiation bien moindre que lors d’'une acquisition
continue), augme@esa chaque instant d’informations recueillies en ten@ed dans le champ épatoire
(position de l'aiguille, de la vis,..), par des capteurs apglekalisateurs et replaées virtuellement dans

les images dicea une application informatique.

Pour rendre les choses coet@s, on fait souvent I'analogie entre les dispositifs de navigation chirurgicale
et les sysgmes GPS pour les automobiles : la positieelle de I'automobile est suivie par un satellite,
qui capte les signaudmis par le sygime de navigation dispeslans le &hicule, puis la position de I'au-
tomobile est replae virtuellement sur une carte rar nunérique, sur laquelle I'automobiliste peut
suivre sa trajectoire en tempésat.

On distingue classiquement trois types de &ysts de navigation :

— les systmes passifs : on apporte au chirurgien des informations en té&alpsur la position des
outils chirurgicaux, mais celui-ci reste seulitna de son geste;

— les systmes actifs : on programme un geste chirurgical, qui est ensuitremtnt effectdl par
un robot, sans que le chirurgien n’intervienne ;

— les systmes semi-actifs : on programme un geste chirurgical, qui est ensaitateypar le chi-
rurgien, sous le contte du systme de navigation ; si le chirurgierégarte du geste initialement
planifie, son geste est interrompu par le robot.

Ici, pour les applications que nous allonggenter, et dans la contineidlesquelles nous nous placerons
ensuite, les sygmes de navigation utiis sont des sy&sines passifs.

En chirurgie, les signaux sont magitues, acoustiques ou, la plupart du temps, optigues : on attache des
diode£lectroluminescentegifnettant des infra-rouges) aux éifénts outils que I'on veut suivre dans le
champ opratoire, et on étecte les signaux qu’ell&nettenta I'aide d’'une carara infra-rouge (appeé
localisateu) - en pratique, chaque diodamet plusieurs rayons, et quand deux rayons provenant d'une
méme diode sont répés par deux capteurs déffents de la ca@éra, on sait dterminer la position de

la diode dans I'espace. Les diodes sont en fairgess sur des accessoires appebrps rigides(rigid
bodies), chacun d’eux-émesétant rigidement fi& a I'un des outils que I'on veut suivre. La céna
infra-rouge peut chaque instantédecter les signaugmis par les diodes, et eeduire la position et
I'orientation du corps rigide et donc de I'outil (voir en figure (1.8) pour une illustration).

Plus peéciment, les calculs dans les applications de navigation chirurgicale reposent sur des change-
ments de coordor@es entreaféerentiels :
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Fic. 1.8 — Les outils classiques pour la navigation chirurgicale [89] : on peut visudigguche) les
corps rigides attad@sa un osa des outils, ety droite) la marére dont ils sont@tecés par une caéra-
infra-rouge a I'aide de diodeg&lectroluminescentes fes sur les corps rigides.

— le réferentiel lea la cangéra, dans lequel peuveitire cetermiréesa chaque instant les coorddras
des diodes attaélesa chacun des corps rigides. Pour cela, il faut que toutes les diodes restent
visibles par la carra (on dit qu’il faut peserver une ligne de vue) : le chirurgien n’est donc pas
compktement libre de ses mouvements;

— le reférentiel Ié & chacun des corps rigidég,..i1,,, dans chacun desquelsagea des techniques
dites decalibrage on regre les coordoréres de la pointe de I'outil assécietéventuellement son
orientation. Ces coordoRes sont constantes tout au long de&igiion, puisque chacun des corps
rigides est rigidementéia son outil de&férence;

— le référentiel I au patient pendant I'@pation, R,atient pOUr cela, on attachegalement un corps
rigide au patient; typiquement, pour le vissagsdigulaire, on peut attacher un corps rigie
I'épineuse d’une verbre (“facile” d’ac@s dans une intervention par voie go&ure). La patient
est immobile dans c&férentiel tout au long de I'intervention, ou, autrement dit,&fénentiel suit
les mouvements du patient;;

— le referentiel I a I'image R;p,q4e, dans lequel on souhait&@rminer les coordo@es des outils
pour pouvoir replacer ces derniers virtuellement dans les images.

Plusieurs transformations sont al@rsaraatriser :

— la transformation qui permet de passer éi@érentiel Ié au patient avaferentiel e a I'image : on
parle derecalageentre les deuxaféerentiels ;

— la transformation qui permet de passer @i@rentiel lé a I'outil au référentiel |é au patient : ceci
se fait en relevant simultément les positions des corps rigides agsopar rappor la canéra ;

— enfin, la transformation qui permet de passeré@rentiel lé a I'outil au référentiel lea l'image :
celle-ci s’obtient par composition des deuxgrdentes.

Dans tous les cas, calculer ces transformations corssigteposer la transformation rigidee Obtenue
avec une translation et une rotation) optimale qui minimise la distance entre deux ensembles de points.

Dans la suite, nous allons expliquer comment, dans I'exemple du visgaimifaire, la navigation est
mise en oeuvre, c'est-dire en particulier quelles sont les images virtuelles que I'on reconstruit, et com-
ment sont étermirées les relations entre les @ifents eferentiels.
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1.3.4.2 Navigation dans un scanner per-@atoire

Nous commencons pargsenter la stragyie choisie par Haberlarad al. dans [44], car, rdme si ce n'est
pas la plus ancienne, c’est elle qui est la plus proche de la solutieal&itique nougvoquions plus haut,
qui consisterait utiliser au bloc opratoire un scanner permettant de disposer en teégdgllimages
tridimensionnelles de la&gion de I'of@ration.

Cette technique utilise un scanner interventionnel, mobile (Tomoscan M mobile, de Philips), avec le-
guel les auteurs reconstruisent un volume aout de I'oeration. Le scanner est algesaré du champ
opératoire, et aucune nouvelle acquisition de dmsradiographiques n’est effegtensuite : les probines
d’ergonomie et d'irradiation sont donc aloésplus. Au cours de I'd@ration, le chirurgien peut visuali-

ser virtuellement la progression de ses outils dans le volume scanner initial. Pour cela, des vis en titane
sont ingrées dans chaque vebre d’'inerét avant le scanner, de telle sorte qu’elles sont ensuite facile-
ment identifiables dans le volume scanner.

Nous allons étailler pour cette application les diffentesttapes de mise en place de la navigation (en
explicitant lesetapes gréerales pesenées plus haut) :

— avant de dbuter I'ogeration, on attache un corps rigidd épineuse d’'une des velires du patient
ainsi qu'aux diferents outils chirurgicaux : on corihalors la relation entre Ieeferentiel |é au
patient, et le éferentiel |é & chacun des outils ;

— le chirurgiencalibre les differents outils qu'’il va utiliser ensuite, c'eatdire qu'il détermine la
position de chacun des outils dansé&érentiel propre qui lui estéi (en particulier, position de la
pointe des outils) ;

— le chirurgien commence par toucher les vis en titane imp&dans le patient avec la pointe d’un
des outils, appélpalpeur: ceci permet de &erminer la position des vis dans kEfarentiel lé a
la cantra; comme leéférentiel le au patient est ré&pe par cette rame cargra, on en dduit la
position des vis dans |I&ferentiel lie au patient. On répe alorsegalement la position des vis dans
les images initiales, et on ereduit la relation entre leaférentiel |€ au patient et leéférentiel e
alimage : on aecak les deux eférentiels;

— l'opération en elle-rame peut alors&@buter :a chaque instant, la position des outils esérep
par la caréra, et replaee virtuellement dans les images scanner initiales ; le chirurgien peut donc
suivre la progression de son geste.

Les expieriences @aliges sur patients par les auteurs de [44] conduBseles esultats s satisfaisants

(sur 35 patients, ils&kclarent que les scanners posérgioires n'ont mis evidence aucune vis mal
placgte). Neanmoins, cette technigue n’est pas satisfaisante pour autant, car elle n’est pas viable : comme
cela est rappél par exemple dans [89], adeir un scanner dite tes cher, et les@pitaux n'ont pas

les moyens déquiper chaque bloc épatoire avec un tel dispositif. La technique que noEs@ntons
ensuite, évelopge quelques a@es plusdt, contourne ce probme, en utilisant un scanner effegtu

avant I'entée au bloc opratoire, donc avec du néatel disponible dans lesdpitaux.

1.3.4.3 Navigationa I'aide d’un scanner préoperatoire

Cette stratgie est la prengire stragégie de navigation pour le vissagédiculaire. Elle &t élaboke
simultarement, et de maare incependante, dans les @as 90, par deugquipes : unéquipe suisse, de
I'Université de Berne, me¥e par L. Nolte [76], et unéquipe grenobloise du laboratoire TIMC, neen
par S. Lavake, P.Cinquin et J. Troccaz.[59]. Cette technique a fait depuis I'objetdelabpements
ultérieurs (voir par exemple [60, 71, 72, 102, 90]), et est @llipar exemple au CHU de Grenoble par
le professeur P. Merloz.
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A la différence de la stragie que nous venons d’exposer, on n'utilise pas de scanner au l@i@tape.

On fait neanmoins en sorte que de I'information tridimensionnelle - en particulier dans la direction ab-
sente des images fluoroscopiques - soit disponible : pour cela, on effectue un scanner aveatiiepdr

tient au bloc opratoire. Sur ce scannergogeratoire, le chirurgien construit fdanning de I'oggration

Une fois au bloc opratoire, il faut alors effectuer un recalage entre les images scanBeggratoires,

et le eférentiel du patient. Plusieurs technigues sont alors possibles :

1. en utilisant un palpeur pour pointer des points céristiques, reprables facilemerit la fois dans

les images pr-operatoires et sur le patient sur la table dogtion ; ces points cardtstiques

peuventtre de diferentes natures :

— ils peuventétre des marqueurs artificiels implaatdans les os, comme c’est le cas dans la
straggie utilisant un scanner interventionnel que nous avoaseniee plus haut; cette tech-
nigue est pecise, mais @sente I'inconenient de Bcessiter une intervention chirurgicale avant
le scanner, don@ fortiori avant I'ogeration elle-r@me, ce qui est trop contraignant;;

— ils peuventétre des marqueurs artificiels &ix sur la peau avant le scanner, et radio-opaques
(pourétre visibles dans les images scanner) : cette technique a l'avantage deétes paga-
sive, mais elle est peu @eise : la position des marqueurs par rapport auxebess peuétre
modifiee entre les images effeées avant I'enére au bloc et 'anatomie per-epatoire ;

— ils peuventétre des marqueurs anatomiques, caslire des points des velires facilement
identifiables (par exemple les e&inites des diférents processus des \&hbites). Le recalage
se fait alors en re&grant d’une part ces points dans les images scanners, et d’autre part en les
palpant au dbut de l'intervention, et en recherchant la transformation rigide optimale permet-
tant d’apparier ces points. Erétat, cette technique est souvent§agassez peu @cise, et on
préfere recaler des surfaces, c’'a@stlire recaler un nuage d’'une quinzaine de points choisis
aléatoirement dans unégion donge sur la vedbre avec un nuage de points choisis sur les
images (cf.[59, 76] ).

2. en utilisant d’autres techniques, sans palper de points, ce qui permet d’envisager des protocoles
opératoires moins invasifs, voire percuéan(on n’est plus oblig d’exposer toute la face agre

de la verkbre pour palper des points, et ensuite, pour introduire les owds Il'intervention

elle-méme, on peut se contenter d’incisionssttocalig€es) :

— recalage entre une surface idegtfisur un scanner @ogeratoire et une surface idengiéi en
réalisant uneéechographie au bloc épatoire ; ces travaux ont fait I'objet de lagtbe de J. To-
netti [93] pour le vissage sacro-iliaque (c’éstire au niveau du bassin) : on effectue le re-
calage en attachant ugferentiela la sondegchographique,é&férentiel dans lequel on peut
déterminer les coordom@es des points idené&s$ dans les imageschographiques ; autrement
dit, la sondeechographique joue I&ke du palpeur. La navigation se fait ensuite dans le scanner
préoeratoire ;

— recalage entre un scanneégpgeratoire et des images fluoroscopiques pérafwires ; ceci a
fait I'objet de la tlese d’A. Hamadeh [45, 46] : dans ces travaux, qéfiguraient les travaux
de M. Fleute que nousétiaillerons plus loin, quand nousgsenterons les objectifs de cette
these, I'icee consistaid acqerir deux images fluoroscopiques exbdt d’interventiona isoler
sur chacune d’entre elles les contours en projection de lahsertpuisa isoler sur le scanner
préogeratoire la surface de la vefire. Le recalage consistait al@drouver la transformation
rigide optimalea appliquer entre leéféerentiel du volume scanner, pour que la projection de la
surface de la vegbre cdncide avec les contourgtecés sur les vues fluoroscopigues. Comme
nous I'expliquerons plus loin, ce type de shgie se heurta un probéme majeur : celui de la
détection des contours de la v&te dans les images fluoroscopiques (c’est la superposition des
structures qui rend cett@cdhe difficile). De fait, les travaux n'avaieaté valices que sur des
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vertebres &ches, c’esi-dire sans environnement exeur, ce qui simplifie singwrement la
phase de @tection de contours.

Une fois que le recalage&é effectig, le chirurgien peut naviguer dans les images scanner, ebtemtr
sa trajectoire par rappadtla trajectoire gralablement planitie.

Actuellement, cette technique de navigation est prepatans des plateformes de @iffints construc-
teurs :

— dans la station de navigation de Medtronic-Sofamor-Danek, @pBtealth-Station (dans laquelle
I'application aéte impemenéea l'origine) ;

— dans le systme VectorVISION de I'entreprise Brainlab;

— dans I'application SpineLogics Universal de la station de navigation Surgetieslop@e dans
I'entreprise grenobloise Praxim - qui&é foncee en 1995 par S. Lavak, I'un des premiers
concepteurs de cette technigue de navigation, et qui parraine ce travaikee th

La figure (1.9) pesente les interfaces de navigation pra@gopar ces diffrents constructeurs : leur uti-
lisateur peut visualiser sa trajectoire sur des coupes seldratifes incidences, mais aussi dans des
images tridimensionnelles.

Screw Navigation  VectorVisiorfspine

File Tocls Layout 2D 3D Device Probe

[Tool :Pointed awl
Length : 42.4 mm - To re-callbrate a toal, put It In the calibration hole.

Diameter : 4.0 mm - Blue footswitch to change trajectory.
= Yellow lootswitch to change vertebral level,

FiG. 1.9 — Les interfaces propess au chirurgien pour le vissagediculaire avec navigation dans un
scanner g-operatoire : interface des stations de navigation de Brainlab, Medtronic (en haut), et Praxim
(en bas) (Images issues des sites des constructeurs [104, 105, 106])
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1.3.4.4 Navigationa l'aide de la fluoroscopie virtuelle

Cette stragie (pesenke par exemple dans [47], ou dans [41], avec une approche pd&reutimspire

du protocole conventionneliorappelons-le, le chirurgien s’appuie sur des images fluoroscopiques ac-
guisesa volong tout au long de I'intervention. L'iek consiste ich acqerir deux images fluoroscopiques
au cebut de I'intervention, chacune selon une incidenceédbfite, puis naviguer ensuite dans ces deux
images initiales : on parle de fluoroscopiguelle.

Pour rendre possible la navigation, equipe le patient et les outils de corps rigides, comme dans les
techniques mrcedentes; la diffrence est qu'ici on suiégalement la position du C-Arm, et par une
procédure de calibrage au niveau du C-ARMali€e en acgérant des images d’un objet-test, ag@pel
mire (grosserement, une cagel'intérieur de laquelle sont dispass des petites spres dont on coniia
préciment la position par rappaitla cage) oretablit, pour une position doée du C-ARM, la trans-
formation entre le&féerentiel lé au C-ARM et le eferentiel de I'image . La navigation se fait ensuite
dans les deux images fluoroscopiques initiales.

Par rapport la straggie conventionnelle, on peut disposer simwtaent de la position des outils dans
deux vues prises selon deux incidencestdéhtes, on n'a plua repositionner le C-ARM plusieurs fois
pendant l'intervention, et l'irradiation, liméea la prise initiale d'images, est bien moindre pour le pa-
tient - ainsi que pour le chirurgien, qui peuésarter du champ @patoire au momentibles images
fluoroscopiques sont acquises. De plus, cette technique utilise seulemengéieheidssiquement dis-
ponible dans un bloc @ratoire, donc ne pose pas de peshe de madriel ou de cat financier.

Actuellement, ce type de navigation pour le vissagéigulaire est prop@e au néme titre que la
précedente par les principaux industriels :

— syseéme Fluoronav de Medtronic-Sofamor-Danek (ici aussi, c’est la plateforme dans laquelle I'ap-

plication aéte propoge pour la prengire fois par des industriels) ;

— syseéme Navivision 2D de Brainlab ;

— syseme Fluologics Universal de Praxim.
La figure (1.10) pesente l'interface de navigation progespar I'un de ces constructeurs (&yse Fluo-
ronav) : leur utilisateur peut visualiser sa trajectoire sim@taent sur les deux vues fluoroscopiques.

1.3.4.5 Navigation avec fluoroscopie tridimensionnelle

Cette stratgie de navigation,&trite par exemple dans [33], est pléeente que les deuxgrédentes,

et elle visea combiner les avantages de ces daes : I'icee est de s’appuyer sur un C-ARM classique
(donc sans introduire d’autre neaitel que le madriel classiguement disponible au blo&ogtoire), pour
reproduire le fonctionnement classique d’un scanner, éedite reconstruire des images tridimension-
nelles au bloc opratoire, dans lesquelles ensuite on pourra naviguer : on patileotescopie tridimen-
sionnelle

On utilise ainsi un C-ARM qui, en rotation autour de la table, recueille desanradiographiques tout
autour de la section que I'on souhaite reconstruire ; la particélldes C-ARMs utiligs ici est qu'ils
sontisocentriquesc’esta dire que le bras a un "vrai” mouvement de rotation circulaire autour du patient
(autrement dit, le centre de rotation reste fixe, au coeur degiam d'ingrét). Cette spcificité, qui n’est

pas assu@e dans les C-ARMS traditionnels, comme illésén figure (1.11) rend possible la reproduc-
tion du fonctionnement d’'un scanner; c’'est par exemple le cas des C-ARMs psopasSiemens (le
Siremobil Iso C 3D, utilié dans [33], ou son successeur, le C-ARM Arcadis Orbic 38sqmé a droite

de la figure (1.11), mais aussi le O-ARM, propgsr Medtronic, dont le bras séplie en forme de "O”

au moment de l'acquisition de doaes).
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FiG. 1.10 — Les interfaces prop®ss au chirurgien pour le vissagediculaire avec navigation dans deux
vues fluoroscopiques acquises @bdt d’'intervention : interface de la station de navigation préepgmr
Medtronic (systme Fluoronav). (Image issue du site du constructeur [105])

FiGc. 1.11 — Les C-ARMS isocentriques @roite) ont un mouvement de rotation contraint, qui leur
permet détre utili€s pour fournir des do@es pour la reconstruction d'images de type scarinéq,
différence des C-ARMS classiques, qui sont non-isocentricueiajte) (Images Siemens - CARM
Arcadis Orbic 3D [107]).
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Fic. 1.12 — A gauche le C-ARM isocentrique Arcadis Orbic 3D prd@ppar Siemensa droite le C-
ARM "O-ARM” proposé par Medtronic. Ces dispositifs permettent de reproduire le fonctionnement d'un
scanner avec le dispositif d'imagerie traditionnellement disponible au bleatpre (Images Siemens

- Medtronic [107, 105]).

Une fois I'acquisition des dor@es radiographiques effeéy, et les calculs de reconstruction du volume
scanner accomplis, on peut mettre en place un outil de navigation similaire aux outilé®ppashaut :
on utilise des marqueurs introduits avant I'acquisition des desmadiographiques, et rigidemeng&fix
dans les vedbres, puis, avant d’entamer I'intervention, on palpe ces points.

Les volumes actuellement reconstruits par ce type de dispositifs sont des cubes dwmtlasure ap-
proximativement 12 cm. Ceci esildu fait que les C-ARM soréquiges de capteurs-plans dynamiques

(le fait qu'ils soient sans distortion fait qu’on lesgfiere aux amplificateurs de brillance, car celédte

d’avoir a corriger les donges avant de les mettre en &atrde I'algorithme de reconstruction) ; or les
capteurs plans dynamiques reposent sur une technologieuse, et ceci explique le fait que leurs di-
mensions sont actuellement likpits. Ceci a une coaguence importante : les algorithmes de recons-
truction classiguement mis en oeuvre dans les scanners ne sont transpsisaibesensuwque lorsque

les structuregtudiees ont des projections dont le support Bbatde pas duétecteur (ou d’'un autre

point de vue, des sections qui peuvétre contenues egtiement dans un cube dont B¢ mesure 12

cm) - nous expliquerons pourquoi dans le chapitre suivant, quand nous exposeronsdmerdblla
reconstructiora partir de donees trongées en tomographie. C'est le cas par exemple des poignets ou
des chevilles, mais, par exemple, ce n'est pas le cas, tout au moins chez I'adulte, au niveau de la colonne
vertebrale. En fait, non seulement les algorithmes classiques sont mifaart,dnais en plus on sait que

les doniees sont insuffisantes pour obtenir des reconstructions exaée® gdans de€gions internes

bien locali€es. Comme on peut le voir par exemple en figure (1.13), les industréssmient cependant

des reconstructions au niveau de la colonneéledle ; dans [33], les auteurs disent que la qualés

images est "suffisante pour identifier les surfaces osseuses” , mais il est reconnu que les coupes obtenues
ne sont pas aussi nettes que les coupes scanners traditionnelles. Linterface offerte aux utilisateurs du
syseme VectorVision de fluoroscopie tridimensionnel@relop@ par BrainLab est pisené en figure

(1.13)

1.3.4.6 Bilan

Le professeur P. Merloz, chirurgien orthagfiste au CHU de Grenoble, a conduit diffntes &ries de
tests pouévaluer la performancedes deux premiers&ysis de navigation (voir par exemple [72, 70]) ;
il en ressort que I'un et l'autre permettent diduire les taux de vis mal plaes obses avec les
protocoles conventionnels, mais avec des effiéadiifferentes :
— pour la navigation dans un scanneggyeratoire : sur 79 patients, et 201 vis énses, 12%taient
mal plag&es (c'est-dire que I'enveloppe osseuse déslipules &té perfoée de plus de 2mm) ,
soit 5,9% ;
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Fic. 1.13 — Les interfaces propdss au chirurgien pour le vissagediculaire avec navigation dans un
volume 3D reconstruit par fluoroscopie tridimensionnelle : interface de la station de navigatiorggropos
par Brainlab (systme VectorVision). (Image Brainlab [104])

— pour la navigation avec fluoroscopie virtuelle, sur 18 patients et 58 @S, 8étaient mal
placces, soit 14%.

Plus pEcigment, ce&tudes ont monérdes nuances selon les pathologies :

— pour les scolioses, linformation tridimensionnelle est cruciale : on observe 6,5% de vis mal
placces avec le scannergmperatoire, alors qu’en utilisant la fluoroscopie virtuelle, on observe
encore 25% de vis mal plaes;

— pour les fractures, la défence est moindre : 5,3% contre 9,5% de vis malgdac

Il reste cependant manifeste que I'apport d’information tridimensionnelle au chirurgien est cruciale :
nous en tenons compte dans la suite.

1.4 Contexte et plan de tiése

Notre travail s'inscrit dans la continéidu projet MI3 (Minimal Invasing Interventional Imaging - 2000-
2002) ([29]), coordona par I'Universié Joseph Fourier, le laboratoire TIMC et la €e€iPRAXIM, et
financ@ par la Commission Eurégnne.

Son objectif globaktait d’areliorer les protocoles chirurgicaux pour les rendre les moins invasifs et
les plus efficaces possible, en travaillant plus partéralinent au @veloppement de nouveaux sistes
d’'imagerie interventionnelle.

Plus peci€ment, le buétait de @velopper pour le vissagegiculaire un systme calivrant une infor-
mation 3D,a partir d’'une architecture n&ielle de type fluoroscopie (c’eatdire sans faire entrer de
scanner au bloc), avec le souci de rendre minimale la dose de rayons X adrinéstde fournir des
images de quakit dans le cas de prabhesa donrges trongées (ces probmes seront gisenés plus en
détail dans le chapitre suivant : préohe inérieur et prol#mea angle limié).

Par rapport aux dispositifs existants que nous venons @eepter, le buétait donc d'avoir, comme
en fluoroscopie 3D, une information tridimensionnelle sur les structuregeg en n'utilisant que le
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matriel conventionnel du bloc @patoire,maisen s’attachan& developper des algorithmes de recons-
truction adaptes au contexte des ddres trongées. En contre-partie, I'objectif @tait pas de fournir

une information tridimensionnelle aussi riche que l'informati@tivdée par des coupes scanner : I'ob-
jectif était “simplement” de donner une image de la surface de lalvart ou, en coupes, des images des
contours de chaque section, une information qui est suffisante pour guider le chirurgien lors d’un vissage
pédiculaire.

D’un point de vue mdiriel, ce projet s’articule autour d’une station de navigation chirurgicale, la station
Surgetics @velopgee par la soéitt PRAXIM, que I'on peut voia gauche en figure 1.14), et d’'un C-ARM
dans lequel &t intege€ le capteur plan dynamique PIXIUM 4700 fabrigpar la so@t TRIXELL.

FiG. 1.14 — Le mériel autour duquel s’articule le projet MI3, contexte de ce travail dedh la station
de navigation Surgetics de I'entreprise Prax@rg@uche), et le C-ARM interventionnel dans lequel un
capteur plan dynamique de I'entreprise Trixe#ita integié.

Plus pEcigment, deux axes de recherche avaidimtlessigs dans le projet MI3 :
— lareconstruction de la surface d’'une edntea partir de deux images fluoroscopiques pegraoires
de la verébre du patient (face et profil), mais sans utiliser de scangepmratoire : I'icee était
d’apporter I'information tridimensionnelle sous la forme d’'un raledstatistique de surface de
vertebres, que I'on éforme de margireélastique pour le recaler avec les images fluoroscopiques.
Ce point a fait I'objet de la thse de M. Fleute ([39]);

— la reconstruction de la surface d’'une edntea partir de donees radiographiques acquises se-
lon le principe de la fluoroscopie virtuelle 3D, mé&egentuellement trondes par rapport au jeu
de mesures utiless dans une reconstruction classique de type scanner, par exemple du fait de la
taille reduite des étecteurs dynamiqué&voqiee plus haut, ou bien de lagsence dans le champ
opératoire d’objets radio-opaques (outils, bord du lit..) obscurcissant certaines zones des radios,
ou bien encore dans le souci daluction de la doseativrée au patient.

Le travail de tlese peseng ici a en grande partietait finané par la egion Rlbne-Alpes, dans le cadre
du projet ACEMo (Acquisition et [2cisions guiées par le Moéle). Sur le premier axe de recherche,
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I'objectif était de travailler sur I'automatisation de la phase @ection des contours de velores dans
les images fluoroscopiques. Ce travail a fait I'objet d'investigations selo@réiffes pistes, conduisant
a des validations sur vétbre £che puis sur fabme nunérique : ces travaux serontgsengs dans le
chapitre 5 de ce manuscrit.

Le coeur de notre travail mamatique ete consa@ au dewéme axe de recherche : I'objectif ini-
tial était devaluer la pertinence deséthodes d’inversion par ondelettes de deem fluoroscopiques
trongLees.

Le chapitre 2 qui suit rassemble les principau&sultats de tomographie permettant de comprendre les
specificités des prot@mes de tomographie donrees trongées, et qui nous orité utiles tout au long

de ce travail : il expose d’abord dessultats classiques sur les dées compites, afin de montrer en-
suite en quoi elles sont mises egfaut. Nous montrons en particulier qu’unéttmode de reconstruction
directement adape des rathodes globales, et done@srfacilement utilisable, fournit degsultats tes
satisfaisants en psence de domes locales, alors qu’elle semble igaempar la literature.

Dans lechapitre 3, apes quelquegléements greraux sur les repsentations en ondelettes de signaux,
nous pesentons les di#frents liens qui existent dans laditature entre la tomographie et les ondelettes,
et nous mettons eevidence deux types de travaux, entre lesquetspieu de passerelles sont faites dans
la littérature existante : d’'une part, des travaux effestpar des ftialistes de traitement du signal,
ou des applications aux prabhesa donrees trongées existent, et d’autre part, des travaux faits par
des spgcialistes de statistique, autour de la transfgran ondelettes-vaguelettes, dont les applications
concernent essentiellement I'inversion de deesmtomographiques braés. Nous montrons qu'il existe
de grandes similaéis entre ces deux approches.

Enfin, dans lechapitre 4, nous pésentons notre principale contribution aux relations entre tomographie
et ondelettes : nous exploitons désultats teorique<tablis en physique #orique au dbut des ankes

90 par M. Holschneider [495 notre connaissance jamais uéisen pratique, pour proposer une nouvelle
méthode d'inversion locale de doees tomographigques tronegs.






Chapitre 2

Tomographie 2D

Dans ce chapitre, nous introduisons d'abord I'outil fondamental en tomographie : la tra@sfdem
Radon, dont nougnoncons les pro@és que nousautiliserons tout au long de ce manuscrit. Nous
présentons ensuite le pré@phe de reconstruction d’une imageartir de donees tomographiques, tout
d’abord dans le cadre classique des dmmglobales, en insistant sur I'algorithme le plus connu d'in-
version des dorges : la nethode de &troprojection filtee. Nous pesentons ensuite des pretrlesa
donrées trongaes, notamment le prabhe inérieur, qui constituent notre motivation ici. Nous montrons
en quoi ils diferent du prol#me global, et nous psentons deux @thodes de reconstruction classiques
en pésence de do@es localesa savoir laA-tomographie et la tomographie pseudo-locale. Nous termi-
nons en revenant sur lagthode deé&troprojection filtee, en la consigrant cette fois-ci dans le contexte
des donges locales, cadre dans lequel elle n'est pas &eaddns la litrature.

Sauf mention contraire, les principalgsultatsenon@&s dans ce chapitre sont issus de la bibliographie,
notamment des travaux de F. Natterer, d’A. Faridani, d’A. Ramm et d’A. Katsevich [75, 34, 85]. Dans
un souci de comghension, nous les congibns par des exemples ou des preuves plus simples dans des
cas particuliers, aveen fil rougetout au long de ce chapitre, I'exemple de I'indicatrice du disquetunit

ou de I'ellipse, en calculant legsultats exacts de I'action de certain&@eurs sur ces exemples. Les
résultats de ces calculs sont parfois desmdans la bibliographie, mais raremeétaillés.

2.1 Latransformée de Radon : @finitions et propriétés fondamentales

Comme nous I'avons dit en introduction, la transféame Radon d’une fonctighrassemble, en dimen-
sion 2, les valeurs des &grales de la fonctiorf le long de chacune des droites du plan. La fonctfon
mocklise la densé d’une section d’un organisme, que I'on cherahidentifier,areconstruire a partir de
sa transforrée de Radon. Dans cette partie, nousspntons leséfinitions et propétes fondamentales
qui interviennent dans ce cadre.

2.1.1 Definition

La transfornée de Radon estdinie sur I'ensemble des droites du plan, que I'orerepde la marire
suivante : on introduit un répe orthonorra (O, eq, e2) du plan euclidien. On not8! le cercle unié
des vecteurs de norme 1. Tout vect@uc S' peutétre caradrise par 'unique eeld < [0, 2| tel que,
dans le repre orthonorré oriené choisi,® ait pour coordon@es(cos , sin ).

Dans ces conditions, pour un vectéure S! fixé et un éels > 0 fixe, on noteraDy ; la droite fornee
des pointsc du plan telsx - © = s (ol - désigne le produit scalaire euclidien di?). Le vecteur® est
alors un vecteur norma la droiteDy ;, ets désigne la distance “addprique” entre I'origine du rejre et

!Dans la suite du manuscrit, on associera tacitement le ve@teus' a I'angled < [0, 2x[.

27



28 Chapitre 2. Tomographie 2D

la droite Dy . On assimilera ainsi une droikedeux paramétres, appartenant au produit ésienS! xR ;
ce produit cagésien est parfois apgelecylindreS! x R.. Ces notationgtant introduites, on peugéinir
la transfornée de Radon d’une fonctiofy dont on pourra visualiser les paratres en figure (2.1).

Définition 2.1.1 (Transformée de Radon)
Soit f € L'(R?). On appelle transformée de Radon de la fonction f la fonction Rf définie sur le
cylindre S' x R par

¥(©,s) € S'xR, Rf(©,s) :/[ o }f(x)dx :/{ . }f(x)dx = /tERf (SC-) +tG)J‘) dt

L'appartenance de la fonctiofi a I'espacel.! (R?) assure I'existence de la transfasende Radon. En
effet,

vx € R?, [1xo=s(x)f(x)| < |f(x)]

et donc sif € L}(R?), alorsl,.e—sf estinegrable sul.! (R?), et lintégrale existe et est finie.

On peut d’ores et&a remarquer que pour les fonctions que I'on cher@hmockliser en pratique, la
transforneée de Radon est bieréfinie ; en effet, une denséitrelativea une section d’'un organisme est
une fonction @finie surR?, borrée, eta support compact ; une telle fonction appartient Bidiespace
L'(R?).

FiG. 2.1 — Paramtres de la transforee de Radon enégnétrie parakle 2D : on note® la codirection
(unitaire) du faisceau de rayons X,satepere I'abscisse de contact d’'un rayon avecéeedteur liaire.

Ainsi définie, la transforrae de Radon peétre interpetee selon deux points de vue :
— la transforrde de Radon d’'une fonction peut d’abdgtie vue comme une famille de projec-
tions ©ali€es au fil de directions successives, au sein de laguelle toutes les projetdiiges
pour une néme direction® le sont selon des directions paeddls entre elles, et peuvegtre
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rassemtéies dans un éme objet ektudiees inépendamment des autres projections. Pour une
incidence® = (cos 0, sin #) fixée, on note ainsky la fonctiona une variable &finie par

Vs e R, Rof(s) =Rf(O,s)

Notons que lorsque la fonctiofiest isotropei€ radiale), la @pendance e® de la transforrae
de Radon dispaif et toutes les fonctionSRy f; 0 € [0, 27} sontégales.

— latransforn@e de Radon d’une fonction peagalemenétreétudiee de manire globale, comme un
ensemble de projections dans leqaeh difference de I'approche @edente, les projections sont
liees entre elles “autant” par la varialibeque par la variable. Pour visualiser cette céhence
globale entre projections, on utilism sinogramme le sinogramme est une ré&sentation d’'une
fonction de deux variable, et s, définie sur le cylindreéS8' x R (des exemples seront dds
ensuite).

On a coutume de repsenter un sinogrammeéglié” sur le rectanglé0, 27[xR, dans lequel le
niveau de gris attribeiau point de coordo@es(f, s) repesente la valeur f(©, s) prise par la
transfornée de Radon d¢ le long de la droiteDy ;. En particulier,

— chaque colonne du sinogramme &gante la transforée de Radon pour une directi@nfixée ;

— & une droiteDy ; dudomaine direct R? est assoée un point dans le sinogramme, le point de
coordones(d, s) ;

— a un faisceau de droites concourantes du domaine direct estéessoe sinudde dans le do-
maine de Radon : en effet, si 'on congi@ le point(xg = |xo|(cos Oy, sin by) = |x0|@¢) du
domaine direct, les droites qui passent par ce point sont exactement les {fdjtgse; 0 €
[0,27[}; Les valeurs de la transfoém de Radon selon ces droites sont alors coisigdans le
sinogramme le long de la courbeéduations = x¢ - ©, c'esta-dires = |xq| cos(fy — 6), qui
désigne une sinusde. Ces sinugdes matrialisent la coBrence entre projections successives,
quand on calcule la transfoée de Radon de la fonction en pivotant autour d’un point du do-
maine direct;

— enfin, de mardire Eciproquea une sinusigle du domaine de Radon est asgagn point du
domaine direct : toutes les droites du domaine direct dont I'image apparti@isinuside sont
concourantes au point de coordées(p cos 6, psin 6), ol p est 'amplitude de la sinusde, et
f sa phase.

Nous illustrons maintenant leefinition de la transforte de Radon par un exemple : celui de la trans-
formée de Radon d'une ellipse remplie de nsaihomog@ne avec une densitonstante. Cet exemple
est important dans le sens tes images de synése que I'on a coutume d'utiliser pour valider les al-
gorithmes de reconstruction (que I'on appelle fastbtme$ sont souvent des fonctions obtenues par
combinaisons ligaires d’'indicatrices d’ellipses.

Exemple 2.1.1 (Transforneée de Radon d'une ellipse homagne)

Premier cas : cas d'une ellipse centrea I'origine du rep ére, dont les axes sont aliges avec les axes
du repere.

On se place dans le repére canonique orthonormal de R? et on s’intéresse a une ellipse £ centrée au
centre du repére, d’axes confondus avec les axes du repere, dont le premier axe a pour demi-longueur

2Nous parlerons ddomaine direcpour cesigner le plarR? ot vit la fonction f, par opposition adomaine de Radoqui
désignera le cylindr&' x R sur lequel est &finie la famille de projection® f.
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a > 0 et le second a pour demi-longueur b > 0, c’est-a-dire I’ellipse d’équation :

2 2
ry | Iy
2 + ol 1 (2.1)

dont on remplit I’intérieur avec une densité constante f, égale a 1.

Comme la densité est homogéne, la transformée de Radon R f(©, s), pour 0 et s fixés, est égale a la
longueur de I'intersection de la droite Dy = {x € R%*x - © = s} avec I'intérieur de I’ellipse. Pour
calculer cette longueur, on résout d’abord le systeme suivant, dont les solutions éventuelles fournissent
les points d’intersection de la droite avec I’ellipse :

r1cosl 4+ xosinf = s

o, _
a? b2

x(x1,22) € Dy, NE & { (2.2)

Pour 6 # 0 [r], on est ramené a la recherche des racines du polynéme du second degré en 1

x? 1 /s—x1cosb 2 1 cos? 6 2scos 52
P =Ly (2 20 =22 = — —
(1) 2y < sin 6 > * <a2 N b2 sin? 9) P20 * b2 sin’ 0

dont Ie discriminant est
B 452 cos? 0 < 1 cos2 0 ) ( 52 ) _4a2czos29+b2sin29—52

A9, s) = 4= -
(6,5) b4 sin* @ a2  b2sin?0 b2 sin? a2b2sin? 6

On en déduit les expressions des couples solutions de (Sy ) - lorsqu’ils existent -, puis la valeur de la
transformée de Radon :

Rﬂa@:{gﬁﬁﬁ+%@y s 2(0.5) >0

ot on anoté (1, T2) et (¢}, x4) les deux couples solutions de (Sp ;) dans le cas oit A(0, s) est strictement
positif. On obtient alors, en fonction de 0 et s,

RO s)—{ WM\/Q2C0829+62811129—82 si |s| < Va2 cos? 6 + b2sin? 6
.8) =

2.3
0 sinon 2:3)

Pour 6 = 0, les solutions du systéme (2.2) sont les couples (s, by/a? - 52) et (s, —2Va? - 32> pour

|s| <aetona
2b

Rof(s) = { 0;

prolongeant ainsi la validité de la formule (2.3) au cas § = 0.
De la méme maniére, pour § = 7, les solutions du systéme (S _s) sont les couples (—s, 2 a’? — s?) et

(=, —2v/a? — s?) pour |s| < aetona

a

a’>—s% sils|<a
sinon

2b

Ref(s)={ ¢

a’>—s% sils|<a
sinon

prolongeant ainsi la validité de Ia formule (2.3) au cas § = = 3.

On obtient donc finalement comme expression de la transformée de Radon pour I’ellipse homogeéne
d’équation (2.1)

RSO, 5) :{ (C;Qmsgg‘jrbbzsm\/ﬁcosQG—&—bQSin29—s2 si |s| < Va2 cos? 0 + b2 sin? 6

sinon

3Le cast = 7 peut aussi se&tluire directement du cés= 0 en exploitant lgarité de la transforrae de Radon que nous
exposerons ensuite.
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On constate en particulier que son support est limité par les deux courbes d’équation s = \/ a2 cos? 0 + b2sin? 0

ets = —\/a2 cos? 0 + b2 sin2 0 dans le plan (6, s).

On peut mentionner le cas particulier important obtenu pour le disque unité, pour lequel a = b = 1, ot

I’on a alors
2v1—s? si|s| <1
0

sinon (2.4)

RI©.5 -
La densité f est isotrope, et la transformée de Radon est bien, comme on I’a dit plus haut, indépendante
de la direction ©.

Deuxieme cas : cas o l'ellipse est centée au pointMg = pp(cos ¢, sin ¢g), et tournée d’un angle
1o par rapport aux axes du repere.
On note

- (O, ey, ea) le repére canonique de R? ;

— fY0:P0%0 g densité de I'ellipse exprimée dans (O, ey, ez) ;

— (Mo, €}, €}) le repére attaché a I’ellipse.
On peut donner les mesures des angles orientés suivants : (e1,€}) = 1,(e1,®) = 6, donc (e},0) =
0 — .
On fixe (6, s), et on consideére la droite Dy s, repérée par le couple (0, s) dans le repere (O, e1, e2). On
veut déterminer ses coordonnées par rapport au repére (M, €}, e,), dans lequel I’ellipse est centrée,
avec des axes alignés avec les axes du repére.

La distance (algébrique) entre le point Mg et la droite Dy s est égale a MgA - ©, ou A est un point
quelconque de Dy 5. En travaillant avec des coordonnées exprimées dans le repére (O, eq,ez), et en
choisissant comme point A par exemple le point de coordonnées (s cos @, ssin®), cette distance est
égale a

(scos @ — pp cospp) cos B + (ssinf — posingp) sinf = s — pg cos(py — 0)
De plus, le vecteur © a pour coordonnées (cos(e}, ®),sin(e}, ®)) = (cos(f — 1), sin(d — 1p)). Dans

le repere (Mo, €, €5), la droite Dy ¢ est donc la droite Dy_y, s_,, cos(po—0)» dont on sait exprimer la
transformée de Radon en se ramenant au premier cas vu plus haut :

20Lb\/a2 €082 (6—1pp)+b2 sin? (0 —po) —(po cos(po—0)—s)?2
2 cos2 2 sin?
¥o,p0, . a? cos? (60— )+b? sin“(0—o)
RfFOPEP(O,5) = si |s — pocos(po — 0)] < /a2 cos2(f — 1) + b2sin?(0 — 1)
0 sinon

Remarque : dans la suite, des résultats seront établis pour le cas bien particulier de I’indicatrice de
disque centrée au centre du repére (que nous noterons ici fO%°, pour laquelle a = 1,b = 1,9 =
0,p0 = 0,%9 = 0); on pourra en déduire des résultats valables pour une ellipse quelconque, d’axes de
longueurs quelconques a et b, notée comme ci-dessus %090 en remarquant que

ab s — pocos(po — 0)

wampo,% (©,s) =

A titre d’illustration, on présente en figure 2.2 le sinogramme de deux ellipses, I’'une correspondant au
premier cas, I’autre correspondant au deuxieme cas.

Exemple 2.1.2 (Transfornmeée de Radon du fandbme de Shepp et Logan)
Comme on I’a dit plus haut, les validations des algorithmes de reconstruction en tomographie se font
dans un premier temps sur des images tests qui sont en général obtenues par combinaison linéaire finie

7000 [ @
Va2 cos2(6 — 1) + b2 sin(0 — 1) d ( " V/a? cos?(0 — 1) + b2 sin2(6 — )

)
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Fic. 2.2 — Le sinogramme d'une ellipse ceéxdret d’'une ellipse & entée (par rapport au centre de
'image). La variablg est consigae en abscisses, la variaklest en ordonees.

d’indicatrices de domaines réguliers du plan (c’est-a-dire des fonctions constantes sur des domaines dont
la frontiére est au moins de classe C€), dont le prototype est I’ellipse. Un des fantomes les plus utilisés
est le fantéme de Shepp et Logan, qui sera notre référence principale dans ce manuscrit. Comme on
peut le voir en figure (2.3) il est constitué d’ellipses de densités constantes. Sa description précise est
donnée par Shepp et Logan dans [91], ou les auteurs expliquent qu’ils ont cherché a représenter le plus
fidélement possible une coupe du cerveau humain. Sa transformée de Radon est une combinaison linéaire
des transformées de Radon respectives de chacune des ellipses.

2.1.2 Propriétés de la fonctionR f

Nous pésentons ici quelgues propis des fonctions obtenues aprapplication de la transfoéa de
Radon.

Proposition 2.1.1 (Pari€ de la transformée de Radon)
La transformée de Radon est une fonction paire sur le cylindre S' x R, au sens otl, pour toute fonction
f appartenant a L' (R?), on a

V(©,s) € S' x R, Rf(—O©, —s5) = Rf(O,s)

ou, autrement dit
V(0,s) € [0,2n[xR, Rfgir(—5) = Rfo(s)

Preuve.

V(©,s) € S' xR, Rf(-©,—s5) = /teRf (—5(—@) + t(—@L) dt = teRf(s@ —t01)dt

= / f(s® +10@1)dr = Rf(O, s)
TER [ |
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matiere
grise ... crane
(0,02)

FiGc. 2.3 — Le fanbme de Shepp et Logan et son sinogramme

Proposition 2.1.2 (Support de la transformee de Radon d’une fonctiora support compact)

Soit f € L'(R?), a support inclus dans le disque unité de R? noté Q. Quelle que soit la direction
© < S!, le support de la fonction Ryf est inclus dans I'intervalle [—1,1], et le support de la fonction
R f estinclus dans le cylindre unité S* x [—1,1].

Preuve. Si le support de la fonctiorf est inclus dans le disque ugif?, alors la transforr@e de
Radon def estégalea

¥(©,s) € S x R, R(,f(s):/{ oo }f(x)dx
xc2|x-O=s

Onfixe® € St;vx € R?, |x - O] < ||x]|||®] = |||, donc :
xe=[x-0|<1

et
VseR,|s|>1={xeQx-O=s}=0=Ryf(s) =0.

ce qui prouve que le support de la fonctiBp f estinclus dan-1, 1].
Par extension, le support de la transféerde RadofR f est donc inclus dans 'ensembi! x
[—1,1]. [ |

Proposition 2.1.3 (Integrabilité des projections)
Soit f € L*(R?), alors pour tout ® € S, la fonction Ry f appartient L'(R).

Preuve. On fixe® e S!.
Vs € R, |Rof(s)| = ‘/ f(s®+t@i)dt’ g/ ‘f(s®+t@i) dt
R R

et

/R|729f(s)ds§/R/R‘f(s@—ktGL)‘dtds:/RZ|f(x)]dx<oo,CarfeLl(RQ) .
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Nous introduisons maintenant une pr@tiqui joue undle fondamental dansétude de la transforee

de Radon, et notamment dans son inversion, comme on le verra par la suite, et qui fait lappahs-
formée de Fourier. Bcisons d'ores et&a que dans ce manuscrit, nous adoptons la normalisation sui-
vante pour éfinir la transforrée de Fourier d’une fonction iegrablef surR™, ou n appartiena IN* :

vk € R", f(k) (x)e™K*dx

1
Ver" Jra
Pour une fonctiory du domaine direct fige, la prop@te qui suitétablit un lien entre la transforee de
Fourier de la fonctiory et la transforree de Fourier de sa transfoemde Radon. Nousdhongons ici
dans le caswla fonction f appartienta I'espace de Schwartz des fonctions du plan, que nous notons
S(R?). Nous verrons ensuite - & avoirétabli la continuié de I'ogerateurR surL?(R?) - qu’elle peut
étre prolongea I'espacd.?(R?).

Proposition 2.1.4 (Le tfeoreme de coupe projection)
Soit f € S(R?). Alors pour tout ® € S', Ryf € S(R), et

Yw € R, Rof(w) = V21 f(w®O)

Preuve. On fixe ® € S!; si f appartienta S(R?), alors en particulierf appartienta L!(R?),
et d’apes la propéte (2.1.3), la fonctiorR, f appartienta L!(R). On peut donc calculer sa
transfornée de Fourier, et on a

Yw € R, Ref(w) = J%ARgf(s)e‘i“Sds_ \/12?/1% (/Rf(s®+t@i)dt) e~ “sds
_ L x)e WX Ogx = 21 f(w
= = [ Se Ok = Varf(e)

Pour prouver I'appartenance @& f a I'espaceS(R), il suffit de remarquer que comnjfeappar-
tientaS(R?), sa transforrae de Fourief appartient aussiS(R?) ; gracea I'égalie piecedente,
ceci implique que la fonctio@f appartienaa S(R), d’ou I'on déduit que la fonctiorRy f ap-
partientaS(R). |

2.1.3 Propriétées de I'operateur R

Nous exposons maintenant une autre famille de pet®j en ne nous placant plus au niveau des fonc-
tions obtenues par application de la transfeende Radon, mais au niveau de BogteurR lui-méme.
Dans la premnére propréte ci-dessous, nous montrons dRest un ograteur lirgaire et continu, et nous
explicitons son oprateur adjoint. Pour cela, rappelons d'abord que pour tout entierl, I'ensemble
L?(R™), muni du produit scalaire

<fa>= [ TG

est un espace de Hilbert. De l&me margre, on peut montrer que I'espakbé(S' x R) des fonctions
définies sur le cylindr&! x R telles que

2m
/ / 19(0, 5)2dsdf < oo
0 R

est un espace de Hilbert pour le produit scalaéfni par

27.( [ —
lg, ] :/0 /Rg(ﬁ,s)h(ﬂ,s)dsde
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Pour établir certaines des propties qui vont suivre, nous aurons besoin de formuler une hgpeth
suppEmentaire sur la fonctiofi que I'on cherche reconstruirea savoir quef sera suppd@ea support
compact - et sans restriction de largralite, a support compact inclus dans le disque @&ui¢R?, note
Q. Cette hypothse supfmentaire, commode poeétablir certains&sultats thoriques, n'entre pas en
contradiction avec les objectifs de n@idation que nous nous sommeséex dans la mesuraicen
pratique, les fonctiong que I'on cherché identifier moélisent des deng&sa support sur des sections
de I'organisme, et sont donc bi@rsupport compact.

Nous supposerons donc dans cette partie que les fongtioanipukes sont degléements dd.?(R?), a
support inclus dans le disque unferne 2 ; elles appartiennent dord’ensembld.?(£2) des fonctions
de caré integrable suf2. Rappelons ici que sB est un sous-ensemblimrné de R", I'ensemble des
fonctions de ca#& integrable suB, muni du produit scalaife

< fg>= f(x)g(x)dx
xeB

est un espace de Hilbert, edt.?(B). De la néme margre, I'espace des fonctions de @imtegrable
sur le cylindre unié S' x [—1, 1] est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

2T 1
g, 1] :/0 /_19(9,s)h(9,s)dsd0

Proposition 2.1.5 (Continuite et adjoint entre espaced.?)
1. Pour toute direction © appartenant a S', I'opérateur Ry est linéaire et continu de L?(2) dans L ([—1, 1]) ;
son opérateur adjoint, noté R}, est linéaire et continu de L?([—1,1]) dans L?(£2), et vérifie

vg € L*([~1,1]), Rjg(x) = g(x- ©)

2. I'opérateur R est linéaire et continu de L2(£2) dans L2(S! x [—1,1]) ; son opérateur adjoint, noté R*,
est continu de L2(S* x [—1,1] dans L2(£2), et vérifie

Vh € L2(S x [-1,1]), R*h(x) = /27r h(©®,x - ©)df
0

Preuve. La linéarie des oprateursRy, 6 € [0,2x[, ainsi que celle de I'oprateurRk, découlent
immédiatement de la liari€ de l'integrale.
Soit alorsf € L%(2) et® ¢ S!. Alors, d’apgs la propéte (2.1.2), pour touf, le support de
Ry f estinclus dang-1,1], eton a

1 1
| Ros)Pas= |
-1 -1|/-V1-52
1 V1—s2 2 V1—s?
/ / f(s@—l—t@J‘)’ dt / 12dt | ds (theorme de Cauchy-Schwarz)
-1 —V1-s2 —V1—s2

= /_t(/f; f(s@+t®¢)’2dt>2mczs§2/ (/mf(s@ﬂ(al)fdt)ds

1
-1 —V1—52
_ 2/ ) F()[2dx = 2| f |2 < oo (2.5)
Xe

V1-s2
/ ds

s® +tO1) dt
f

IN

ce qui montre quRy f appartienf L2(£2), et que I'oerateurRy est continu de I'espade? ()
dansL?([-1,1]).

4Le produit scalaire suR™ défini plus haut et le produit scalaire sQrdéfini ici seront noés de mariire identique dans ce
manuscrit ; nous les distinguerons en mentionnant explicitement le domairfegdétion.
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On sait alors qu&, admet un oprateur adjoint n@R S, unique, lireaire et continu d&?([—1, 1])
dansL?(£2), tel que

Vg € L([~1,1]),Vf € L%(Q), < Rof, g >=<f, R}g >

On peut expliciteR :

1

Vg € L*([~1,1)),¥f € L*(9), <Ryg, [ >=<g,Rof >= /lg(S)Ref(S)dS

1 [
= / g(s)/ f(s® + t@1)dtds = / g(x-O)f(x)dx
-1 R xeN
et on fait ainsi appafttre I'expression de I'adjoint de I'ggrateurRy :
Vg € L*([-1,1]), ¥x € 2, Rig(x) = g(x - ©)
Prolongeant (2.5), on a
2 1 9 2
| Reste)asan <2 [ niaas = asii 11
ce qui montre qu f appartien& L?(S! x [—1,1]), et que 'oferateurR est continu de I'espace

L?(Q) dansL?(S! x [-1,1]). L'opérateurR admet donc un dg@ateur adjoint, que I'on peut
expliciter de la marire suivante :

27
vg € L*([-1,1)), Vf e L*(Q), < R'g,f >=[g, Rf] = / < g, Rof > db

0
2m 27
= / <Rpg, f>do = / / go(x - ©) f(x)dxdb
0 0 x€N

- [ ([ ex o) s [ ([ o0.x-0m) sxix

et on fait ainsi appattie I'expression de I'adjoint de I'ggrateurk

27
Vg € LE(S! x [-1,1]), Vx € , R*g(x) = / g(0,x-0)dd (2.6)
0 |

Remarque :L'opérateurR*, défini comme adjoint d&® surL?(S' x[—1, 1]) dans la propéte pecedente,
est appe opérateur de etroprojection Sous sa forme explicite (2.6), il peatre prolong a un en-
semble plus grand que?(S! x [—1,1]) : & partir du momenti, pour toutx appartenana 2, la fonc-
tion 6 — ¢(©®,x - ®) est inégrable suf0, 2], 'intégralea parargtre est éfinie [42]. L'opérateur de
rétroprojection ainsi proloréggest commu@ment naé R#, (au lieu de la notation pour I'adjoiriR*), et
nous retiendrons pour la suite laféhition suivante

27
vx € Q, R g(x) :/ g(©,x-0)dd
0

Appliqué & une fonction dfinie sur le cylindreS' x [—1,1] (c’esta-dire sur 'ensemble des droites

du plan traversant le disque uai2 de R?), il permet d’accumuler en chaque point du domaine direct

la somme des valeurs assees aux droites qui passent par ce point, comme lillustre lersan(2.4).
Comme nous le verrons ensuite, il joue dtercle dans I'algorithme de reconstruction patroprojection
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FIG. 2.4 — Le Dle de I'ogerateur deé&troprojection filtte R* : appligle & une fonctiory du domaine
de Radon, il permet d’accumuler en un patrdppartenant au disque umidu domaine direct les valeurs
9(0©,x - ©) pour® décrivant 'ensemble des projections.
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filtrée.

Remarque importante : la continuie de I'oerateurR de I'espacel.?(£2) dans I'espacd.?(S! x
[—1,1]) prouvee dans la propgté (2.1.5) admet un corollaire important. Elle permet en effet de pro-
longera I'espacd.?(2) toutes les propéiesétablies dans I'espace de Schwa${R?) (ou établies au
moins dans I'espacés® des fonctions de clasgE° a support compact, inclus da§g$R?)), et ceci en
exploitant la densi deC§°, donca fortiori deS(R?), dansL?(Q2). Ainsi, par exemple, le #toRme de
coupe-projectiorenon& dans la propété (2.1.4) pour des fonctions appartenat(R?) se prolonge

en uneégalié des transforées de Fourier dans I'espakbé(£2).

Comme on I'a vu plus haut, lors deehon& du tteoeme de coupe-projection, le domaine de Fourier
peut jouer le dle de domaine interédiaire entre le domaine direct et le domaine de Radon.&@gme

de coupe-projectiogatablit ainsi le lien entre la transfoéa de Fourier d’'une fonction du domaine direct,
et la transforrée de Fourier, par rappaatla variables, de sa transforée de Radon. Dans la progé

qui suit, onétablit une relation entre la transfoemde Fourier, par rappaxtia variables, d’une fonction

du domaine de Radon, et la transf@ende Fourier de sé&troprojeeedans le domaine direct.

Proposition 2.1.6 (Transformée de Fourier de I'ogerateur de rétroprojection)
Soit g une fonction appartenant a L2(S' x R)). Alors la fonction R* g appartient a I’espace L?(R?), et
sa transformée de Fourier vérifie

w0 = Varig (3 jig 1) +9 ()

ou § désigne la transformée de Fourier de la fonction g par rapport a sa variable s € R, et ou I’égalité
est a prendre au sens faible dans L?(R?).

Preuve . On a vu plus haut que I'dpateurR#, opérateur adjoint de I'oprateurR, est dfini sur
L?(S! x R), a valeurs dank?(R?). Sa transforrae de Fourier, au sens de I'espdce est bien
définie, eton a

Vo € L2(R?), < R#y, @ >=< (R#g) ,¢ > (d'apres la relation de Parseval (A.0.5))

= < R¥(g,),% > ol pourtoutd € [0,2n], on noteg, (6, s) = g, (4, —s)

—

27 2
= e RA = [ <o Rop> b= [ < G Rap > do
0 0
2T 2
= / (99)0773090>d9—/ /ge rYRo(r)drdd
27
— \ﬁ/ / Go(—1)@(r®)drdd (d'apres la propte (2.1.4))
21 2m
= W/ / G0 () p(—r@)drds "= F/ / G () p(r'©)dr'do
2 2
= \/ﬂ/ / ’g\(@),r)go(r@)deH%-\/%/ / 9(©,7r)p(r®)drdd

- F/%/ 7(0,7) r@drd9+\ﬁ/%/ )p(r®)drdf

dk
~ Vor 5 —,rk| +§(—,—rk|) o) 2
kER? k| k| k|

= var [ (@ () +9 (o) o
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ce qui permet d’identifier I'expression de la transféarde Fourier de I'adjoinR#g. |

Corollaire 2.1.1 (T. de Fourier de 'opérateur de rétroprojection en coordonrées polaires)
Soit g une fonction appartenant 4 L?(S' x R) ; alors pour toute direction ® € S, on a

ﬁ(w@) — o (96 (W) + g-e (—w))

@l

et si g est une fonction paire sur S* x R (ie si (@, s) = g(—©, —s) pour tout ® € S!, et pour tout
s € R), alors

R#g(wO) = 2\/%97":7’)

Preuve. D'apres la propi&te piecedente,

RFg(w®) = VEr - (§(sen(@)®, lo]) +§ (~sgn()®, —[u)

B m| | (G(O,w)+79(—0,—w)) siw>0 2.7)
\/ﬂl 1(G(=0,-w) +7(O,w)) siw<0 '
(2.8)

ce qui prouve la prerare affirmation.

Si on suppose en plus que la fonctigrest paire suS! x R, alors sa transforée de Fourier
par rappor@ la variables estégalement paire, au seng,surS(R), puis par prolongement sur
L?(R),ona:

1 ,
Ve cs! §(-0,—w) = = m/g( )e™sds
= \/ﬁ/ ,—s)e™*ds par parié deg

= 72? [o@weriu=5(0.)

Dans ces conditions, reprenant I'expression (2.7), on peut &oire :

— B \/Tw GO,w)+3(O,w)) siw>0 | Jg(O,w)
R#g(“’@)_{ Mo G(0.0)+3(O.0) siw<0 }_2‘/% @] .

||

La propriete (2.1.6) admet un second corollaire, dans lequel on exprime, dans le domaine de Fourier, le
résultat de I'application successive de Brpteurrk puis de son adjoint. Ceci interviendkd’application
de l'opérateurA—!, utilisé enA tomographie, que nousgsenterona la fin de ce chapitre.

Corollaire 2.1.2 (Transformée de Fourier de I'ogerateur R#R f)
Soit f une fonction appartenant a L?(R?). La transformée de Fourier de I’opérateur R* R f, 4 valeurs
dans L2(R?), vérifie la relation suivante :

f (k)

RERS(K) = 4 "
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Preuve . D’'apres la proptéete pecedente et son premier corollaire (en utilisant la @adiié la trans-
formée de Radon (2.1.1)), puis en appliquant leattme de coupe-projection, on peadrire
I égali€ suivante :

RFRF(w0) = 2var I W)y J(wO)
wl |wl
ce qui, en coordorges cakésiennes, é’critR/#Ef(k) = 7rf|i{k‘). |

Nous énongons maintenant une pragé qui montre que I'on peut exprimer une convolution dans
le domaine direct parétroprojection d’'une convolution dans le domaine de Radon. Cette p#pri

aura des applications primordiales dans la suite, au sensest sur elle que reposent notamment
'impl @mentation du principal algorithme d’inversion de la transfeerde Radon , mais aussi certains
algorithmes de reconstruction de coefficients d’ondelettes.

Proposition 2.1.7 (Retroprojection et convolution)
Soit f € LY(R?), etw € L?(S* x R).

f*R#w:R#(Rf*w)

ou la convolution est bidimensionnelle dans le domaine direct, et porte uniquement sur la variable s € R
dans le domaine de Radon.

Preuve . Remarquons d’abord que la conditighe L!(R?) assure que, pour to® < S!, la
fonctionRy f appartiena L!(R), et donc que la convolution unidimensionnelle par la fonction
wy € L2(R) est bien @finie, et donne une fonction qui appartiét?(R) [42] :

VO € S, Ry x wy € L2(R?). On peut donc lui appliquer I'@gyateurR*.
Ensuite, en appliquant le corollaire (2.1.1), on a, pour ®ut S*,

RERS * w)(wO) — m(Rf*w)e (w) +’(7‘3f*w)0+7r (—w)
w
_ \/ﬂmm)f(w)w@(w) + ﬁRgﬂf(—w)ng(w) (d’aprés la propete (A.0.4))
= 2r V2] (w8) Wp(w) + V2] (~w(~O)) Wpr(w) (d’apres la prop@te (2.1.4))
|w]
_ Vo f (we) Wy (w) + Woyx(w)
|w]
— 27 f(wO)R#*w(wO) (d'aprs le corollaire (2.1.1)
— [ R#w(wO) (d'aprs la prop@t (A.0.4))
En appliquant la transforée de Fourier inverse de?(R?), on obtient Iegali& cherclee. |

2.2 Inversion de la transformée de Radora partir de données globales

2.2.1 Un probleme inverse

Comme on I'a dit en introduction, la reconstruction en tomographie coresidivrer une information
sur une densit f a partir des seules informations stigue I'on sait mesurer et qui sont mélgées par
la transfornée de Radon. Le prolne de reconstruction est donc en fait le peotd de I'inversion de la
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transforneée de Radon. Dans cette partie, nowspntons d’abord cette inversion eesgnce de do@es
ditesglobales Nous montrerons ensuite en quoi ce cadre est neodidhs le contexte qui est I&tne
dans ce manuscrig savoir le traitement de doaeslocales

2.2.1.1 Introduction : notion de probleme inverse
Nous pEcisons d’abord en quel sens l'inversion de la transé@ghe Radon est un pré@phe inverse.

Définition 2.2.1 (Conditions d’Hadamard et probleme inverse bien pos)
Soit H et K deux espaces de Hilbert, A une application linéaire continue de H dans K, et (P) le
probléme suivant :

(P) : g € K étant donné, trouver f € H tel que Af = g

On dit que (P) est un probleme inverse
Suivant Hadamard, on dit que le probléme (P) est bien po# si et seulement si

. quel que soit g appartenant a K, (P) admet une solution et une seule f, ;

. cette solution f, dépend continiiment de g.

Cette efinition revienta dire qu'un prol@me inverse relatih un ogerateur continud est bien pos
lorsqueA esta la fois injectif et surjectif, avec un inverséable au sens 0 I'on veut pouvoir coniler
I'erreur repercuée sur la fonctiory quand on inverse des doms potentiellement dnthees d’un bruit,
avec un niveau de bruit connu.

Par ailleurs, lorsque le prairne inverse &fini ci-dessus est bien pason dira de maere équivalente
gue latransformee Af est unereprésentatiorde f, et que cette repsentation esitable; I'id ée étant
alors qu'il N’y a aucune perte d’information siir par rapportx sa description dans le domaine direct,
guand on la dcrit par son imagée! f.

2.2.1.2 VLinversion de la transformée de Radon : un probéme inverse

On se focalise maintenant sur le cas particulier de la trangferde Radon : dans ce cds= R, et
connaissant des projectiopslans le domaine de Rad&h x R, on cherché identifier la fonctionf du
domaine direct tel QUB f = g.

Premere constatation : on a vu, dans la préf#i(2.1.5), que I'oprateurR est lintaire et continu de
L?(Q) dansL?(S! x [-1, 1]). Cependant, on ne peut pas construire un inverse stable all&i{8é x
[—1,1]) dansL?(£2) : 'exemple suivant illustre pourquoi.

Exemple 2.2.1 (Instabilié de I'inversion de la transformée de Radon entre espacds®)

Dans cet exemple, nous allons montrer que contrdler la norme L? des données ne suffit pas pour contréler
la norme L? de la fonction du domaine direct.

On considere le disque Qg inclus dans le disque unité, de rayon R < 1 et de densité homogeéne ag > 0.
Comme on I’a vu avec le résultat (2.4), la transformée de Radon a travers le disque €)p est isotrope, a
support dans S x [—R x R}, et égale pour tout angle 0 a

20pVR?2 —s?2 si|s| <R
Rng(s) - { 0 " s‘in’on

La norme L? de la fonction fr est égale 4

1 rllZe = /Q | Fr(x)Pdx = TakR?
R
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La norme L? de la transformée de Radon de fr est égale a

2 R R
32
IR fRII% .2 —/0 /R |Rofr(s)|[>dsdd = SM%/R (R? —s*)ds = EWR%%%

Si on choisit alors comme densité a = 3 alors || fr||r2 est indépendante de R et on a

27T
IfrllLe = vV, [Rfrll> = 4/ VR ——0
On a ainsi un exemple oil, aussi petite soit la norme L? de sa transformée de Radon, la fonction f reste
de norme constante.
De méme, si on choisit ap = R%/R alors | R fr||12 est indépendante de R et on a

T 2
[ fRllL2 = 4/ Ty tooet |[RfrlL2 = 44/ KX

On a ainsi un exemple ou I’on peut maintenir constante la norme de la transformée de Radon, tandis que
la norme de la fonction f du domaine direct “‘explose”.

Comme on le verra ensuite, c’est en contrdlant la norme des données non plus en norme L2, mais dans
une norme relative a un espace de Sobolev, que I’on pourra simultanément contréler les effets sur la
norme de la fonction f. Ainsi, si I’on munit I’espace L?(S! x [—1,1]) de la norme dite H? définie

27
lgll 3 = \// / 136(w)[2V/1 + w2dwdd
0 JR
alors la norme H= de la transformée de Radon est égale a

21 e
HRfRHZ% :/0 /R|R9fR(w)|2\/1+7dwd9

Rofr —iws 20rR R 52 iws
Rolnlw) = m/ 2ar VR — s d/;?/ 1 (5 e
2 2
= OéRR / \/7 —iRwu g, 20&]{R2h(wR)

avec

ol on a noté h la fonction
1—s2 sifs] <1

h:sGRH{ .
0 sinon

La transformée de Fourier de la fonction h s’exprime a I’aide d’une fonction de Bessel de premiére
- J(1

espéce (B), eton a h(w) = \/§ ( ,w)'

w

Finalement, on a donc

J(1,wR)?
HRfRHiI% :27ra2RR2/R( 3 ) V14 wdw

Dans Ie cas ol g = %, alors

J(1,wR)?
IRfRI?, :27T/R(w2)\/1+w2dw
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et on peut montrer que ||RfRHH% Py 2. A la différence de la norme L2, cette nouvelle norme ne

tend pas vers 0 quand R tend vers zéro; elle “suit” I’évolution de la norme L? de f, comme on I’a
représenté a gauche en figure (2.5).

De méme, dans le cas o ag = #ﬁ
21 [ J(1,wR)?
IRfrl?, =28 [ ALCB A,
H2 R /g w

2w e
et on peut montrer que ||R f RHiI 1/ b quand R tend vers zéro, et donc, a la différence de la norme
2

L2, cette norme tend vers I’infini quand R tend vers zéro, comme la norme L2 de f.

On a tracé en figure (2.5) I’évolution en fonction du rayon R des trois normes considérées dans cet
1

exemple : la norme L? de f, la norme L? de Rf, et lanorme Hz de Rf.

18

— norme L2 de f
~ norme L2 de Rf
---- norme H1/2 de Rf

350 o 16

141
sk =

— norme L2 de f
NE w norme 12 de Rf
: ---- norme H1/2 de Rf

L L L T T , L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
R

FIG. 2.5 — Instabilié de I'operateur de Radon en normié : ap = # (& gauche) ety = #ﬁ (a
droite) : contbler la normel.? des donges ne suffit pas pour codter la normel.? de la fonction dans
le domaine direct quan® tend vers &ro ;a gauche la normk? de la transforrae de Radon tend vers
zéro quandR tend vers &ro, alors que la normk? de la fonctionf reste constantej droite la norme
L2 de la transforrae de Radon reste constante, tandis que la ndsfnge la fonctionf explose. En

. 1 , .
revanche, la norme ditd 2 de la transforrée de Radon permet de suivre le comportement de la norme
L2 de la fonctionf.

La construction d’un inverse stable entre les esphééR?) etL?(S! x R) n’est donc pas possible. Pour
construire un inverse stable, il faut prendre en compte le fait quérdatpur de Radon egtgularisant
propriete que I'on peut quantifier par I'appartenaricen espace de type espace de Sobolev. C'est I'objet
de la propréte suivantegtablie dans le cas d’une foncti@arsupport compact, et que nous admettrons.
Pour cela, on é&finit au péalable I’espacé{%(S1 x R) tel que

27
H2(S!' x R) = {g e L2(S! x R);/ / 1Go(W)? (1 + w?)2dwdd < oo}
0 R

Proposition 2.2.1 (Continuite de l'inverse de la transfornee de Radon [75])
Soit f € L?(R?), a support compact inclus dans le disque unité de R? ; il existe une constante C' > 0
telle que

V7| fline < IIRfI 3 < Cllf Il
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Cette propete permet d’affirmer que I'application kmiref € L2 — Rf € H%(S1 x R) est continue,
injective, donc inversible sur son image, et que son inverse est ifdomc continu), avec

1
—1
Vg € Im(R), [R™ gl < ﬁHgHH%

2.2.2 Inversion de la transfornee de Radon par etroprojection filtr ée

L'inversion de la transforide de Radon paetroprojection filtée est une réthode construite directe-
menta partir du tltoeme de coupe-projection (progé 2.1.4) qui, on I'a dit, permet de calculer la
transfornee de Fourier de la fonction du domaine dirgca partir de la transforée de Fourier de sa
transforneée de Radon. Pour obtenir I'expression de la fonction dans le domaine direct, il ne reste en
théorie gqu’'unectapea accomplir : une transforée de Fourier inverse dans le domaine direct.

En pratique, il s'agre que I'impémentation directe d’'une telle stegie est élicate : en effet, en appli-
guant le tltoreme de coupe-projection, on obtient les valeurs de la trangéfda Fourier de la fonction
f sur une grille polaire, alors que les algorithmes d'inversion de la trangfoe Fourier bidimen-
sionnelle s’appuient sur des ddes eparties sur une grille c&sienne. Le couplage des degtapes
nécessite donc unetape interradiaire d'interpolation des dogrs, d’'une grille polaire vers une grille
carésienne ; or on sait qu’une telle interpolation est un processus instable.

Pour pallier ces difficuéts, on utilise un jeu @&criture dans la formule d’inversion de la transféen

de Fourier bidimensionnelle : la formule continue obtenue n’est rien d’autre que la formule d’inversion
continue de la transforee de Fourier, mais elle estrite sous une forme qui segbe ensuitéd une
implémentation dis@te permettant de contourner la phase d’interpolation entre les grilles bidimension-
nelles. Cettécriture peut ensuitétre lue en deuktapes, que nousthillerons plus loin : unétape de
filtrage, et unetape de&troprojection, d'a le nom deméthode de &troprojection filtée

Nous I'enongons dans un premier temps dans I'espace de Sch&RE).

Proposition 2.2.2 (Inversion par rétroprojection filtr ée dansS(R?))
Soit f € S(R?).

vx € R? f(x) = 21 3/0 /Rﬁg\f(w)\w]ei“x'@dwdﬁ
V2

Preuve . Soit f € S(R?).
La formule d'inversion de la transforme de Fourier en dimension 2, en coordeses polaires,
permet décrire :

1 T ~ ,
vx € R?, f(x) = / / f(w®)em“*®|y|dwd
27 0 R
On introduit alors la transforée de Fourier de la transfoé® de Radon d¢ grace au esultat

établi en (2.1.4), et on obtient alors, en tout peint R?

1
Vi 271'3

vx € R?, f(x) = /0 /R@(w)e“‘”x'gwdwde

Comme on I'a indigé plus haut, cette formule segbea une interpgtation en deuktapes :
— une prengreétape de filtrage de chacune des projectiBpg, 0 € [0, 7], par le filtrerampe dont
la transfornée de Fourier est la fonctian — |w
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L'expression du filtrage par le filtre rampe dans le domaine de Rado@eé&trite avec I'ograteur
A, défini ainsi dans le domaine de Fourier

Vg € S(R), Ag(w) = |w|g(w)

Dans cette éfinition, commey appartien&tS(R), g appartient aussiS(R), doncw — |w|g(w)

appartiena L' (R)NL?(R), et esta cecroissance rapide ; par c@ugient, en utilisant deésultats

sur la transforrae de Fourier [42] , on peut eigduire que :

— Ag est bien éfini, et appartierd L?(R.) (comme transfori@e de Fourier inverse d’une fonction
deL?(R);

— Ag est borie (comme transforée de Fourier d’une fonction appartenait! (R)) ;

— Ag est de classé> (comme transfori@e de Fourier d’une fonction de*(R) & decroissance
rapide).

— uneétape deé&troprojection des projections fiftes :

ARf € L®(S' x R) — R¥ (ARf)

avec, pour touk € R?

R (ARf) (x) = 2/07r AR f(x - ©)dh

Ainsi, la formule de reconstruction expréa plus haut dans le domaine de Fourier peut ausseseine

Vf € S(R2), vx € R2, f(x) = — "

_ L
o GZOARgf(x~G))d9_ER ARf(x) (2.9)

Cette formulation pesente 'avantage de sepera un prolongemenra un cadre plus large qu&(R?)

[85] (nous n'abordons pas ce prébie ici, car, comme nous le verrons ensuite, les contraintes de
discietisation lors de I'imgmentation de 'algorithme font, qu’en pratique, on manipule des approxi-

mations des fonctions en jegulari€es en fonction de I'espace de Schwartz) : en effet, en remarquant
d’'abord que, dans le domaine de Fourier, et ppappartenana S(R.), on peutécrire la relation

Ag(w) = w|g(w) = (iwj(w)) (—i sgn(w)) (2.10)

faisant ainsi appaftie I'opérateurA comme la convolution de deux emteurs : I'ograteur de @rivation,
et 'opérateur dont la transforée de Fourier est la fonction signe, que nous notesgns ce dernier
opérateura une constante @s, est la distribution apgstvaleur principale([42]). Celle-ci est une dis-
tribution temg@rée (car sa transforee de Fourier en est unekgfithie par :

Vo € S(R), < vp <;> ,o >= lim @dt

=0t Jjgj>e T

1 LT
vp ; = —1 5 sgn

ce qui permet dcrire, en notand, g la derivee partielle dg par rapport s,

1 /2 1 1 1
Vg€ S(R), Ag = \/ﬂ\/;,p <$) *0sg = —_vp <x> * 0sg

La formule d’inversion fcrit donc aussi dans le domaine direct :

SR 10 = RARI = 15 [ (v (2] vomer) (x-@)as

1 2ﬂ<hm/ mﬂé‘)ds> a0 (2.11)
0 S

2
47 e—0t ER;|x-O—s|>¢ X-0—s

avec
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ou encore sous la forme

Ve SMR), f(x) = — v <1im / asR@f(X@“”m) 9
s€R;|s|>e

472 9—=0 \ e—0TF S

Notons enfin que I'on pewcrire cette formule d'inversioa I'aide de la transforie de Hilbert : celle-ci
est cefinie pour des fonctions 1D dans le domaine de Fourier par(w) = —isgn(w)g(w) c’esta-dire
quelona

1 1 1 —
Hg(s) = —vp () xg(s) = — lim Mdu (2.12)
™ xT T e—0t u€R;|u|>e U
et donc
Ag = HOsg

La formule d’'inversion de la transforie de Radon &crit donc
1
v € S(R), f(x) = [—R¥ (Hdsg) (x) (2.13)

Afin d'illustrer I'effet de I'étape de filtrage de la @hode de &troprojection filtee - entre autres pour
pouvoir ensuite mieux comprendre le comportement de cet algorithmésenue de do@es trongaes
- nous ctaillons dans I'exemple qui suit le cas de la reconstruction du disqu& unit

Exemple 2.2.2 (Filtrage des projections du disque uni)
Comme on I’a vu précédemment, pour le disque unité avec une densité uniforme f égale a 1, la trans-
formée de Radon est égale a :

__2s

_ g2 ; . 1
v@eslx:l:{7 Rf(Q,S):{ O\/ﬁ S1 |S|<1 etasRaf(s):{ \/@ S1 |S|<

sinon 0 si|s|>1

Les fonctions Ry f appartiennent  I’espace L' (R.), mais pas leurs transformées de Fourier. Pour faire
un calcul exact du résultat de I’étape de filtrage, on a recours a une formulation du filtrage qui n’utilise
pas la transformée de Fourier.

La fonction OsRy f est continue en tout point u de I’intervalle | — 1, 1] et on peut donc écrire

e—0 u—S u—S

V@ € S, Vu € R, ARof(u) = lim (/ OsRof(5) ;. +/ ‘98739f(5)d5>
s€[—1l,u—elN[-1,1] Elute,1]N[—1,1]

Premier cas : |u| > 1
Dans ce cas, il n’y a pas de singularité dans le domaine d’intégration, et I’intégrale en valeur principale
est une intégrale au sens classique :

1
ARof(u) = /1 ds

—2s
V1—582(u—s)



2.2. Inversion de la transformée de Radora partir de données globales 47

Cette intégrale peut se calculer a I’aide de plusieurs changements de variables successifs :

ARgf(u) 2 2 / :_sinb g

gu—sinﬁ

t=tan § 2/1 2t 2t _ /1 2dt dt+/1 2u
N Ly (w2 =2t +u) 1 H12 o 142 qut? =2t +u

| ! 1
_ 4/ dt—4u/ 1
142 qut? —2t+u

(Ie polynéme ut® — 2t + u est irréductible car |u| > 1)

1
dt
= 4(arctan(l) — arctan(—1)) — 4/ E—
-1 (t o %) + ngl

v=t—1 =% dv . ) uZ — 1 uw?—1
= 2r —4 — 5 | ouonaposéy = 57— =
-1 v+ u |ul
4 1-1 —-1-1
= 2m — — | arctan | —% | — arctan ¢
Y ’Y v

C e (D) g ()

vu?—1 u? —1 u? —1
o 27 |ul
u? —1
car arctan a — arctan — = % pour tout a > 0
a
avec ici sgn(u)(u —1) >0, et <sgn(u)(u - 1)) (sgn(u)(—u — 1)) _
vu? —1 vu?—1 Vuz—1

Deuxiéme cas : u €] — 1,1

u—e 1
e—0 /4 U — 8 e " — s

Or pour tout € > 0 (choisi suffisamment petit pour que Ju — €,u + €[C] — 1, 1)),

[ORS [ ORI,
u+e€

1 uU—Ss U— s

(u,e) 4t 1
- o / dt — 2 / il dt
1 (T+82)(ut? — 2t +u) Blue) (1+12)(ut? — 2t + u)
(avec les deux mémes changements de variable que dans le cas précédent)

ol on a posé

alu 6):tan<arcsin(ue))z u—e€ _ 1= 1—(u—e¢)?
’ 2 1+ /1— (u—e)? u—e
<en effet, VX €| — m, [, tan <X> __snX et,Vx €] — 1,1[, cos(arcsinz)) = /1 — x2>
) ) 2 1+COSX7 ) ) Y

et, de la méme maniére,

B(u, ) = tan (arcsin(u+e)> B u+e 1= /1—(u+e)?
o 2 141 (ute? u+€
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Pour tout u vérifiant |u| < 1, a la différence du cas précédent, le polyndme ut? — 2t + u est scindé, et on
a

At o 1 1 2
(14 2)(ut2 — 2t +u) V1 —u2 \t—ri(u) t—ro(u) 1+¢2
ot on a noté r(u) et ro(u) les deux racines du polyndme en t ut® — 2t + u :
1+V1—u2 1—V1—u?

ri(u) = — etro(u) = "

|r1(u)] > 1 etil n’y a pas de singularité en son voisinage. La singularité qui était présente autour de u
dans I’intégrale initiale se retrouve autour de r9(u). D’ailleurs, par un développement limité a I’ordre 2
au voisinage de ¢ = 0, on peut écrire

1 1

Nywr (1 . m) e+o(e) et B(u,e) = TQ(U)+m (1 N m)
(2.14)

a(u,€) = ro(u)— e+o(e)

Finalement, on a, pour tout ¢ > 0,

/“ OsRof(s) o /1 0sRof(5) ..

—1 U— S te U—S

- 2 (Gl (i:zu) PIE)
:2ﬂ+%<m<;gzggi><1t::zz>+m< _azi%))

Vu €] — 1,1], r1(u)rz(u) = 1 donc (14 rau)(ri(u) —1) _ r1(u) —ra(u) =1

\_/

Or

et donc pour tout € > 0,

/Uﬁ Mds + /1 aS,R$f(8)ds =27 — 2u In (5(u7 6) _ TQ(U)) (2.15)
u+e€ 2 u

—1 u—S u—S 1—u

D’apres (2.14), quand € tend vers zéro,

Bu, €) — ra(u)

ro(u) — a(u,€)

=1+ o(1) et donc In <r2(“) — a(“’6)> — 0

Bu, €) —ra(u)

et finalement, pour u €] — 1,1],

lim

e—0 /) 4 u—S8 u—S

ORE) gy [ ORIy,
u+e

En conclusion : lors de la phase de filtrage dans la reconstruction, par rétroprojection filtrée, du disque
unité, les projections filtrées sont égales, pour toute direction ® € S' a

AR B 27 si Jul <1 216
of(u) = 20 — 72%2‘6'1 si |ul>1 (2.16)

Les courbes représentatives des fonctions Ry f et ARy f sont présentées en figure (2.2.2).
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FiG. 2.6 — Le Esultat de letape de filtrage sur les projections du disqueauaitec une den&tuniforme :

la courbe en pointiés repesente une projection avant filtrage, la courbe en trait pleiresepite une

projection apes filtrage par le filtre rampe.

Nous prolongeons cet exemple avec un calcul qui s&ud : celui des projections fiies dans le cas

d’une ellipse.

Exemple 2.2.3 (Filtrage des projections d'une ellipse)

On a explicité plus haut (dans I’exemple (2.1.1)) la transformée de Radon d’une ellipse homogeéne,
en montrant qu’elle pouvait s’exprimer a I’aide de la transformée de Radon du disque unité; plus
précisément, on a vu que si on note fO%C la densité du disque unité, et f¥0r0%0 la densité d’une el-
lipse centrée au point de coordonnées po(cos o, sin @), tournée d’un angle 1y par rapport aux axes du
repére, et dont les demi-axes ont pour longueurs respectives a > 0 et b > 0, alors

ab s — po cos(po — 0)

wampo,@o (©,s) =

On peut alors en déduire I’expression de AR f¥:*0:%0 ; pour cela, précisons les effets du couplage d’une
dilatation et d’une translation avec I’opérateur A.
On considere une fonction g € S(R), et on note g,,, la fonction obtenue par translation d’un facteur v

et dilatation d’un facteur v > 0, normalisée de telle sorte que ||, || = ||g||, ¢ ’est-a-dire définie par :
1 s—v
Vs € R, §) = —
Guw(5) \/ﬂg ( » >

On sait alors que g, ., appartient 3 S(R), et, d’aprés la propriété (A.0.2), sa transformée de Fourier est
égale a _
Vw € R, guo(w) = Vue ™" §(uw)

On en déduit que sur S(R)

/1s8—v

Vu / Ciw ’ 1 / N , 1 s—w
A v — wv ws — w w d — A
Gu,w () —m e g(uw)|wle™*dw 7?“/@\/% g(w)|w'le w T\/ﬂ g "

Cette égalité peut alors étre prolongée a I’espace L?(R.) et s’écrit alors

1
\V/g S L2(R)v Agu,v = E (Ag)u,v

R C
Va2 cos2(0 — 1) + b2sin?(0 — 1) Jo ( " Va2 cos?(0 — 1) + b2 sin?(0 — 1)

)
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Ici, puisque I’on sait exprimer Rq f¥0:P0:¢0 4 partir de Rg f*%0 et d’une translation et d’une rotation,
selon

ab
(a2 cos?(8 — 1) + b%sin?(§ — ¢y))

$0,00,90 — 0,0,0
Ro [ror70 = (Ref )\/a2c052(9—1/10)+b2sin2(9—1/10),pocos(goo—0)

[N

on en déduit que, a 0 fixé,

b s — po cos(pog — 0)
AR, £¥0:00500 _ @ AR, £0:0.0
of (s) (a2 cos?(6 — t) + b2 sin®(6 — vy)) of <\/a2 cos2(6 — 1)) + b2 sin?(0 — 1p)
27 si|s — po cos(po — 0)| < \/a2 cos2(0 — o) + b2 sin?(0 — 1y)
B ab o — 27|s — po cos(po — 0)|
a2 cos?(0 — 1p) + b2 sin?(0 — ) V(s = pocos(po — 0))2 — a2 cos2(0 — 1) — b2sin?(0 — 1)

si|s — po cos(pog — 0)| > \/&2 cos?(0 — 1bg) + b2 sin®(0 — 1)

La figure (2.2.3) présente quelques cas, pour une ellipse occupant plusieurs positions, sous différentes
incidences.

H 3 E] R v 1 H 3
s
( 710 (

FiGc. 2.7 — Le esultat de Etape de filtrage sur les projections d’'une ellipse avec une damnsforme :
la courbe en pointiés repésente une projection avant filtrage, la courbe en trait pleiresgpite une
projection apes filtrage par le filtre rampe. Preéné ligne : ellipse cente, dont les axes sont aligm

avec les axes du repe, avem: = 2 ethb = 1, dans lesca8 = 0,0 = g,a = —. Deuxieme ligne : la

NTE

méme ellipse, dont le centreaté translaé au point de coordo@espy = 0.4, g

T . . .
1 et qui a subi trois

rotations d’angles respectify = %,@bo = % ety = g ; 0N a tra@ ses projections dans le das- 0

2.2.2.1 Regularisation de la retroprojection filtr ée

Nous allons exposer la technique qui consestégulariser la &roprojection filtee en egularisant le
filtre rampe.
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Nous avons vu dans la propt (2.2.2) que la formule détroprojection filtee, dans sa version continue,
s'écrit, pourf appartenana S(R?),

1 [ [ — :
— /0 /R Rof(w)|w|e™*® dwdh
V&7

En I'état, elle ne se pte pasa une impémentation : le filtre rampe n’est support bora ni dans le
domaine direct, ni dans le domaine de Fourier ; de plughiusse les hautegfluences, et amplifierait
donc le bruit en pgrsence de do@es corrompues.

En pratique, on se replie vers la formule suivante, que nous d@tabse dans la propaie (2.1.7) :

fx) =

Vf e LY(R?),Yw € L2(S! x R), f« W = R* (Rf »w) oUW = R*w

L'id ée que I'on met alors en oeuvre cons&teconstruire, pldt que la fonctionf, la fonction f * W},
ou b > 0 est une fequence de coupure que I'on choisit, atiy;, est la fonction radiale&finie dans le
domaine de Fourier par
Wy(w©) = 5 X1y («)
T
En effet, en choisissant ainsi la fonctibiry,, on assure que

F* Wy =2nfW, = FXiobn)

c'est-a-dire quef « W, constitue une approximation dggusqua la frequence.

Pour exprimer le filtrev, assocd dans le domaine de Radon, on s’appuie sur le corollaire (2&tablje
plus haut : pour &rifier la relationiV, = R#wy, il suffit que la fonctionw, soit paire sur le cylindre
S! x R, et \erifie la relation

—

VO € S, W (w®) = 2\/27r(w*’zf|(“)
c'esta-dire 1
VO € S, (wp)g(w) = |wlX[—p,p (W)
2\/%3 [—0.b]

La fonctionw, constitue donc de sorbté une approximation du filtre rampe jusgua frequence de
coupureb. C’est une fonction appartenaal?(R), qui peutétre expringe dans le domaine de Radon :

1 b 1 ) 1 b b A
VO ¢ Sl, Vs € R, wb(@, S) = / 3 ’w|e“"5dw - </ we™Sdw _|_/ we—zwsdw>
V2 J_bp 2921 4 0 0

1 ’ ﬁlﬂ Sis=0
= 3 ; wcos(ws)dw = L (cos(bs)+bssin(bs)—l> sinon

52

On remarqgue que cette fonction est radiale, et dans la suite, on se contentera deug.noter

Dans le cas particulienol’on reptesente la fonctiorf par une image de taill& x N, nous admettrons
pour le moment (cela sera expligiors de la éfinition des conditions échantillonnage) que I'on peut
fixer comme valeur pour
p_ N
2

Le filtre rampe egulari€ s‘écrit alors

7TN2 . o
T3 Sis=0

was(s) = 1<cos<N;S>+N2“sin<N;S>1) sinon

5 1
2 52
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FiG. 2.8 — Tra@ du filtre rampeé&gulari€ a appliquer sur les projections pour obtenir une reconstruction

b—bande-limi€e dans le domaine direct, aviee- TW pour deux tailles d'imagesN = 64, a gauche,
et N = 256, a droite.

La fonctionw, aété repésenge en figure (2.8), sur l'intervalle-1, 1], pour N = 64 et N = 256.
Cette egularisation du filtre rampe ayagie effectiee, la formule de reconstructi@nmettre en oeuvre
s'écrit alors

2T
() = R¥ (Rf ) () = [ (Rof +y) (x- @0

ce qui, en utilisant la paitsurS' x R des fonctionsu, et R f s’écrit aussi

) =2 [ (Raf 5 wn) (x- ©)d9 (2.17)

ou on a noé f, 'approximationb—bande limiee def que I'on vise dans la reconstruction.

2.2.3 Inversion par filtrage de la retroprojection des projections

Nous mentionnons enfin une augeriture de la formule d’inversiorg laquelle nous aurons recours
plus loin, lors de la grsentation de la éthode d’inversion de la transfoé®m de Radon par ondelettes-
vaguelettes (plus pciment de I'impémentation qui en propése par Kolaczyk dans [56]).

Par rapport la méthode deétroprojection filtee, I'ordre de€tapes de filtrage et détroprojection est

ici inverse : on Etroprojette dans un premier temps les projections, puis on effectue un filtrage dans le
domaine direct (ce qui est plusitteux que la&troprojection filtée, puisqu’on effectue un filtrage 2D

la place d’un filtrage 1D).

Cette nouvellecriture s’obtient ainsi :

1 T +o00 R ) 1 T —+o0 o 3
VP ESRY, f(x) = 5 / /0 Flw@)e = Cudadd = ——, / [ Rof(@)e Cududs
—T \/ vie -7

™ —+00 S )
_ 1 Rﬁf(w) ezwx-®w2dwd0

\/27T3 —m JO w
! /7r /+OO L RFRF(wO)e O dusd
= — w e w-aw
Vo Jox o 2V2n

1 — 4 1 ——
= #RF(k)e®OClk|dk = F; ! [ —R#FRf(k)|k
2(27)? keR2R Rf(k)e™ = k| Fy 47T7€ Rf(k) k|
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ol on a nok F, ! la transfornée de Fourier inverse 2D.

2.2.4 Inversiona l'aide de la decomposition en valeurs singuéres

Nous pEésentons ici une autre approche de l'inversion de la trangf®e Radon, qui a insgita trans-
formée en ondelettes-vaguelettes que no@sgmterons dans le chapitre suivant. Cefteothposition
s'appelle ladecomposition en valeurs singaites L'id ée est la suivante : la fonction du domaine direct et
la transfornge de Radon sont chacunecompoges dans des sgshes orthonoris bien choisis ; I'in-
version consiste alogsidentifier les coefficients de la fonctiamreconstruire dans la famille orthondeen

du domaine direch partir des coefficients de la transf@ende Radon dans la famille orthond@endu
domaine de Radon - alors que, pougmire, dans la gthode deé&troprojection filtée, on s’appuie sur
des relations entre les transfazas de Fourier respectives dans les deux domaines.

Comme nous allons le voir ensuite, tout repose ici sur le fait qu'il est possible de construire deux familles
orthonornées, une dans chacun des domaines, et dans lesquelles les coefficients puissEns ansi

en correspondance ; cependant, elles séfihiks de marire tes pécise : on ne dispose d’aucune la-
titude dans le choix de leusdements; dans les&thodes d’inversion de type ondelettes-vaguelettes,

la contrainte d’orthonormaétsimultae des deux familles est a&elee, au profit, on le verra, d’autres
proprietes.

Avant de @finir la transfornee en valeurs sing@ies, nous introduisons d’abord une notion d’inverse
géreralisé, appeé pseudo-inverse

2.2.4.1 Notion de pseudo-inverse

Dans ce paragraphe, nous nous appuyons sur I'ouvrage de F. Natterer [75], ainsi que sur le céurs donn
par P. Maechal lors du CEMRACS 2002 [68].

Comme on I'a vu plus haut, le pralthe
g € L%(S! x [-1,1]) étant fixee, trouver une fonctiofi € L2(£2) tel queRf = g

est un prol#me inverse mal p@s au sension ne peut garantir ni I'existence de l'inverse (I'image de
. 1 . . . -
R estincluse dans le sous-ensemhble deL?(R))), ni, a fortiori sa stabilié.

On cefinit alors la notion dgpseudo-inverse le pseudo-inverse de est I'opérateur qui ctncide avec
l'inverse de l'oerateurR surIm(RR), mais qui est dfini sur un ensemble plus grand (en 'occurence,
comme on va le voifm(R) @ Im(R)"), et qui est solution, lorsque cette solution existe, du @i,
plus faible, suivant :

(P : g € L2(S! x [-1,1]) étant fixee, trouverf € L2(€2), de norme minimale, minimisant la norme
lg— RS

Les grandestapes de la construction du pseudo-inverse, que nous admettrons ici, s'articulent de la
mankre suivante (elle reposent sur desultats connus [75, 68], applicables dans les espaces de Hilbert
separables) :

— R est un oprateur ligaire continu de I' espace de Hilbdit = L2(Q2) dans I'espace de Hilbert
K =L2(S' x [-1,1]);
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— Ker(R), noyau de I'ograteur, est un sous-espace ferde H, et H admet la &composition
suivante :
H = Ker(R) ® Ker(R)*

— Ker(R)* = Im(R*), et donc

H = Ker(R) & Im(R*)

— les fonctionsf qui minimisent sur la normel|g — R f|| sont exactement les fonctions qui sont
solutions de Equation suivante, ditequation normale

R*Rf = R*g

(en effet minimiset|g — R f|| revienta trouver la projection orthogonale gesurIm(R) ; f est
donc solution de ce probine de minimisation si et seulemen{Rif — g) € Im(R)*, c’esta-dire
si et seulement si pour tout € L2(R?), [Rf — g,Ru] = 0, soit< R*Rf — R*g,u >= 0, et
doncf verifie la relationR*R f = R*g);

— Im(R) est un sous-espace éeet
Im(R) ® Im(R)* ¢ K

— sig € Im(R) @ Im(R)+, alors 'ensemble des solutions déduation normale est non vide, et
il existe une solution et une seule dont la projectioniéeir(R ) est nulle (ie incluse darsa(R*)).

Lorsqu'elle existe (ie sy € Im(R) @ Im(R)"), on appelle cette solution [gseudo-inverse dg et on

la noteR* g ; elle est de norme minimale parmi toutes les solutions &guiation normale ('ensemble
des solutions est le sous-espace affdtey + Ker(R)).

L'opérateurR ™, défini surlm(R) @ Im(R)* est apped le pseudo-inverse de I'émteurr. Il "pro-
longe” l'inverse der a I'ensembldm(R) & Im(R)*, et permet donc d’envisager la reconstruction d'un
inverse(au sens large) en @sence de do@es bruiées.

Dans la suite, nous psentons la&composition en valeurs singaites, qui permet de calculer le pseudo-
inverse.

2.2.4.2 [ecomposition en valeurs singuéres

Soit(H, < .,.>) et(K,|[.,.]) deux espaces de Hilbeémarables, el un oerateur lirgaire continu
de H dansK.
Suivant Natterer [75], on appelt#Ecomposition en valeurs singaites deA uneécriture deA sous la
forme

Vi€ H, Af =) ox<f fr>gx (2.18)
A=1

oU (fx)xen €t (gx)ren sont deux familles orthonorees respectivement dafset K, et ai la famille
(o2)xen est une famille boree de eels strictement positifs, apjgels lesvaleurs singukresde A.

L'existence de deux telles familles est agm partir du moment A est un ograteur compact, car
alors A* A, opérateur autoadjoint, egfgalement compact, et unéreme spectral (voir par exemple
[12, 68]) assure que I'espadé admet une base hilbertienne faende vecteurs proprégy )ren de
A*A:onaalors

Vk € N, A*Afy = o3 fa



2.2. Inversion de la transformée de Radora partir de données globales 55

oli on a noé o la valeur propre assa@ au vecteur proprg,.
Puisque la famill€ f) ) ainsi construite est une base hilbertienngtleon peut doné&crire

VEEH, f=) <f > (2.19)

AEN
avec . .
VAEN, < f, fa>=<f, 5A"Afn >=[Af, 5 Af]

IX IX
Ainsi, chacun des coefficients de laabmposition d¢ dansH peutétre obtenu directement en calculant
le coefficient correspondant def , eton a

1
VieH, f=Y [Af,Ahlf
AeN IX
Par ailleurs, reprenant (2.19), et applicant Eomteur4, on a

Vi€ H, Af =) <[ /x> Afx

AeN
avec
V()\, )\/) S N27 [Af)wAf)\’] =< A x Af)wf)\' >=< Ug\fz\vf)\' >= Ug\ < f)\a f)\’ >= 0—;5)\,)\’

c’esta-dire que
1

oy

1
V()\, )\/) € N27 [;}\Af)\v Af)\’} = 5)\,/\’

On peut don@&crire

VfEH, Af =Y ox<f.fr>0
AN

ou on a fait appaitre la famille orthonorrée (g, ) en définie par
1
VAEN, gy =—Af\
op

faisant ainsi appafte la relation caraéristique de la dcomposition en valeurs singeites (2.18), les
valeurs singuBresétant les racines cdeso), des valeurs propres d&* A.
On a donc aussi

VAEN, < f, fr >= —[Af, 9]

1
ox
et donc )

VieH, f=> —[Af . glfx
AeN I

Le fait que(gy ) \cn SOIt€galement orthonorée constitue la particulaéitde la @composition en valeurs
singulieres ; d’une part cela fournit un moyen de reconstruction efficage(de sens 0 "un coefficient
calculablea partir des mesures donne directement un coefficient de la fonction que I'on chedehre
tifier”), et d'autre part, en @sence de do@es bruikes, cela permet de codler I'erreur commise sur
chacun des coefficients reconstruits enfonction du niveau d’erreur suppofes donees : ainsi, si au
lieu d’observerA f, on observey = Af + z, ou z est un bruit que I'on supposera de éimtegrable sur
L2(S' x [~1,1]), alors pour touk, au lieu de< f, fx >, on reconstruif, avec une erreuggalea

1 1 1
kN, | <[\ fi > —ml = ‘[Af,zAfk]—[g, Lagd =l Lan
O O O
1 1 1 1 1
= —|lo&, —Af]| < =zl | —=Afkll = —[2]
Ok Ok Ok Ok Ok
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Si le niveau du bruit est connu, I'erreur commise lors du calcul el coefficient 2D est condilée par
la valeur de la&*™€valeur singulére.

Cependant, dans le cas tes valeurs singuwires(o) tendent vers&o quand: tend vers I'infini,
on voit que I'on ne sait pas coller de cette magre la stabilié de la reconstruction, puisqu’alors

Pour construire des inverses stables, on peut avoir reaales techniques dite® regularisation nom-
breuses dans la l@tature(par exemple [75, 69, 20]). Nous mentionnerons seulement ici la technique
expoge dans [75] qui consistetronquer la @composition en valeurs singéites pour ne conserver que
les K premiers termes, correspondants @&lyplus grandes valeurs propres de BogteurR *R.

2.2.4.3 [ecomposition en valeurs singuéres de la transformée de Radon

Elle est construite en dimension quelconque par Davison dans [25], reprise dans [8&&Ej@&e par
Caponnetto et Bertero dans le cas de la dimension 2 dans [19].

Nous allons expliciter les grandégapes de sa construction. Celle-ci s’appuie sur le fait quéraipur
R est, comme on I'a morérplus haut, continu db?(€2) dansL?(S! x [-1,1]), et les conditions d’ap-
plications du teéoreme spectral mentiogdans le paragrapheguedent sont&unies. En effet :

— LopérateurRR* est autoadjoint ;

— L'opérateurr : L%(£2) — L2(S! x [-1,1]) s’&crit sous la forme

Rf(©.5) = [

xXENQx-O=s

feoix = [ K(©.5%)f(x)dx
xeN
ou on a noké K la fonction definie par

K(®7 S, X) = X{xeQ|x-O=s}

Suivant par exemple [12], on dit alors g&est unopérateur inegral, dont le noyau esk. Ici

K appartiena L2 (Q x St x [~1, 1],dxd0ds). Nous admettrons que ceci permet de montrer que
I'opérateurR : L2(Q2) — L2(S! x [~1,1]) est un o@rateurcompact car on peut montrer qu’un
opérateur inégral de cette forme est un @pateur ditde Hilbert Schmidtpuis qu’un ograteur

de Hilbert-Schmidt est un @pateur compact. (cf [9]). Ceci permet alors d'éddire , toujours
d’'aprés [12] que son ggrateur adjoint est lui-aussi compact, puis, par composition, quéerbogur
RR* est autoadjoint.

L'opérateurRR* vérifie ainsi les conditions du @oeme spectraénon@ plus haut, et I'existence de la
decomposition en valeurs singéites est assée.

Dans la suite, nous allons expliciter la@bmposition en valeurs singéites de la transforee de Radon.

Proposition 2.2.3 (Cecomposition en valeurs singuéres de la transformée de Radon)
Pour toute fonction f appartenant 3 L?(R?), on peut écrire

2
=Y 33 ;[Rf, Ik k—2m,e)w—1 [k k—2m,c

Ok k—2m
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et

15 2
RE=DDD Okk-om < f frh-2me > Ghk—2m.c

keN m=0 e=1

k
ou les familles (f k—2m.c) et (Gk k—2m.), avec k € N, m = 0~~§, e € {1,2}, sont des familles

orthonormées, respectivement dans L?(R?) et L? (S! x [—1,1],w™!(s)), définies par

20k +1 —om —om b'e
Fereame() = | 2EED) | koom pOk-2m 912 _ 1)y, <>
- i
et
Y
01r(0,5) = ()03 (5)7;,.(8)
ol

— pour tout ©® € S, Y, 1(©) = cos(rf), Y, 2(©) = sin(rd) ;

— pourtout s € [—1,1], w(s) = V1 —s%;

— pour tout k € N, Uy, désigne le polynéme de Tchebycheff de 2éme espece et de degré k ;

— pour tous k € N etm = OL%J , PT(,?’k_Qm) désigne le polynéme de Jacobi de degré m, de
parametres 0 et k — 2m [85] ;

et oll les valeurs singuliéres (o, k—2m, ), pourk € N,m = 0- 2 sont égales a

T
E+1

Ok k—2m = 2

De plus, les familles ( fi —2m.¢) €t (gk k—2m,c) sont liées par les relations suivantes :

1
Ok k—2m

*
Jrk—2me = Ry-1 9k k—2m,e

Preuve . Nous donnons ici leétapes principales de la construction.
Pour cela, on peut d’abord remarquer que pour toute fonaétidéfinie surL?(S! x [-1, 1)),

V1-s2
VO, € 8!, Vs € [-1,1], RR*(h)(©1,5) = Rg,R*h(s) :/ R*h(sO©1 + tO11)dt
v1—s2

27
- / / 92,(591 10, )-@z) dsdt

L'id ée consiste alo@chercher les fonctions singeites de I'ograteurR R* sous formegparable,
c'esta-dire sous laformé = Y P : (©1,5) € S x [-1,1] — Y (©1)P(s), ol Y est une fonc-

tion 27 périodique appartenait I'espacel.?(S!), et ai P appartienta L2([-1,1]), & support

inclus dang—1, 1]. Or, pour une fonctiot ainsi choisie, on a

VO, € S, vs € [-1,1], Ro, R*h(s) = Re, R*(Y P)(s)

1—s 21
- / Y (@) P (5@1 @,y + O, 92) dsdt
0

2 V1—s2
- Y (@2)/ P <5®1 @y + 1O - 92) dt dbs
0 —v/1—52
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Guideé par le fait que I'on sait que I'on peut construire des bases orthdesmel.?([—1, 1])
a partir de polydmes (en lI'occurence les polgmes de Tchebychev) on choigitsous forme

polynomiale ; or siP est un poly®me de dedg¥k > 0, no€ P(z Z ajz?, alors

P <(~)1 -@gs5+ O+ @2t> ZO
=

(Z ﬁl:] 91,921’L SJ Z>

ol le coefficients; ; ¢, 9, est donk parg; 9, g, = Ci(©1" - ©2)(©1 - ©2)~, et donc

1—s2 k J o pV1=s2

/ P (5@1 @2 +10; - @2) dt = Z a; Z 52‘,3‘,01,625]_1/ t'dt

—V/1-52 —0 i—0 —V1—s2

J= 1=
k 1£]
. 2 2m+1
= Z Oéj ,Bgmj 01,02 8] m__ = (\/ 1— 82> (les termes d'indice impair ont une contribution nulle)

- O 0 1Jy k] 2m + 1
= m=

k
= 924/1— SQZQJ Z ﬂ;:;;]ilf2 Jj— 2m(1 B S2)m
m=
On en aduit que

2w
RR*(YP)(@l,s):/ Y (©5) \/1—3220@ Z ﬂ;m”j_lf? i=2m () _ g2y | g,
0

N,

com 2 |
—o/T-2Y o J sﬂ—Qm(1—52>m/ (O©11 - ©2)2 (O - O3~V (©5)dO;
0

D0 mzo 2m+1

Ensuite, dans le but de faire apgéra une base d&?(S! x [—1,1]) comme produit tensoriel
d’une base polynomiale d&*([—1, 1]) par une base d&', on choisit comme famille de fonctions

Y la famille de fonctiongY. ), e cc 1,2} définies par
VO ¢ St Y 1(©) = cos(rf), Y, 2(®) = sin(r0)

Ce choix permet d’appliquer I€sultat suivant, connu sous le nomttdeoreme de Funk-Hecke

Lemme 2.2.1
Pour toute fonction réelle h € L2(S* x [—1,1])

27 1 dt
VO esl,/ h(®1 -0 05)dly = 2 H/htTrt
1 ; (©1 - ©2) cos(rtz)dby cos(rt1) g (t) ()m

-1

/%h(@ @) sin(rlo)dly — 2'(«9)/1h(t)T(t) dt
0 1 2 ) SIN(1rU9 2 = S\ roq r 1_t2

ou, pour toutr € N, T,. désigne le polynéme de Tchebychev de premiere espece de degré

rS.

0n rappelle que les polgmes de Tchebychev de pramre espce (1).).en forment une base orthonoém de

1

L2 ([—1,1]75H \/ﬁ)
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Preuve :
27 ) 2 )
/ h(®1 - @3)e™2dhy = / h(cos(fy — 01))e%2df,
0 0

2T ) ) 0 ) ™ )
= / h(cos @)e"(eﬁ‘md(p = ¢t </ h(cos p)e"Pdp + / h(cos go)e"“’dcp)
0 0

—Tr

:¥%</)Mma9&w4“ﬂ¢+/ﬁmammw%w>
0 0

g 1
= 2¢i01 / h(cos @) cos(rp)dp = 2e / h(t) cos(r arccost) dt
0

_1 V1-—1t2
_ geirth / o
-1 Vv1—t2

Il suffit alors d'identifier les partieséelle et imaginaire dans&8gali€é pecedente pour
obtenir le esultat annor&

En appliquant le ttoeme de Funk-Hecke dans la demr égalié écrite avant le lemme, on
obtient

RR*(Y,..P)(O1, s)

A
\/72 LQJ CJQm j—2m 2\m ! 2\myj—2m TT(t)
= 4y1-s Zajz2m+1s (1—s%) 1(1*75) 15 mdt Yre(©1)

ou on a noé Q) , le polyrdme de deg¥ k défini par

]

.

Q <>—i L (/1 (1 — 2y _T2l) dt> T — )™ (2.20)
k,r S —j:OaijO 2m+1 . 1_t2 S S .

On a ainsi proug que siP est un polydme de deg¥k alors il existe un polyomeq);, . de dege
k tel que

RR*(YVT 6P 917 =4 \% 1- SQQkT 7‘6 61) = 4’[0( )QkY'T,e(Ql) (221)

ou on a noé w la fonction cefinie sur[—1, 1] par
w(s) =v1—s?

Afin de faire apparidre des vecteurs propres, on cherche aashiber une famille de polgmes
(Pr,)ren tels que pour chaquiy, le polyrdmeqQ), ,» qui lui est ainsi assoeiQ)y, - ui soit propor-
tionnel.

Pour cela, on a recouesla famille(U,, ), des polyidmes de Tchebychev de deémie espce ;
on sait que cette famille de polymes constitue une base orthonéerdeL?([—1, 1], w), ol
L?([-1,1],w) désigne I'espace de Hilbert des fonctiorgidies surf—1, 1] vérifiant

-1
rmﬁzlimwwm@@<w
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Dans la suite, on notera ., . >,, le produit scalaire assagiet, par extension, on notdra|,, le
produit scalaire @fini sur le cylindreS' x R par

27 1
[gah]w = / / g(Gas)h(@as)dee
0o J-1
Si pourk fixé, on choisitP = U, dans légalie (2.21), alors le polygme @y, assoce a Uy,
c'esta-dire tel QUERR* (Y, Uy) = 4wQy Y., Verifie les deux propétés suivantes :

— d’'une part, pour tout entidr> £k, il est orthogonal au polydme U;, puisque celui-ci est
orthogonal pour le poida a tout polyrdme de dedr strictement iréirieur au sien :

VIi>k, <QrrU >p= /Qkyr(s)Ul(s)w(s)ds =0

— d’autre part, pour tout< k, on peutecrire

1 *
[Qk,ry},ayvr,eUl}w = [ka,rY;",e’}/r,eUl] = Z[RR (Y;“,EUk)ay;,eUl]
1 *
= Z[Y;",eUkaRR (Yr,eUl)] = Dfr,eUkanl,rY;",e]

= < Y;ﬂ,euyr,e >< Ukan,r >p=0

carUy, est orthogonal, pour le poids, a tout polyrdme de dedr strictement irérieura k.

On a ainsi mon#& que le polydmeq),, , assoce a Uy, est orthogonal, pour le poids, a tous les
polyndmes de TchebycheV/,,,) de dege different dek, ce qui implique que le pohdmeQ), .
est proportionneh Uy, c’esta-dire qu'il existe une constantédlle~, , telle que

Qrr = Vi Uk (2.22)

etdoncona
RR* (Y'r,eUk) = 47k,erkK“,e

On se place alors dans I'espdc&(S* x [—1,1],w ™), ol w~! désigne le poids —
— S

On peut montrer, en adaptant la preuve de la pep(R2.1.5), que I'oprateurR est continu de
L?(R?) dansL?(S! x [-1,1],w~!) (on peut en fait montrer que cette conti@ust erifiee pour

tous les poid® tels quelp(s)| < — w™!(s) sur] — 1, 1]) ; par congquent;R admet un

, . Vi—s? o
opérateur adjoint au sens du produit scalaire agsagie I'on noteR” _,, et qui est @fini par

2
T de
R _i1g(x) = / X Q) —
w909 = | (e €) s
Introduire cet oprateur adjoint permet alors de faire apfiaeda relation suivante :
Vk € N,Vr € N, RR; 1 (wULY;.c) = 4y, wULY e

Les fonctionwUy;Y; ) reN,ren,cef1,2) SONt donc des vecteurs propres de €ogteurR R ;.
Elles sont par ailleurs deuxdeux orthogonales pour le poids!, puisque lI'on a :

V(k,1) € N2, < wUy, wlU; >, 1=< Uk, Uj >u= 6},
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On peut alors @rifier que cette famille orthogonale de vecteurs propreR®&€ _, forme une
base hilbertienne d?(S* x R)). Pour cela, consi&rons une fonction quelcongyeappartenant
aL?([-1,1]); alors

E < g, wUg >,,-1 wUp = wE < g, wUg >,,-1 Uk:wg < g,Up > Uy,
k
g g
= E < U > U =w= =
w w k2w Yk ww g

On a utili€ dans I'avant-derereégalié le fait que la famillgUy ) ren €St une base hilbertienne
deL?([-1,1],w).

Par congquent la famill§wUyY; ) ren ren ccf1,2) d€ vecteurs propres deR; _, est, par pro-
duit tensoriel, une base hilbertienneld&S! x [-1,1],w1).

On peut en outre expliciter les valeurs propfés;. . )xen ren assocees. Par @finition devy;,
(2.22), on a en particulier, pour tokte N, fixe :

5 _ Qk,r(l)
k,"’ Uk(l)
Or, d’'une part, par &finition des polydbmes de Tchebychev de prame espce [75]
U,1) = lim sin(kf + 1) arccos s o sin(k + 1) arccoss(k L) ‘arccoss
s—1  sinarccoss s—1 (k4 1)arccoss sin arccos s
int

= k+1carlims— =1
t—0 ¢
et d’autre part, d’agrs (2.20),
k

- LT ! N\ L)
Qrr(1) = ’_Oa]( _ltﬂ 1_t2dt>:/_1 ]Zajt] =t

g =0
1 iy "sin((k +1 t t
— / Uy (t) (t) g — sin((k + 1) arccost) cos(r arccos )dt

1 V1-1t2 ] sin arccos t V1—t2
/ " sin((k + 1))
0

sin

cos(ry)dy

Commme, parércurrence Sup, on peut montrer que

sin 2py P . sin(2p + 1)y P .
- IZZCOS(ZZ—l)gO et ,7:1+22C082Z90
sin — sin ¢ —
avec pout > 0,7 > 0,
o . T
/ cos iy cos jodp = —0;
0 2
on en c&duit que
0 sir>k
Qrr(1)=4¢ 0 sir < ketsiretkn'ontpas la néme parie
7w  sinon

, k
Par congquent, les seules valeurs propres non nulles som les,,,, pourk € N, etm = 0.. L§J’
etona

T k
N =0..]=
H,ke , m OLQJ

Vi, k—2m = Lk
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et
RR*(UYi—2m,e) = RRE 1 (WU Yi—2m.c) = O j—omWUkYi—2m.e

avec
9 47

Ok k—2m = T+ 1 T
Reste alors normaliser les vecteurs propres®&” _; :

CREN, m=0. L];J

VreN [wY. Uyl |2 /%/ 0) Uy (s)w(s)|? s 19
) reVk|lyw-1 = re k 'LU(S)

- (/0 Yre(0) de)(/ (o) V1= s )

kE+1)
[ Do) i s e =
1

sin? arccos s 0 2

On pose alors, pour tout couple, m, ), k € N, m = 0..L§J, ee{1,2}:
V2
gk,k—2m,e(®78) = 7w(5)Uk(s)Yk—2m,e(®)

Dans le domaine direct, orefinit

1
Jrk—2m.e(X) = Ry -1 Gk k—2m,e(X)
Ok.k—2m
avec
. 27 da
Ry 19k k—2me(X) = / Gk k—2m,e(©, % - @)(T@)
27
_ V2 / Us(x - ©)Yi_m.o(©)d6 (2.23)

Or, pour toute fonctiork € L2(S! x [-1,1]), le lemme de Funk-Hecke (2.2.1) peut se prolonger
de la mangre suivante :

2 2
Vp >0, V@, € S, / h(p®1 - ©3)e™%2dhy = / h(pcos(Ba — 01))e%2dh,
0 0
irf " irf ! dt
= 2" h(pcos p) cos(rp)dp = 2" h(pt) cos(r arccost) —
0 -1 _
1
» dt
= 2e”91/ h(pt) T (t
T
ou on a introduita nouveau le polyme de Tchebychev de pre@né espce et de de@rr note
T..

Reprenant alors (2.23), on obtient

* \[ m X
Rwilgk,k—Qm,E(X) = / Uk T G))Yk—2m,e(®)d6

dt

I

X
_ e U, (1[8) Ty () ——
Vi s ( ) 10Tk o 0) 2

0,k—2
_ zfyk zm( ) x[2mr POE=2m) (112 1)

2
= 2\/§Yk—2m,e (|

X

> ‘X|k—2mpr(r?,k—2m)(2‘xl2 o 1)
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ou on s’est appuy sur une propéte conjointe des polydmes de Tchebychev de prame et
seconde esges [85](p.40), pour introduire le pogme de Jacolfi de paramtreso etk — 2m

et de degeém, no# plOk=2m),

: k
Finalement , pouk € N, m = 0..L§j, e e {1,2}

2(k +1 _ _ X
Trk—2m,e(x) = <7T)’X|k 2m pOE=2m) (91x%2 — 1) Yk _om.c <‘X>
c’est-a-dire, en coordoréres polaires

2k +1) 1o 0n2m
<7r)pk 2 PT(rg)vk 2 )(2p2—]—)Yk—2m,e (@) ]

Jrk—2m,e(p®) =
Nous avons g@Fseng ici ces sultats et explic# les calculs afin de pouvoir, dans le chapitre suivant, com-
parer cette dcomposition, classique, avec d’autres modesdehpositions de la transfoaa de Radon.
En ce sens, nous avons aussi &sené quelques-unes des fonctions de base de cettendposition, en
figure (2.2.4.3) pour des fonctiops .y du domaine de Radon, et en figure (2.2.4.3) pour des fonctions
fk1,¢) du domaine direct.

Signalons enfin (@me si nous ne l'utiliserons pas ici) que I'application courante de&tmhposition
en valeurs singulires de la transforee de Radonéside dans la possib#itd’'inversion de dorges
bruitees qu’elle procure, puisqu’elle permet de reconstruire les pseudo-inverses deslquaii'sortent”
de I'image deR f : c’est I'objet de la propBté suivante, que nous admettrons.

Proposition 2.2.4 (Calcul du pseudo-inversa l'aide de la decomposition en valeurs singuéres )
Pour toute fonction g appartenant 4 Im(R) @ Im(R)=, le pseudo-inverse de g s’écrit avec

2

5]
1
R+g - Z Z Z 7[97 gk,k—zmze]wilfk’,k’—2m7€
Ok k—2m

keN m=0 e=1 )

Dans le casvg = R f on retrouve la formule d’inversion d& f énon&e dans le cas peedent, mais
cette formule, valable dans un cadre plus large, permet de calculer un inverse faibkEsencprde
donrees bruiges.

2.2.5 \Vers limplémentation : Echantillonnage des donaes

La discétisation d’'une formule d’inversion passe par @tape dechantillonnage des doeesa inver-

ser, c'esta-dire, ici, par l[echantillonnage de la transfoem de Radon : commengkhantillonner pour
pouvoir conserver une quargit’information suffisante, permettant ensuite de reconstruiedeficent
la fonction f ? Avant d’aborder ce probine - I'echantillonnage d’'une fonctioréfinie sur le cylindre
S! x R - nous allons nous ater sur le cas deéchantillonnage d’'une fonctioréfinie surS(R™),

2.2.5.1 Echantillonnage des fonctionsaelles appartenanta S(R"™) [42, 97]

Soit f une fonction eelle appartenarit S(R"); on construit une grille&guliere deR™, avec un pas
h > 0: (hp)pez~- Echantillonnetf sur la grille(hp)pcz» consistea mesurer les valeurs dieen chacun
des points de la grille, c’est-direa construire le signal

FAR =" f(hp)onp

pEZ™

SLes polyrdmes de JacobiiPlia’b))k sont les polydmes orthogonaux pour le poids — s)®(1 + s)°).
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FIG. 2.9 — Les fonctions de base dans kEcdmposition en valeurs singéites, dans le domaine de
Radon : en haugvolution, pourd = 0, deg,, o en fonction den : m = 0, 2,6, 10 ; puisévolution, pour

m = 10, 6 = £ degio,, en fonction dd : [ = 0,2,6,10. Deuxieme ligne : sinogramme dg et gz o.
Troisieme ligne : sinogramme dgo o et gi02 €t gi0,s. On constate en particulier, pour la suite, que ces
fonctions ne sont pas locatiss en la variable.

FiG. 2.10 — Les fonctions de base dans éadmposition en valeurs singaites, dans le domaine direct :
ces fonctions sont radiales, et on en a seulemenésepé une section ; en hauyolution, def,, o en
fonction dem : m = 0,2,6,10; puisévolution, pourm = 10 de g1, en fonction de€ : | = 0,2, 6, 10.
On constate en particulier, pour la suite, que ces fonctions ne sont pasdesalans le domaine direct.
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ou on effectue le produit du signdlpar la distributionA;, appeéepeigne de Diracdéfinie par
Ap=Y" bnp
pEZn

Le signaléchantillont@ est @fini comme une somme d’'impulsionsigoidant avec la fonctiori en cha-

cun des points de la grilléhp)pcz-. La theorie de [echantillonnage s’attache alaiskterminer quelle

part de I'information surf est pésente dans le signathantilloni&, ou, d’'un autre point de vue, com-
ment choisir la grille ddchantillonnage pour pouvoir ensuite restituer le plus possible d’information sur
f, voire, si possibletoutel’information présente dang, a partir desechantillons du signal disponibles.

Une eponse ces questiongside dans la relation entre la transféerde Fourier d¢ et celle du signal
échantillon@ fAy,.
La transforn@e de Fourier du signdlA;, estégalea

FRi= Y Fp)ip = 3 f(hp)e e

pEZ" pEZ"

(la distributions},, est la fonctiork — ﬁe*“‘kp)

Pour faire le lien avegf, on a recours la formule de Poisson [75], gatablit que
2w R )
vge SR, 3 g (k - p) = ST ghp)eier
pEZ™ h 2m pPEZ™
(apres quelques calculs, on peut en effet montrer que le terme de droite n'est autre eueldppement
L. . 2T .
en £rie de Fourier du terme de gauche, foncHﬁnperlodlque en chacune de ses variables).

Si on applique la formule de Poisson au sigeethantillon@ fA;,, on obtient

R0 =5 3 (k - 2”p) (2.24)

La transforng@e de Fourier du sign&chantilloni@ est donc une fonctiongpiodique, de ﬁI’IOde—ﬂ- en
chacune de ses variables (c’est en ce sens qu’on dit souverthguntillonner reviend periodiser la
transfornee de Fourier)egalea la somme des transtest def en chacun des points de la grille du do-

. .2
maine de Fourler%p.

Deux situations sont alors possibles :

Premier cas : la transformée de Fourier def esta support compact Dans ce cas, si on notela
fréequence de coupure gg c'esta-dire si le support dé est inclus dans la boule de rayérde R”,
alors il est possible de faire en sorte queltégestranslaésk — f(k - %’rp) soienta supports disjoints
deuxa deux (on disans recouvrement pour cela il suffit que le pas de la grille du domaine de Fourier

2% soit plus grand que le diagtre du support dé, c'esta-dire il suffit que

T
h<—
)

Cette condition sur le pdsest appdtecondition de NyquistSous cette condition, on peut, en multipliant
dans I'expression (2.24), le signgd\;, par Iafer@treX[_}zv%}n, isoler le lobea I'origine, et en prenant sa
transfornée de Fourier inverse, retrouvgr. '

— 1
JARX[-x xpn = —f

Rk hn
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Ceci fournit ensuite une formule de reconstructionfdepartir de seéchantillons, puisqu’on a alors

f=n> f(hp)&;X[_g,%]n

pEZ™

et donc

f= Z f(hp)dnp * sinc (%)

pEZn

(on utilise le Esultat P?) et la propréte (A.0.4)), et on obtient finalement

f6) = Y f(hp)sine(7(x — hp))

pPEZ™

Cette formule permet de reconstrujf@ar interpolation ; elle est apg@aformule de ShannorC’est une
décomposition dgf dans une base orthonoemdes fonctions db?(R™) b-bande limiées.

Geéréralisation a des grilles deéchantillonnages Egulieres, mais non carges [28]

Ce qui pecede @finit des conditions &chantillonnage de la fonctiofisur la grille eguliere, caree,
(hp)pezn = ((AI)P)pez~; ON dit que cette grille est engerddr par la matricéw/, ol I désigne la
matrice identié deR".

On peut construire d’'autres grillesathantillonnage de la mame suivante : on choisit une matrice
inversibleiV € GI,,(R), et on construit la grille de points &hantillonnagéyV’Z".

Le signal obtenu pagchantillonnage de la fonctighest alors

fAw = > f(Wp)owp

pEZn"

et sa transforriee de Fourier estgalea

o =3 fWp)iwp = ﬂl_ﬁn S f(Wp)e ek

pEZ™ pEZ™

En appliguant la Formule de Poissoergralige, quiétablit que

n R _ detW —ik-
Vg e SR"), Y g(k—27W Tp) = Nors > g(Wp)e kWp
pPEZ™ 2m PEZ™

(ou W7 designe l'inverse de la transpaesde la matrice inversiblié’), on obtient

> F(k—27wTp)

p€Zn

1

FAw(k) =

Si les ensembles trangdasti’ + 27W ~7Z" sont sans recouvrememiopdition de Nyquisté@réralisée),
alors on peut isoler dans le terme de droite le lobg g, ayant le néme support qué, en multipliant
par I'indicatrice de I'ensembl& ; on obtient alors

f=det W Awxx =det(W) > F(Wp)owpxx

peZn
et donc det IV
(¢
= Nord Z JF(Wp)dwp * X

p€Zn
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ou x i désigne la transforée de Fourier inverse de I'indicatrice @& ce qui conduit finalemerat

_ det(W)
o = 5,

On obtient ainsi une formule de Shanndmgralise.

> F(Wp)xk(x—Wp)

pezn

Il reste alorsa choisir une matric®l” satisfaisant la condition de Nyquistigerali€e ; on dira ainsi qua
chaque matric&) on associe usclema déchantillonnage

A gauche de la figure (2.11), on a répené un scikma déchantillonnage dstandarden dimension 2,

avec en haut le séma d’empilement sans recouvrement des traéskan support d¢ dans le domaine

de Fourier, et en bas la grille &hantillonnage correspondante dans le domaine direct. On verra plus
loin qu’il est asso@ a une matricé?” diagonale.

Sur la partie droite de la figure (2.11), on a riegné un autre sadma d’empilement sans recouvrement
des transldts du support d¢, dont il est clair visuellement qu'il est plus compact. &rifie comme le
précadent la condition de Nyquist, &t,ce titre, la grille dechantillonnage ass@s dans le domaine di-

rect est aussi une grileedmissible Cependant, par rappartia grille construite avec le sema standard,

on voit que la densit de points de mesure sur la grille du domaine direct est moindre par rapport au cas
standard : on dit que cette grille&thantillonnage est pldficace

Construire une grille @chantillonnage la plus efficace possildeuantié d'information sur la fonction

f identique (ie pour le @me support de la transfoé® de FourieK) revient ainsia choisir une matrice

W inversible telle que les transét K + 271W ~TZ" soient sans recouvrement, et de telle sorte que le
réseau cchantillonnage du domaine direct soit le moins dense possible. Une mesure de cette densit
est fournie par I'aire de la maillelementaire de ceeseau, qui estgalea det W : pour construire un
échantillonnage efficace, on cherchera donc une mdi¥iadont le determinant est, en valeur absolue,
maximal.

Dans le scema déchantillonnage @sené a droite de la figure (2.11), la matrid&, vérifie dans le
domaine de Fourier
V3b 0 )

-T
2mWy _< b 2b

(en effet, les centres des deux disques choisis péfinid la maille elémentaire ont respectivement
comme coordonies polaire$Z, 2b) et (X, 2b), soit, en coordonies caksiennes(/3b,b) et (0, 2b)).
Dans le domaine direct, on a ainsi

2
W2—<‘/§2? 2)
T VEy b

Le sctema déchantillonnage ass@ciest appdé sckema hexagonalComme le suggrait plus haut une
simple constatation visuelle, il est plus efficace que I&ststandart, puisque I'on a

2 72 2

detWQ = %biz > detW1 = b2

Deuxieme cas : la transformee de Fourier def n’est pasa support compact
Si on appligue les formules de reconstructionsfdi partir de se€chantillonsétablies dans le cas
précedent, les translas des supports d¢ vont se recouvrir : on ne peut donc pas trouver un pas
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FIG. 2.11 — Deux grilles déchantillonnage danR?, toutes les deux admissibles pour une fonction
bande limiée :a gauche, la grille dite standard 2edlroite, la grille dite hexagonale, avec en haut la grille
dans le domaine de Fourier, et en bas la grille dans le domaine direct. Dans le casrda keltagonal,
la densié de points de mesure dans le domaine direct est moindre ; on dit quetlaatiexagonal est

plus efficace.
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d’échantillonnagé, ni une matricé¥V, tels que la condition de Nyquist soixifiée.
Pour une grille déchantillonnage cate, on peut cependant construire, par interpolation, comme dans le
cas pécdent, la fonction

Su(f)() = > f(hp)sine(7 (x— hp))
peZn

mais cette fois-ci, la fonctio, (f) ainsi construite n’est pluggalea f (elle aéte obtenue par trans-
formée de Fourier inverse d’une fonction quitdit paségalea f, maisa f “brouillée” par certaines
de ses translaes). On sait cependant cdilar I'erreur d’interpolation, dgicea la majoration suivante,
donree par Natterer dans [75] et que nous admettrons ici :

[ (%) = Sn(f)(x

2
< [ (1) i
V21 JRM[-5 5]
On fixe alors un niveau d’erreur &lable, d’amplitude > 0; on dit alors , pour une &quence > 0

gu’une fonction est essentielleméntbande limi€e (sous-entendu relativemert), si

\/[{n\[b’b]n

Dans ce cas, on congittra gu’une grille dechantillonnage construite avec un pasatisfaisant la condi-
tion

f(k)‘dkge

T Vs
— > b, c'esta-direh < —
h =7 — b

fournit, via la fonctionS}, f, une approximation satisfaisante de la fonctfgrecar alors

(RM\[=7.71") € R™\[=bb
et I'erreur d’interpolation @rifie
n €

£ (x) = Sh(S) ()] < Nerd

Geénéralisation a une grille d’eéchantillonnage reguliere, engendée par une matriceW
Comme dans le cas d’'une grille céer; on peut éfinir la fonction suivante, obtenue par interpolatéon
partir desechantillons def :

Sw(f)(x)

_ det(W)
=

ou y i déesigne la transforée de Fourier inverse de l'indicatrice éé
On dispose ici aussi d'une majoration de I'erreur d’interpolation [75] : pour tout ensdgbéR™ dont
les translasK + 2rW~TZ" sont sans recouvrement, I'erreur d’interpolatidmifie

[f(x) = Sw(f)(x

> F(Wp)xk(x — Wp)

pezn

2 .
< [ |fo]ax

NoYS R™"\K
On fixe alors un niveau d’erreur tmlable, d’'amplitude > 0; on dit alors, @réralisant la notion de
fonctionb— bande limiee, que I'ensemblK est unsupport essentigle la transforrée de Fourier d¢
(sous-entendu relativemedt), si

| Jiwfacse

R"\K

Dans ce cas, pour une fonctighdont on a étermiré un support essentié{, on consiérera qu’une
grille d’échantillonnage engeril par une matricB” satisfaisant la condition de non-recouvrement des
translaésK +27W 7'z, fournit, via la fonctionSy, (f), une approximation satisfaisante de la fonction

f, car alors
2

V2r

[f(x) = Sw(f)x)| <

€
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2.2.5.2 Echantillonnage des fonctions appartena@ S(S* x R) [28, 37]

Nous pésentons ici 'adaptation des conditiong&chantillonnages qui viennentédie énon&es pour
des fonctions éfinies surR™, aux fonctions éfinies sur le cylindré8! x R. Le but est détablir les
conditions déchantillonnagea appliquer pour mesurer la transf@ende Radofk f d’une fonctionf,

de manérea conserver le plus d’information possible ®f, pourétre en mesure d’assurer ensuite une
reconstruction convenable de la fonctibpnComme dans le caséguédent, ces conditionsedoulent de
conditions de non-recouvrement dans le domaine de Fourier.

Les grilles que I'on utilise ici sont de la forn& Z? = (Wp)pezz2, 0U W une matrice cage inversible,
compatible avec le fait que les fonctions que I'on cher@kehantillonner sor2w—périodiques en leur
premere variable : pour que cettégpodicite soit prise en compte, on impoada matricell de \erifier
la condition suivante (27, 0) € W Z? (condition dadmissibili€ de la matricé¥).

La transforn&e de Fouriery{ deux variables) d’une fonctigndéfinie sur le cylindré8! x R, vue comme
une fonctior2r-périodique en sa variable angulaire, esfidie de la marre suivante :

2
Vn € Z,Yo € R, jn(0) = 1/ go(o)e”""do
27 Jy
(on peut la voir comme construidepartir d'une transforée de Fourier en la variabdeet d'un coefficient
de Fourier en la variablé).
En particulier, sig est la transforree de Radon de la fonctiofi on a, en appliquant le #o®eme de
coupe-projection (2.1.4),

o 2w )
Vn € Z,VYo € R, jn(0) = (Rf), (0) = f(6©)e"™?dp
0
Le résultat suivantgnon& par exemple dans [28, 37]), que hous admettroixise le éle jole par la
transfornte de Fourier de la transfoam de Radon dans les conditiongdhantillonnage de la trans-
formée de Radon :

Proposition 2.2.5
Soit K un sous-ensemble de I’ensemble Z x R, et W € Glz(R) une matrice admissible telle que les
translatés K + (2 W —1)tZ? sont sans recouvrement. On note Ay, I’ensemble

Aw = {k € Z%, Wk € [0, 2n[xR}

et on échantillonne la fonction f aux points de la grille (W Ay ).
On note Sy (R f) définie par

Sw(RA(0,5)= > RFWk)xg (k)

keW Ay,
Alors I’erreur d’interpolation est majorée par
2 —
IR — wRﬂ\gg/ R (n, 0)\do
* = Vor Z 7€R;(n,0)€ZXR\K

Minimiser I'erreur d’approximation commise s®f mise erévidence dans lesultat peccdent, revient
alorsa choisir un ensembl& pour lequel la quantt

Z/UER(nagK‘an ‘ (2.25)

nez
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estnégligeable c’esta-direa determiner un support essentiel de la transfeerde Fourier d& f .

Un tel support &te propog par Rattey et Lindgreen, puis Natterer [87, 75]. Pour cela, poui0, on
note K, le sous-ensemble d& x R défini par

Ky, = {(n,a) €Z x R;lo| <b,|n| < max (g,(;j[) b>}

ou 9 est un parartre appartenaré I'intervalle |0, 1], que I'on pourra moduler en fonction de la valeur
prise parb (cf. interpiétation de la propéte suivante). Ainsi construit, 'ensembl€, a une forme de
“papillon”, comme on peut le voir en figure (2.12).

Fic. 2.12 — Une regsentation de I'ensembl;, qui constitue un support essentiel de la transfm
de Radon d’une fonctiotrbande limiée.

Natterer montre alors que si une fonctipu domaine direct est essentiellemeabande limiée, alors
'ensemble K, peutétre consiérere comme un support essentiel de la transferde Fourier de sa
transforneée de Radofk f. C’est I'objet du Esultat suivant, que nous admettrons.

Proposition 2.2.6 (Support essentiel de la Transfor@e de Fourier de la T. de Radon [75, 28])
Soit f € LY(R?), etb > 0.

Quelle que soit la valeur du paramétre ¥ €0, 1], la transformée de Fourier de la transformée de Radon
de f a I’extérieur de I’ensemble K, vérifie la majoration suivante :

Z /¢7€R;(n,o)¢Kb

neZz

f(k)’ dk

o)|do Y Y e s
Rf,( )‘ do < n(9,0)[| fllLr + Vord \/2r /Rn\[b,b]

ou n(Y,b) désigne une quantité qui décroit exponentiellement avec b, c’est-a-dire qu’il existe deux
constantes strictement positives C(0) et A\(¥)

0 < n(Y,b) < C(9) exp M

Interpiétation :4 joue le Ble d'un paramtre d’'ajustement; voici une explication succinte de son
role :
— plusy est proche de 1, plus le papillon @éstoit dans la direction, plus I'empilement est compact
dans le domaine de Fourier, et moindre est la demgtpoints dchantillonnage dans le domaine
direct;
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— plus® est proche de 0, plus le&droissance versgro den(v,b), ab fixé, est rapide (cf. [75] pour
une formule explicite de la fonctiom), et moindre est I'erreur d’interpolation doemen (2.25).

Par congéquent, si on conséte une fonctiory essentiellemerii—bande limiée, @ b est connue, et ce
relativement un niveau d’errew, on a d’abord

/ ‘ f(k)) dk < ¢
R™\[-b,b]

et on peut ensuite chercher un compromis sur la valedrlaur que, dans la majoration de la prééi
n(9,b)| |l soit le plus faible possible, tout en faisant en sorte que la dedsipoints de mesure dans
le domaine direct ne soit pas tréfeee.

On peut donc consé@ter que pour un choix convenable du pagamn?, et pour une fonctiorf b-bande
limitée, 'ensemblds;, constitue un support essentiel de la transfeerde Fourier de la transfoéa de
Radon def. De manére informelle, on peut interpter sa forme en papillon de la marg suivante : si
on calcule la transforée de Fourier de chacune des projecti®g et si on analyse ensuite les conte-
nus féquentiels de chacune des projections, on constate que les bagsesnfes varient peu entre les
projections : seuls les premiers coefficients de Fourier sont donc significatifs, et le papilemodst
au niveau des basse&fuences ; en revanche, les hautegfiuences varient plus d’'une projectian
l'autre, et le papillon flargit au fur e&a mesure que I'on va vers leefluences pluséleées.

Soit alors une fonctiory a reconstruirex partir de sa transforee de Radon; on fixe ureelb > 0
tel que I'on puisse affirmem priori, que la transforee de Fourier dg estb—bande limi€e. Alors
on sait que I'ensemblé, introduit plus haut est un support essentiel de la transferde Fourier de
la transforngée de Radon, et on dira que la transfémde Radon est correctemé&ahantilloniee sur
une grille engendre par la matricéV si la matricelV’ est admissible etérifie la condition de non-
recouvrement des ensemblést 27 W ~1Z2,

On peut alors @ciser ces conditions @hantillonnage dans le cas de deuxésohs classiques.

Le sctema déchantillonnage le plus classique est le&uh ditstandard pour lequel on adopte un
pas déchantillonnageégulier en les deux variables : si on suppose que la fonétioeconstruire a
son support inclus dans le disque é@nideR?, on effectue pour chaque projecti@pg + 1 mesures

sur l'intervalle [—1, 1] (avecgs € N), et ceci pourp directions de projection sup, =[; 'ensemble

des points de mesure de la transféerde Radon dans le domaine dire@&csit donc sous la forme
(0is 85)i=1..p,j=—q..q AVEC

ei:(i_l)ietsj: i=1-p, j=—q---q,
p

Q.

ce qui correspond la matrice ceéchantillonnage suivante, admissible :

(i)

On peut alors chercher les conditions sur les entiees g pour que les conditions @thantillonnage
soient satisfaites : en effet, on a alors

_ 2p 0
2m(Wg')' = ( 0 2mq >

oA
Q= O
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etonveut que les matricéé+27r(WS‘1)ltZ2 soient sans recouvrement ; 'empilement limite est@éspné
a gauche en figure (2.13), et correspondrait (sans prendre en compte la condition d’adm)ssiditita-

trice Wg¢ suivante :
R 9
2r(Ws) _< 0 2b>

La condition de non-recouvremengstit donc :
2b
2p2§ et 2wrg > 2b
soit
> b etqg > b
p=z 9 q = .
En geréral ([75]), une fois que aété fixé, on choisip = [7q].
Comme dans le cas des fonctiorifidies surR?, on peut @finir des scemas déchantillonnage plus
efficaces : nous nous contentons de citer comme dewxiexemple de séma déchantillonnage le
sckema ditentrela®, engende par la matricéVg, qui correspond I'empilement limite dans le do-

maine de Fourier repseng a droite en figure (2.13), et dont on peut montrer qu'il est presque deux fois
plus efficace que le séma standard [75, 28].

FiG. 2.13 — Deux schmas déchantillonnage de la transfoem de Radon, dans le domaine de Fourier :
a gauche le s@ma classique, dit standard zediroite, un scema plus efficace, dit entrekac

Constquence pratigue : conditions déchantillonnage pour la reconstruction d’'une image de taille
N x N pour la grille d’ échantillonnage standard :on se place dans le cag bon veut reconstruire une
fonction f a support inclus dans le disque @mien la repgsentant par une image de taiNex N ; le pas

de discétisationh de I'image est donégala —. Comme on le verra par la suite, lors de lasgntation

de l'implémentation de I'algorithme dé&troprojection filtée, on ne reconstruit en fait pas la fonctipn
elle-méme, mais une approximation bande-liseit si on noté la frequence de coupure alors choisie,
les conditions cechantillonnage daris?(R?) montrent que vérifie recessairement la condition :

. N
bgzsmtbg—ﬂ
h 2
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et on considre donc que la fonction que I'on reconstruit en pratiqué-ebiande limiée, aved = T

On peut alor€noncer les conditions @chantillonnage appliquer sur les mesures : les entigrest ¢
définis ci-dessus doivengvifier les relations suivantes :

SR
P="o9 =1=7
En pratique, on pourra choisir par exemple
_N ety — [ﬂw
1= 5P~ 15

ce qui, pour quelques tailles courantes d’'image, donne les valeurs suivantes :

Taille de I'image (V) | Nb de projections sur-1, 1] (2¢+1) | Nb d’angles de projection s, 7| (p)
128 129 202
256 257 403
512 513 806

2.2.6 Discktisation de la formule de retroprojection filtr ée

La formule de &troprojection filtee apes €gularisation du filtre rampeé&é donree dans la formule
(2.17). C’est elle que nous utiliserons par la suite.
Dans ce paragraphe, nous allons voir comment on peut laétisar. Nous suivons ici la technique de
disciétisation mise en oeuvre dans le logidightlab (fonctioniradon ) (outre le fait que c’est cette
implémentation de laétroprojection filtee que nous avons utilis tout au long de ce manuscrit, elle
présente entre autres I'avantagétdé facilement adaptable pour la reconstruction désaipursA™ f
gue I'on manipulera eA-tomographie). Une autre technique de ditisiation est prop@e par exemple
dans [51].

Dans la technique que nous exposons, la éisgation se fait en deugtapes : la disétisation de
I étape de &troprojection, et la disétisation de letape de filtrage, au bout desquelles on abaulit
formule suivante :

Proposition 2.2.1 (DiscEtisation de la formule de ©troprojection filtr &e)
Soit f € LY(R?), et f;, une approximation de f b— bande limitée. On note

b= (i— 1) etsj=2i=1-p, j=—g-q,
p

J
q
les points de mesure de la transformée de Radon.
On peut discrétiser la formule

fi(x) =2 / " (Rof wy) (x - ©)db

selon les deux étapes suivantes :

p

27 . i,x . jix + 1
fo(x) ~ o > <(]i,x +1—gx-0;) Ro, f*wp <](} > + (g% ©; — jix) Ro,f *wp (‘7’(1)92-26)
=1

ou
Vi=1--p, jix = [x- O]
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avec, pour touti = 1---p, pourtoutj = —q---q,
J q ITEFD (X TFD(Gy)) [4] sij = oM
Rof * (wp)g <> ’1{ : v 2
2M | ITFD (X TFD(Gy)) [j + M] sij=—-%+1---0
ou y
: . Rgf() sij=0---% —
Vi=0---M—1, Golj] = ] D)
! R P T
et

Vm=0---M—1, X[m}:{

Preuve. On fixe un pointx appartenant au disque umitiu domaine direct (en pratique,est un
pixel de I'image que I'on cherché reconstruire).

Discrétisation de I'etape de etroprojection :

C . . p— 1
Cette discetisation est effece par une ethode de quadrature : sil’'on n%@i = MT)
p i=1..p

lesp angles d’'incidence pour lesquels on a médartransforrée de Radon, on peut obtenir une
valeur approcée def, par la nethode des rectangles :

i) = = S (Ro,f ) (x- ©,)
=1
ou ensuite on peut, pour chaque incidefGe: = 1 - - - p, on peut approchéfRy, f « wy) (x- ;)
par interpolation ligairea partir des valeurs d®,, f * w;, calcukes aux points de la grille
d’échantillonnage d&y, f : pour chaque incideno®; (i = 1---p) il existe un unique indice
Jix € {—q---q}telque
ji,xgx'(-)i <j’i,x+1

(jix est la partie endire du elx - ©;). On peut alorcrire :

R, [wy(x-:0;) ~ (Jix + 1 — gx - ©;) Re, frwy <‘]q > (gx - ©; — jix) Re, frwp (‘] ’ , )

Il reste alorsa calculer, pour chaque incidenégles valeurs de la convolutioRy, f * w;, aux

points de la grille<‘7,j =—q-- ~q) . C'est I'objet de |etape suivante.
q

Discrétisation de I'etape de filtrage :

Ici, I'angle @ est fixg ; il designe I'un des angles pour lequel on a médartransfornde de Ra-
don.

Pour calculer les valeurs cheéss, on utilise I'expression du filtre rampe troagians le do-
maine de Fourier, powcrire

Vs € [—1,1], Rofrwp(s / V2 Rgf w)wy(w)e™*ds = / Rof(w )|wle™Sds
(2.27)

Cette derrére inegrale peut alorétre évallee par une rethode de quadrature. Pour cela, on

calcule d’abord des valeurs appréels déchantillons deR, f(w), par transforrée de Fourier

discretea partir des mesure{ﬁzgf(s]))j,_q q (Ref (q) :
Jj=—q..q

2271'

Yw, Rof(w /Rgf Je W3 s ~ W me( > —itd
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Ensuite, on remarque que si on ndtela plus petite puissance de 2 telle que> 2¢ + 1, alors,

M M
pour toutm = —— --- — — 1,
2 2

M1

) £ ()

My .

_ 27r]m 1 j _i2mgm
= E R M — E R < Ly
\/27r 9f< > qx/27rj_ r of ((J)e

-2

Rof

/N

M_l 1
27r]m 1 . _;2mgm
= \/%5 Goly +qx/% E Golj+Mle "1
. M
==
Mg

M—
Z 27r]m

M-—1
27r]m 1 27 (j—
= E G M E Gy ljle™ s
qm ol qm oVl

ou on a nok Gy le vecteur degchantillons déky f apres geriodisation :

. B [ Rof(h) sij=0---4 -1
oMo ea={ ol AT

On reconnd alors la transforree de Fourier disete deGy, définie par

VI=0---M —1, TFD(Gy)][l ZGQ ] e 14T
On a ainsi
1 - M

M M — (27mmgq . \/TTFD(GQ)[TTL] sim=0---% —
Ym=——+1---— R ~Y[m|louY[m] =4¢ ™7 :
m 5+ 5 9f< i ) [m] [m] {q\}ﬂTFD(G)[m—l—M] Sim— M.

. e M M
Par suite, reprenant (2.27), on pégtire, pour tougj = g T 1:

M -1

‘ 1 2mg % 2m
Rof * (wp)o <2) Wir Mq Z Ref( Azfm)

2

27rqm 2TrmJ

M_q M_q

2 2 2 . —1
T q -27Tmyg 7T q -2mmyg 27rm]
= i X Yol = [T | S Sllnle ™ 5 Yl
m=—2 m=0 me_M
2 2
M_l -2 —! -2 j
= ZTFD Go)[m]|mle’" 7" + Y TED(Gg)[m + M]|mle" 57"
2M m=0 m=—M
- 2
5l 27my M-l 2 (m—M)
. 2rmj T(m— J
= 2]\‘142 > TFD(Gyg)[m]|m|e’ 3" + Y TFD(Gg)[m]|m — Mle"™ 5

m=0 M
m=s
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M_q
2 M—-1
q - 2mTmyj
= 5z | D2 TED(Go)mllmle 5 + 3 TED(Go)fm]fm — Me 5"
m=0 m—%
M . . . J‘/[
- S X[m]TFD(Gy) [m]e’ 5 = -4 { 11FD (X TED(G)) [J] sij=1-4
2M? ~— 2M | ITFD (X TFD(Gy))[j + M] sij=-4 +1..
ou on a poé
i — M
m| sim=0---4 -1

0
2

et al, apes avoir noé,
Vm =0---M —1,(X TFD(Gy)) [m] = X[m]TFD(Gq)[m]

on a reconnu une transfoém de Fourier disete inverse, @finie pour tout vecteuZ a M
échantillons par

M-1
1 -2kl

Vi=0---M—1, ITFD(Z Al
k=0 [ |

2.3 Deépendance aux donaes - Probémesa données trongLees

2.3.1 Description des probdmes

Nous nous plagons ici en amont de la phagedantillonnage des mesures. Nous dirons qu’un probl

de tomographie 2D enégnetrie parakle est un prol@mea donrées tronqées ou un probéme de
tomographie localglorsque les dorges que I'on peut ou que I'on souhaite mesurer, le sont sur un sous-
ensemble d&! x [—1, 1] strictement inclus dar$! x [—1, 1]. Parmi ces prol@mes, deux @sentent un
sckema classique de troncature des deas: le prol#me inérieur, qui est le proBme qui nous irdresse

le plus ici et sur lequel nous allons nous attarder, et le prabk angle limi€, que nous f@senterons
brievement ensuite.

2.3.1.1 Le probEme interieur

Ce probéme correspond par exemple au cadencétecteur de rayons X dont on dispose est &bpit
pour recueillir tous les rayons X gaimergent du patient, ou bien au casl@seule reconstruction d'une
région bien cer@e au coeur de la section du patient estriessante, ettol’'on souhaite donc irradier le
moins possible les structureéniphériques. Nous I'avons sémati€ en figure (2.14).

Sur ce scBma, nous avons encezdl regiona travers laquelle on sait mesurer la transfeende Ra-
don : nous l'appelerongzgion d’expositioraux rayons X. Dans certains algorithmes (par exemple en
ondelettes, que nousgsenterons au chapitre suivant), les reconstructions ne seront pas valébles
péripherie de la égion d’exposition : nouséfinirons alors demargesau bord de la&gion d’exposition,

et la 1iegion sitiee a I'intérieur de ces marges sera ajgegiegion d'inérét. Dans ce paragraphe, pour
simplifier la pésentation, nous ne ferons pas cette distinction et assimileroegitenrd’exposition et la
région d'inerét.

Nous allons para#trer le probkme inérieur de la marire suivante ¢ étant un eel strictement compris
entre0 et1, nous noterons le rayon de la&gion d’exposition. Pour une fonctigha support inclus dans

-0
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disque de rayon «

/A D o |
ol
. J [ |

Yl 7

FiG. 2.14 — Le prol#me in€rieur en @onetrie parakle 2D : on ne mesure la transfokmde Radon
gu’'a travers uneégion centee au coeur d'une section (entéaren pointilés ici), et on s'inéressex la
reconstruction de cette foncti@nl'intérieur de cetteagion.

le disque unié du domaine direct, les doaes disponibles sont les valeurs de la transézriohe Radon le
long des droites qui traversent kgion d'inérét, et sécrivent :

D, = {Rf(©,5);© € S' x [~a,a]}

La question qui se pose est alors suivanfepartir de la connaissance des valeurs B¢ consigrées
dansD,, est-il possible de reconstruire les valeurs fldans le disque de rayan?

Dans le domaine direct, nous parleronsstieictures inérieurespour cesigner les structures incluses
dans la egion d'in€rét, et destructures exdrieurespour cesigner les structures n’appartenant pda
région d'inerét.

Dans le domaine de Radon, nowparerons les composantes mésga travers la &gion d’exposi-
tion (si celle-ci est de rayon, elles corresponderit 'ensemble{R f(©, s); (©,s) € S, |s| < a},
des composantes meéesa I'extérieur de la gégion d’exposition{ R f(©, s); ® € S, |s| > a}; pour
faire reference aux prerates, nous parlerons dettansfornee de Radon igtieure tandis que pour les
deuximes, nous parlerons dettansfornée de Radon e&tieure

Afin de mieux comprendre en quoi le prebte inérieur est diferent du prol#me global, nous distin-
guons deux cas, repsenés en figure (2.15) :

— le cas @ le support de la fonctiofi a reconstruire est inclus dans &gion d’exposition : dans ce
cas sa transforge de Radon est exclusivemengin¢ure ;

— le cas a le support de la fonctiorf a reconstruire n’est pas inclus dans &gion d’exposition
(avec une intersection avec lagion d’exposition vide, ou non vide) : sa transfé@snde Radon
est, selon les incidences, interieure oweeLre, mais en aucun cas n’est exclusivemeitraxre.

Par conéquent, dans la transfofa de Radon igtieure, il y a une contribution des structureg&igures
etune contribution des structures exeures, et dans la transfoesde Radon e&tieure, il y a seulement
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une contribution des structures eseures : autrement dit, si 'onédomposef entre ses structures
intérieures et exrieures

f = fint2D + fext2D

ou fintop désigne la dengit des structures iatieuresa la iegion d’'in€rét, et f..; op la densié des
structures exdrieuresa la iegion d'in€rét, alors par ligari€é de la transforiee de Radon, on peéatrire

Rf =R (fint2D) + R (fext2D)

ou bien encore, ereparant cette fois-ci les do@es inérieures des does extrieures dans le domaine
de Radon

Rf = (Rf)intjadon + (Rf)extjadon

ou (Rf) désigne la transforée de Radon igtieure, qui se @compose en

int_radon

(Rf)int,radon = 7—\)ffint,QD + (RfextjD)intfradon

et A (R f) oyt radon d€SIgNeE la transforée de Radon e&tieure, uniquementissue des structuresréedires
dans le domaine direct :

(Rf)ext,radon = (RfeXt—QD)ext,radon

Par congquent, lors de l'inversion de la fonctigihen fonction des seules doges locale$R f )int_radons
on reconstruit dans la&gion d'ineret’ :

floc - Ril ((Rf)int,radon) = Ril (Rfint,QD) + Ril (('R’fext,ZD)jntfradon)

c’est-a-dire qu’on reconstruit
— fint.2D, QUi est la restriction de la fonctioha la egion d’'ineét (R ! (R fint2p) = fint.2D)
— le résultat de l'inversion déR fext 2D )int radon-
Lorsque les donges sont globales, cette deémd composant® ! ((R Jext 2D )int _radon) €St @NNLEE
dans la egion d’'inérét par la contributiora la gion d'inérét de l'inversion des dor@es exérieures
R (R foxt2D )extradon)- EN revanche, lorsque les ddres sont locales, cette composante n’est plus
annuke : elle vient donc "brouiller” la reconstruction de kegion d’in€érét; en ce sens, on dit que
la reconstruction locale d’'unegion d'inerét comporte un biais par rappatla reconstruction glo-
bale : il manqueR ! ((R foxt.2D )extradon) = R ((Rf)extradon), OU bien, d’un autre point de vue,
R (R fext 2D )it radon) €St €N trop.
On dit que le prol#me inérieur estmal po®, et I'existence de ce biais suffit efeigeral a motiver la
recherche des @thodes de reconstruction “locales”.

On peut cependant cobter, dans une certaine mesure, le niveau de ce biais. En effet, deediffe dans
la région d'inérét entre la reconstruction engsence de domes localeg),. et la reconstruction globale
f estégalea

f - floc = R_l (Rf - (Rf)int,radon) = R_l ((Rf)ext,radon)

gui est une fonction obtenue en inversant des @earde Radon exclusivementé&x¢ures. Nous allons
montrer que I'on sait quantifier les variations d’une telle fonction dangédean d’in€rét, mais aupara-
vant, a titre d’exemple, nous psentons une fonction dont la transf@ende Radon est nule travers

la region d’'inérét, et qui pourtant, dans le domaine direct, n’est pas nulle daggjiarr d’inérét. Une
telle fonction ne peut paétre identifee a partir des seules doees inérieures (dans ce cas, avec les
notations ci-dessUu$R f )int radon = 0 (0N €st dans un casIR fint 20 = — (R fext 2D )int radon) €L dONC
fioe = R ((Rf)intradon) = 0). On dit qu’une telle fonction appartient aoyau de la transforée de
Radon inérieure

’0On noteR ! I'opérateur de reconstruction.
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exposition

Fic. 2.15 — A gauche, I'objeh reconstruire est comgtement inclus dans la&gion d'inérét (disque
en pointiles) : quelle que soit I'incidence conéide, la transforide de Radon est i@tieure. A droite,
I'objet a reconstruire esi I'extérieur de la &gion d'in€érét, et pour autant, la transfoam de Radon
n’est pas exclusivement @tteure ; en fait, quel que soit I'objet conéid dans le domaine direct, son
intersection avec le faisceau de rayons Xerigur (limite par des pointiéls) est non vide.

Exemple 2.3.1 (Construction d’une fonction appartenant au noyau du prol#me interieur)

Nous suivons ici la démarche proposée par Natterer dans [75] pour construire une fonction a support
inclus dans le disque unité, non nulle sur le disque de rayon a < 1, et dont la transformée de Radon est
nulle pour |s| < a.

Natterer propose d’utiliser une fonction h de classe C*°, paire, nulle en dehors des intervalles symétriques
[—1, —a] et [a, 1] pour chacune des projections. De telles conditions assurent Ia consistanc&les projec-
tions. Pour construire une telle fonction h, nous utilisons la fonction g définie par

1
T1-s2 [ < 1
g(s):{e SI|S|_

0 sinon

dont on sait qu’elle est de classe C*° sur R tout en étant paire et a support compact, inclus dans [-1,1].
La fonction h,, définie pour tout a €)0, 1] par

Vs € R, ha(s):g<1ia<3+a—;1>>+g<lfa<s_a;—1>>
1

vérifie alors les hypothéses requises. La figure (2.16) représente la fonction h, pour a = 5.
On sait alors expliciter la fonction f, dont la transformée de Radon est égale a h, pour chaque angle 6.
Pour cela, on utilise la formule de reconstruction (2.11) :

1 2 sha
fa(x) = / lim / a7(8)d5 do
dm? o =0t JseR;x-@—s|>c X O — 5

8Dans ce contexte, on dit qu’une fonctigrdéfinie sur le cylindreS! x R est consistante si elle appartiéntimage de
la transforng@e de Radon. Natterétablit dans [75] les conditions de consistance pour les fonctions apparéefespace de
SchwartzS(S* x R).
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qui s adapte aux fonctions radiales : pour p > 0,

FiGc. 2.16 — Une fonction appartenant au noyau de la trangferde Radon igétieure :a gauche, dans
le domaine de Radon : toutes les projections, isotropes, sont aulagers la&gion d'inérét ; a droite,
une section centrale dans le domaine direct : la fonction n’est pas nulle dé&gsda d'inérét.

Apres cet exemple, nous revenons au &®ral, et montrons, en nous inspirant de la preuve denar
Natterer dan§75], que les fonctions obtenues par inversion de projections nulles dedtida i’ inérét

ne varient pas “beaucoup” dans Egion d’'inerét (dans [75], Natterer se limite au cas des fonctigns
appartenant effectivemeatlimage de la transforée de Radon, mais en fait, comme on va le voir, la
consistance n'intervient pas : nous comsiths ici une fonctio définie sur le cylindre, “quelconque”).

On utilise la formule d'inversion de la transfoem de Radon (doe dans la formule 2.11), que I'on
appliquea des projectiong dont le support est inclus das$ x ([-1, —a] U [a, 1]). On se place en un
pointx appartenand I'intérieur de laegion d’inérét, c’esta-dire tel quex| < a; x étant ainsi choisi,
il n’y a plus de singularé& dans la formule de reconstruction, puisque pour @pet pour touts tel que
|s| > a,

2 g@ ) b 2w ) d 50
X & dsdf = / / s
f( ) /G[al]X ©-s 47T s|€a1 X - @—S)

la dernere égalig étant obtenue par iegration par parties, les projectiogtant nulles aux bords du
domaine d'inégration.

Natterer explique alors que si I'on se plazdintérieur de la ggion d’in€rét, plus peci€ment en un
point x tel qu’il existeb < a tel que|x| < b, alors on peut conbler la variation maximale d¢ sur le
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disquef?y, de rayorp :
Vx € Qp,

If(x) = f(O)] =

‘ -

N

2w 1 1
3 / / ( 5 = 2> deG
™ Jo |s|€[a - O — S) S
1

< L /%/ ‘ ! dsdf
— — —|ds
T dm? 0 s|€a1 X'@—S)2 s2
1 27 27 1 2 %
< — / / lgo(s)|* dsd / / 5 — —| dsdf
Ar? |s|€la,1] Isl€fa,1] | (x - ('-)—s) s

(inégali€e de Cauchy-Schwarz)

1 2 1 1)° :
N ) dsde
Ll (/0 [olco g 2)® )

avec, pour touk tel que|x| < b,

27 2 2T 2
I W A (=
0 Jslef] \(x-©O —s) § 0 Jislefa,1] \(|x|cosp —s) s
2T 1 1 2
o I .
0 Jislelaa) \(bcosp — )" S

2
la dernere iregalié se justifiant par le fait que, posre [0, o] la fonctionp — <m — S%) est
croissante su, a], donc suf0, b], (on peut prouver ceci egtudiant le signe de s&dvée seconde, puis
les variations et le signe de sariéee).

Par congquent,

A

Vx € Q, [f(x) — £(0)] < C(a, b)|g]|

avec )
1 2m 1 1\? 2
et = g </0 /sle[aJ] ((bcow —s)? 52) dee)
et donc
sup (|f(x) = £(0)]) < C(a,b)||gll (2.28)

On peut alorsevaluer nurgriquement les valeurs prises géfa,b) en fonction dex et deb (valeurs
obtenuesa l'aide du logicielMaple , et la néthode de Monte-Carlo commeéthode d’approxima-
tion). Quelques-unes des valeurs obtenues sont caesgians le tableau suivant, et le graphique (2.17)
repesentei q fixé I'évolution deC'(a, b) en fonction de, et ceci pour cing valeurs successivesidde
gauchea droite :a = 0.2, a = 0.4, a = 0.6, a = 0.8, a = 0.99). Ceci permet d’estimer les conditions
sur le rayorb du disque intrieur, sous lesquelles on sait garantir que la constafieb) est faible, ce

qui assure en retour que la fonctigrvarie peu sur le disque de raybnOn constate ainsi que quand on
reste “suffisamment au coeur” de kgion d'inerét, on peut assurer qyevarie peu (sur un disque de
rayon 0.2 pour uneggion d’inerét de rayon 0.4, sur un disque de rayon 0.4 pour égen d'inérét de
rayon 0.6, etc...) alors que quand on approche de la &@ton ne sait plus garantir qyiesarie peu.

b\a| 0,2 0,4 0,6 0,8 | 0,99
0,19 | 12.664| 0,158 | 0,044 | 0,017 | 0,003

0,39 10,657| 0,176 | 0,051 | 0,007
0,59 9,623| 0,168| 0,018
0,79 8,949 0,068

0,98 7,699
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124

10+

i

FiIG. 2.17 — Evolution d€’(a, b) en fonction dé, pour cing valeurs successivesdle gauche droite :
a=0.2,a=04,a=0.6,a=0.8,a=0.95)

©

o

IS

N

De ces observations, on pe@diiire que lorsque I'on reconstruit une fonctépartir de donees locales,
certes il existeeventuellement un biais dans lagion d’in€rét que I'on ne peut pas identifier, mais
cependant, au moins dans uigion strictement incluse dans kgion d'inérét, on sait garantir que le
biais introduit dans la reconstruction est une fonction qui varie peu. Paggoesst, ceci laisse psager
que, néme si la fonction elle-@me ne peut paitre reconstruite dans lagion d’inerét, ses “grandes”
variations d’amplitudes pourroritre identifees. Nous confirmerons ceci, de n&si plus pecise,a
I'aide d’elements issus de I'analyse micro-localegr auxquels on saitablir un lien pécis entre les
singulariés de la fonctior reconstruire et les singuldr de sa transforee de Radon. Nous @sentons
juste avant bBvement un autre prolainea donrées trongées, le proliimea angle limié.

2.3.1.2 Le probbEmea angle limité

Ce probéme correspond par exemple au casdes obstacles radio-opaques éctent d'irradier le
patient selon toutes les incidences uéiés dans les doBes globales : par rapport au préivle inérieur,
les donmes ne sont plus trongas en la variable, mais le sont en la variable; par exemple, on
s’appuiera sur 'ensemble de mesures

{Rf(@, S); (CNS [eminp emax] X [_17 1]}

ou
(RF(©,5):© € [0,0min] ¥ [~1,1]} U {RF(O, 5);© € B, 7] x [~1,1]}

2.3.2 Analyse micro-locale et singularis

Nous allons dans cette partie donner quelgéssiltats issus dedhalyse micro-localedans le simple
but de montrer que, dans le cas des proi#s trongé@s qui nous iréiressent, il esélgitime de cherchex
reconstruire des discontinés.

2.3.2.1 [Efinitions - Formalisation des singularigés

Nous allons d’abord &finir deux notions fondamentales en analyse micro-localeefieddantes du
contexte tomographique) : la notion giepport singulieret celle ddront d’'onde
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min
emax

FiG. 2.18 — Le prol®mea angle limi€ en gonetrie parakle 2D : on ne mesure la transfagmde Radon
que pour certaines incidences, comme ici pour les incideggs Omax]-

Nous rappelons d’abord la notion depportd’une distribution.

Définition 2.3.1 (Support d’'une distribution [42])
Soit T € D'(R?).

— On dit que T est nulle sur I’ouvert U si pour toute fonction test ¢ a support inclus dans U on a
T(p) = 0. On appelle alors supportde T' le complémentaire du plus grand ouvert U sur lequel T
est nulle.

— On dit que deux distributions coincident sutlU si leur différence est nulle sur U.

La définition suivante peut aloitre poge :

Définition 2.3.2 (Support singulier d’une distribution [84, 85])
Soit T € D'(R?). On appelle support singuliede la distribution T' le complémentaire du plus grand
ouvert U tel que T coincide sur U avec une fonction de classe C*.

Le support singulier permet de localiser une singwai@n peut ensuite donner une description plus
précise de la singulaétconsi@&rée en pecisant dans quelle direction elle est singrdi La direction de
singulari€ est evelee par le comportement de la transféarde Fourier, et 'ensemble des coupfjesint

de singularigé, direction de singular&) constitue Ieéront d’'onde(Wavefront set). Plus gcisment, on a

la définition suivante :

Définition 2.3.3 (Front d’onde d’une distribution [84, 85])

Soit T € D'(R?), xg € R?, ko € R? — {0}. On dit que (xo, ko) appartient au front d’onde WF(f) de

f si et seulement si pour toute fenétre® € D(R?), centée enxg et Verifiant®(xq) # 0, la transfornge

de Fourier de la fonctio®T n'esta cécroissance rapide dans aucun voisinage conique de la forme
{tk(); t> 0}
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Remarque : Par exemple, pour une indicatrice de domdiheol © a sa frontere 9 de class&’?, le
front d’onde def est exactement I'ensemble des coudles ny),x € 9Q}, ou, pour toutr € 02, ny
désigne la normala la courbe)2 au pointx.

A titre d'illustration, nous avons congi en figure (2.19) un disque du domaine dirécgéuche sur la
premere ligne) ; le module de sa transfazede Fourier est repsené a sa droite. Nous avons ensuite
appligie une feltre a la transforrde de Fourier autour de trois positions distinctes, et pour chaque
position, nous avons cong deux tailles de fe¥tre : une prengire, et une plus resség autour de la
positionétudiée. Dans les deux preéres positions, les fétres sont centies en un point du support
singulier, et pour la troigime position, les fe¥tres sont centies autour d’un point siéa l'intérieur du
disque, et n’appartenant donc pas au support singulier. Dans les deux premiers cas, on observe, quand on
resserre la fe@tre, une concentration de la transf@mde Fourier autour d’'une droite, dont la direction
est donc la direction selon laquelle la transféee Fourier n’est pasdecroissance rapide. C'est cette
direction qui est considgre dans le front d’'onde Ucelle est assoée au point autour duquel les fires

sont centees. En revanche, dans le treisie cas, autour d’'un pointial n’y a pas de singula®, la
transfornte de Fourier est decroissance rapide dans toutes les directions.

Position 1 Position 2 Position 3
N 7N W N TN VRN
{ ‘ !
fenetre 1 fenetre 2 fenetre 1 fenetre 2 fenetre 1 fenetre 2
- - V4 P ® °

Fic. 2.19 — lllustration de la notion de front d’onde : on comsalun disque dans le domaine direct,

dont on repésente le module de sa transf@ende Fourier @re ligne) ; orétudie le comportement de

sa transforrée de Fourier au voisinage de trois positions successives, avec deux tailles de voisinage (en
la multipliant par une fe@étre). Dans les deux premiers cag,l@n s’est plaé au voisinage d’un point
appartenant au support singulier, on voit apfiegda direction de singulaét alors que dans le troégne,

pour lequel il N’y a aucune singulagitil n’apparét pas de direction selon laquelle la transféende

Fourier ne écrdt pas rapidement.
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2.3.2.2 Resultats fondamentaux sur les singulariés de la transfornee de Radon

L'analyse micro-locale trouve une application en tomographieeie permet de relier leglements
singuliers de la fonction du domaine direct (support singulier, front d'oridegux de ses projections.

Théoreme 2.3.1 (Conservation des supports singuliers [85])

Soit £ un domaine de R? et f telle que f = xq® ot ® € C*°(R?), et ne s’annule pas sur £ (soit, sans
restriction de généralité, strictement positive sur §2). Alors le support singulier de R f est exactement
I’ensemble des couples (©, s) tels qu’il existe un point x de la frontiére de 2 tel Dy ; est tangent a 02
en x.

Le theoeme suivant provient de [84, 85], et fait appel entre awdrkstransforree de Legendre. Nous
I’énongons sous une forme sim@di

Théoreme 2.3.2 (Conservation des fronts d’onde)

— Si (x0,00) appartient 2 WF f, alors (©¢, Og - xo) appartient au support singulier de R f, et
((@0, ®¢ - X0), (—xg - Oot, 1)) appartient au front d’onde de R f.

— Réciproquement, si (®g, so) est un point du support singulier de R f en lequel le support singulier
de Rf admet une tangente dirigée par le vecteur de coordonnées (1,p) (ot p € R), alors, dans
le domaine direct, s9®g + p®g™ appartient au support singulier de f et (s0®0 + pOo ™, ®o)
appartient au front d’onde de f.

2.3.2.3 Une analyse micro-locale simpl#ie

Dans un souci de com@hension de$ssultats peaedents, nous proposons ici une illustration de étie

de I'analyse micro-locale dans des cas simples. Nous nauregsona des indicatrices de domaine dans
le domaine direct, pour lesquelles la framt est au moins de clas§é (de telle sorte qu’en tout point
de la frontere, il y ait une tangeni& la frontere).

La frontiere d’'un tel domaine constitue son support singulier. Nous avons choisi @eriaedpar une
representation paraétrique, de laquelle nougduisons une repsentation paraétrique du support sin-
gulier asso@ dans le domaine de Radon.

Nous consiérons donc ici des indicatrices de domaine, dont la féesatest connue, sous forme pa-
rametree :

z1(t),t € 1,1 étant un intervallegel.

.I'Q(t)

On se place au point de la froéte de paratret. Il a pour coordon@esF (t) = (x1(t), za(t)).
En ce point, la tangente est digig par le vecteur

F(t) =

La normale unitaire est le vecteur

1
TAOREFAGE

n(t) = ~2(0)
1

i (t)

L'image de latangente dans le domaine de Radon est donc le point du domaine de Radon de &esrdonn

—5(t)
1

(1)




2.3. Dependance aux donaes - Probemesa données tronquiees 87

Or®(t) = (cosf(t),sinO(t)), ol pour toutt € I, 6(t) € [0, [ et donc dans le plafd, s), I'image de la
tangente est le point de coord@as((t), s(t)) avec

0 sizj(t)=0
ot) = 5 + arctan (i%gg) sinon
1 (1) siz)(t) =0 (2.29)
1 .
! ! A
) B0~ ) R ) S <0

Au passage, on peugrifier que si I'on se place au point de pakgtnet sur le support singulier dans le
domaine de Radon, alors le vecteur tangent au support en ce point a pour céagjonn

1 0

o' (t) ,
=00 pey.ete) T T e

S(t) = F'(t) - ©(t) + F(t) - (6/(1)0(1))
(en effet®(t) = (cos(0(t)), sin(0(¢)), donc®’ () = (—@'(t) sin(0(t)), &' (t) cos(A(t)) = 0 (1) O (¢)).

Or on sait qued(t) est orthogonah F'(¢) dans le domaine direct : le de@xne terme est donc nul, et le
vecteur tangent dans le domaine de Radon a donc pour co@e®nn

1
/

R YORCE0

ou, autrement dit, la tangente au support singulier de la tranéfda Radon au point de paraimet: a
donc pour pentd(t) - © ; ceci permet de comprendre la relation entre fronts d’onde @oaans le
theoeme (2.3.2).

Les exemples qui suivent ont pour but d'illustrer ce q@gde dans le cas d'indicatrices de domaines
dont on sait facilementéfinir la frontiere sous forme paratee. Ainsi, pour chacun des fémes
propo£s ci-dessous, on@sente

— d'une part I'image de son sinogramme, caécavec la fonctiomadon du logicielMatlab ;

— d'autre part legquations paragtrées du support singulier dans le domaine direct;

— enfin, le traé de la courbe paragtrée du support singulier dans le domaine de Radon, dont les
équations onéte calcukes gace aux formules do@es plus haut (2.29), en utilisant le logiciel
Maple .

La correspondance entre les supports singuliers dans les deux domaine<estiggatpar la couleur
du tra@.

Exemple 2.3.2 (Ellipse)
La frontiére d’une ellipse de centre (¢, yo), de demi-axes de longueur a et b, a une équation paramétrée
de la forme :

{ x1(t) = acost + xg

xo(t) = bsint + yo ¢ € 10,27

En appliquant les formules de la propriété 2.29, on obtient les équations paramétrées du support singulier
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dans le domaine de Radon :

0 sit=0out=m
b(0) = T —arctan (-2—) sinon
2 atant
rora sit=20
T~ sit=m
W=\ - - b+b t int) sit€lm,?2
O = |~y (ab brocost + agosin) it el 2n]
b+b t int sit €]0.7< 0
T (b +brocost +ayosint) it €0,

Les représentations graphiques sont présentées en figure (2.20), d’une part pour une ellipse centrée (par
rapport au centre de I’image), et d’autre part, pour une ellipse décentrée.

Exemple 2.3.3 (Un caré arrondi)

L’indicatrice de domaine choisie ici - un carré “arrondi”- a une frontiére de classe C*°, comme dans
I’exemple précédent, mais présente en plus des bords rectilignes : par chacun des points appartenant a
un méme bord passe une seule et méme tangente ; par conséquent, 1’image d’un tel bord est un point du
support singulier du domaine de Radon (points matérialisés ici par des cercles).

On donne les équations paramétriques choisies pour tracer le carré arrondi : de maniére a assurer des
raccords de classe C*, le cadran en haut a gauche est paramétré par

Ssit<1
z1(t) = cos(Z(t—1))+1sit <2
S+3sit<3
et
%sztgl
zo(t) = ¢ sin(Z(t—1))+ 3 sit <2
3sit<3

Le carré complet est ensuite obtenu par symétrie. Les représentations graphiques sont présentées en
figure (2.21).

Exemple 2.3.4 (Ovales de Cassini)

Dans cet exemple, une méme droite peut étre tangente a la frontiere du domaine singulier en deux points
distincts du domaine direct. Cela crée un point “a deux branches” dans le domaine de Radon, les deux
branches pouvant étre distinguées par leurs pentes respectives, qui, conformément a ce qui a été dit plus
haut, traduisent la position du point de tangence, sur la tangente, dans le domaine direct. C’est le cas ici
pour les angles 6§ = 0 et 0 = g

Les équations paramétriques des ovales de Cassini sont connues :

{ x1(t) = (24 cos 2t) cost e 0,2n]

x2(t) = (24 cos2t)sint
Les représentations graphiques sont présentées en figure (2.22).

Exemple 2.3.5 (Un exemple plus complicg)

Ce dernier exemple combine les caractéristiques des deux précédents : la frontiére est de classe C', elle
présente des bords rectilignes, et, de plus, certains bords distincts du domaine direct ont une tangente
commune.

Nous ne détaillons pas ici les équations du deuxieme exemple, mais elles sont construites selon le méme
schéma que le “carré arrondi” vu plus haut (raccords C* de portions de disques et de segments).

Les représentations graphiques sont présentées en figure (2.23).
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FIG. 2.20 — Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemples d’'une ellipse cebt et une d’'ellipse&tentée. La figure pesente pour chacun des deux cas

le fanbme, le sinogramme, et les tércdes supports singuliers, dans les domaines direct et de Radon.
En chaque point de la courbe rouge du domaine direct, il existe une droite tangente au support singulier.
Cette droite peudtre repesenge par un point du domaine de Radon, qui apparégatement au support
singulier de la transforée de Radon, sur la courbe rouge (et demm, il y a correspondance entre points

de la courbe noire).
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Fic. 2.21 — Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemple d’'un domaine psentant des bords rectilignes dans le domaine direct. Dans cg ¢asd les
points appartenart un néme bord ont le @me point image dans le domaine de Radon.

FIG. 2.22 — Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemple d’'un domaine dans lequel unéme droite est tangentela frontere du domaine en deux
points distincts : ceci fait appdtee sur le support singulier de la transf@ende Radon un poin&“deux
branches”, les deux branchetnt cara@ristes par leur pente au point de contact. Cette pente traduit la
position du point de tangence dans le domaine direct.
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FIG. 2.23 — Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemple d’'un domaine reprenant les cagastiques des piedents exemples, pour lequel la frémé
présente des bords rectilignes et des bords distincts avec une tangente commune. @no& hesn
supports singuliers correspondants des deux domaines.
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2.4 Des nethodes locales existantes en tomographie

2.4.1 Reconstruction par etroprojection des cerivées des projections

Nous exposons d'abord unetthode ecente en tomographie local&wlopgee, entre autres, dans des
travaux de F. Noo, M. Defrise et R. Clackdoyle [77, 26]. Comme nous le dada§in de ce paragraphe,
cette neéthode ne sera pas applicable au type de @esrrongées qui nous idressent ici; il nous a
sembé cependant igressant de la mentionner dans ce manuscrit sur lesgonekl locaux en tomo-
graphie, d'une part car elle faiedormais partie deséthodes incontournables en tomographie locale,
et d’autre part pour montrer que pour autant, il subsiste des types émastde dorees - comme le
probleme inérieur - qui ne peuverdtre trai€s par ce type de @thodes.

Par rapport la formule de &troprojection filtee (2.13), I'icke consiste ich se contenter d&troprojeter

seulement la @rivee des projections (on n'applique plus la transfeende Hilbert 1D) ; n’entrent alors
en jeu que des @pateurs locauxa partir desquels on reconstruit la fonction :

bo(x) = /Oﬂ 0. Ry f(x - ©)do

Dans la suite, nous allons voir queéme si I'on inégre toujours sur un intervalle de longueute choix
des bornes a, ici, de I'importance. On introduit donc aussi, pappartenan [0, 7| :

o+
by (x) = /¢ OsRof(x - ©)do

En utilisant la par# de la transfori@e de Radon prop :parite, 0®gR g~ f = —0sRef et donc,y étant
fixé, on a

™ T+¢
bp(x) = /¢> OsRof(x-©)do + / OsRof(x-©)df

'—0_x 7" ¢
=L / OsRof(x - ©)db + / — Ry f(x - ©)db/
o) 0

_ / " g0 — §)asRof(x - ©)do
0

Il s’avere alors que I'on peut relier cette quaifitla transforrée de Hilbert 2D : en effet, ags avoir
remarqé que

65R6f(3> = \/12—7_‘_/Ra/7?,9\f(w)eiw5dw = \/127/R7;W7€9\f(w)6i‘”5dw

on peutécrire

1 7r — .
b = JWR wx® q,df
o) \/%/o /Rw of(we “

puis, gace au tboeme de coupe-projection (2.1.4),
bo(x) = / /iwf(w@)ei‘”x'@dde:/ /isgn(w)f(w@)ei“’x'@]wdwdﬁ
0o JR 0o JrR

De méme, en remarquant pour la detxieégalie quesgn(f — ¢) = sgn(© - &), on a

~

by(x) = /0 ' /R sgn(0 — ¢)iw f(w®)e“*®dwds = /O i /R isgn(w® - &) f(w®)e™*®|w|dwdh
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ce qui, en coordorées ca#ésiennes, gcrit

~

bo(x) = /R2 isgn(kz) A(k)eiX'kdk et by(x) = /R2 isgn(k - &) f(k)e™*dk

Nous allons voir maintenant que I'on peut isoler dans cette €erm@ixpression une transfaegmde Hil-
bert. Pour cela, en lien avec I&fihition de la transforiiee de Hilbert pour les fonctions 1D vue avec
I'expression (2.12), les auteurs de [77] rappellent que I'ginit la transforn@e de Hilbert dans la direc-
tion e; d’'une fonction bidimensionnelle par

Heu 1) & 2 tim Fr1, e — )

T e—0F uER;|uz|>e U2

du

On peut doné&crire

Hey f(x) = H'P(f(a1,.))(22)

(on a fait appardre,az; fixée, une transforée de Hilbert 1D en la variable,.)

On calcule alors la transfor@e de Fourier de la fonctioHe, f :

— 1 . 1 . )
He, f(k) = / Helf(:nl,xz)e_zx'kdzz:ld@ = 27r/ / 'HlD(f(:El,.))(:UQ)e_Zkﬂdege_mlmldzz:l
- = / HID(f (1, ) (ke)e 191 day __f isgn (ko) f(x1, ) (ka)e~*1%1 4y

~

(ko)
- ngn : //f:c1,x2) TR eI gy = —isgn(k - e1) f(k)

Plus gréralement, on &finit la transforn@e de Hilbert dans la directid® par :

€ - + OO . @J_ —t @J_
Hof(x) = 1 im / flx-s07)) _1 . / f((x-©)0 + (x )et)
T e—0t s€R;|s|>€ S T e—0t tER;|s|>e X - @J_ —t

= M7 (goxe)(x 0F)

ollonanokgyxe :uc€R— f(x- OO +udt).

On peut alors calculer la transfoem de Fourier défe f :

27
- L Hl/D; (k , @L) i@k, 1 isgn(k - ©L)g7s(k - @)@k g
Var JrR ’ V21 Jr *

: oL . , ;
_ _isen(k-©7) / / F(5© + tO1)e MO —isO ks — _ison(k - ©L) f(K)
2 R /R

— 1 . x= 11 —i .
Hol() = 5o [ Hofoe kx>0 L [ 310(g) )a)e-i0HO kisay

Onadonc:
bo(x) = — | Har (R ¥k = 20, 1)
R

et
bo(x) = — | Haf(k)e™ dk = —2rHe f(x)
R2
On peut donc reconstruire la transfaende Hilbert dg” dans une direction doie en etroprojetant les
dérivées des projections de la transf@erde Radon. On va voir dans la suite que I'on peut en tirer parti
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pour reconstruire des informations sur la fonctjoa partir de donées locales.

Dans [77], les auteurs fonéference auxésultats suivants : pour une fonctigriD dont le support est
strictement inclus dans un interva|le, U] (c’esta-dire qu'il existee > 0 tel queg est nullea I'extérieur
de lintervalle[L + ¢, U — €], si 'on conndt la transfornée de Hilbert dg sur l'intervalle[L, U], alors
on peut inverser la transfoéa de Hilbert de et retrouver ainsi les valeurs gesur[L + €, U — €] :

m </LU V(& — D) (U - SI)WZQES;)/)C“/ + C’)

ou C' est une constante qui pektire cetermirée s que I'on conriala valeur deg en un point (ce qui
est possible en utilisant des informations de support).

Cette formule d’'inversion permet de reconstruire, cette fois-ci en dimension 2, une fofitdidong de
certaines droitea partir de don@es trongées : plus ggciement, le sultat suivant eénoné dans [77] :

Vse[L+eU—¢, g(s) =—

Proposition 2.4.1
La fonction f peut étre reconstruite en un point Xg s’il existe un vecteur unitaire ¢ = (cos ¢g, sin ¢)
et un segment Sy, f inclus dans la droite Dy, x,.a, dirigée par & passant par xq tel que :

1. le segment Sy, f contient xq et contient le support de f le long de la droite Dy, xo.%,, ¢’est-a-dire
f(X) = 0 pourx € D¢07X0"I’0\S¢0f;

2. pour chaque x € Sy, f, et pour chaque angle ¢ € [¢q, ¢o + 7|, la transformée de Radon de f R [ est
connue au voisinage de s = x - ®g.

Pour ésumer, dans le casid'on mesure la transforée de Radon seulemeattravers uneégion, on

peut reconstruire une fonctigh(a support bora) le long de la droitéd> quand I'intersection de la droite

D avec le support dg est contenue dans I&gion d’exposition. C'est le cas sur les deux premiers
schemasa gauche en figure (2.24)udon peut reconstruire leggions griges, dans le premier sefma

en utilisant une droite horizontale, dans le démxé en utilisant une droite verticake partir des seules
mesures de la transfoBa de Radon effeckes au voisinage de l'intersection de chacune de ces deux
droites avec le support de la fonction.

Dans [26], la condition sur le segmef, f est relacke, et il est mon& que desésultats similaires
peuventtre obtenus quand le segmeéhyt f contientxq et quandau moind’une de ses exémites est
I'extérieur du support d¢ le long de la droiteDy, «,.a, (@utrement dit, on peut reconstruifde long
de la droiteD quand I'intersection de la droit® avec le support d¢ a au moins I'une de ses egmites

a l'intérieur de laggion d’exposition) : ceci est illugtrsur les deux figures de droite en figure (2.24), o
I'on peut ici aussia partir de don@es locales, reconstruire l&gions griges.

Ces Esultats ne sont pas applicables dans le cadre que nous nous sonaseddixs le cas du pravhe
intérieur, si la eégion d'inérét est strictement incluse dans le supportfdé’esta-dire par exemple
lorsque sa fronéire n'est jamais tangenéela frontere du support de la fonction), on ne pourra trouver
aucune droite satisfaisante ; déme, pour le prol@mea angle limi€, on ne dispose pas -pafahition-

des mesures de la transfarende Radon selon toutes les directions, et la formule d’inversion ne peut pas
étre mise en oeuvre. Nous allons maintenaésenter deux autresatinodes, plus anciennes, qui, elles,
peuvent s'appliquer au praishe inérieur.

2.4.2 A-tomographie

Cette n&éthode &té introduite dans les travaux de Faridani, Smith, Ritman [38, 36, 35]. Elle es&appel
aussi parfoisomographie localget est congue pour le prashe inérieur. L'idée consisté abandonner
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Y f \.//’/ﬁ\
\:\\

IV

FIG. 2.24 — Reconstruction dégionsa partir de donees locales partir de la transforge de Hilbert
2D : avec la nethode évelopge dans [77, 26], on peut reconstruire légions grigesa partir de
donrees de Radon mes@s au travers de cegions. [Image adapea partir de [26]]

I'id ée d’essayer d’approcher au mieux les valeurg dans la egion d’inérét, eta reconstruire pladt A f
(ou A est un ograteur que nous psenterons plus loin, quiégéralise I'oerateurA vu jusqua piesent
pour des fonctions 1D), qui psente les deux épificites suivantes :

— Aladifference de la fonctiofi, A f peutétre identifee dans unegion d’'inéréta partir des seules
mesures de la transfoéma de Radoa travers cetteggion (non seulement il n'y a aucun obstacle
théoriquea cela, mais en plus on corihdes algorithmes qui permettent de le faire) ;

— Les ensembles singuliers d¢ et def sont identiques.

On peut donc, en reconstruisakf a partir de donees locales dans l&gion d'inerét, avoir acésa
'ensemble singulier d¢ dans la egion d'in€&rét.

Nous allons maintenant expliciter I'épateurA et preciser les propétes que nous venonséloquer.
Nous serons conduits aussintroduire I'ogerateurA —!, qui ici, joue un dle essentiellement “costique” :
comme nous le mentionnerons par la suite, il permet, en reconstruisant une combinaisioa deA f
et deA~!f plutdt queAf seul, de renvoyer une image plus ressemblanfeque A f, en conservant
I'information relativea f portee parA f.

2.4.2.1 [Efinitions et propriétes

On cEfinit d'abord I'oerateurA™, ol m est un entier relatif sugsieur ouégala —1, pour des fonctions
bidimensionnelles : Pouf € S(R?), I'opérateurA™ est cfini dans le domaine de Fourier par

Af(k) = K™ (k)

On peut alors montrer que l&finition de I'operateurA™ peutétre étenduea des espaces de fonction

moins restrictifs ; par exemple, dans les cas qui nows@ssent icia savoirm = 1 etm = —1, il est
mont©é dans [38], et nous I'admettrons ici, qu’en dimension 2, on a que pour toute forfctitle que
f(x) 1/p2
x———— €L (R),0ona
TENFIERR

vx € R%, Af(x) = lim/ WL(X)dy+1 / Md},
=0 Jly|>e ly|>e

v/’ 0 y/?
(21 — u1)0y, f(1) (2 — u2)0y, f(u)

= lim du + lim B du
=0 Jjx—ul>e x — u =0 Jjx—ul>e x — u]
tandis que
vx € R?, A7 f(x) = lim Mdy = lim 1) dy

=0 ly|>e |y, €—0 |x—y|>€ |X - y|
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La proposition suivante rassemble les principales petgside I'oggrateurA.

Proposition 2.4.2 (Proprietés de I'ogerateur A [35])
On suppose que X et Y sont deux sous-ensembles mesurables de R?, et que f est une fonction telle que

X — m} soit intégrable.
X

1

. En notant D, I’opérateur de dilatation, pour a > 0, on a AD,f = —D,(Af). Ceci implique que les
a

objets de petite taille de I’image f sont représentés avec un fort contraste dans I’'image de A f.

. On note X le complémentaire de X dans R.

Pour tout x appartenant a I'intérieur de X, Ay x (x) > 0.

Pour tout x appartenant a Iintérieur de X¢, Ay x(x) < 0.

Ceci implique que le signe des sauts de A f est le méme que celui des sauts de f aux points de disconti-
nuité de f.

. Le Laplacien de Ax x est positif ou nul sur I’intérieur de X (autrement dit Ax x est SOus-harmoniqueur
I'intérieur de X).

Le Laplacien de Ay x est négatif ou nul sur I'intérieur de X (autrement dit Ax x est super-harmonigque
sur intérieur de X©).

Ceci implique que Ax x ne peut pas avoir de maximum local sur I’intérieur de X, ni de minimum local
sur intérieur de X©, et donc, si f est une somme d’indicatrices, il n’y a pas d’oscillations dans I’image
de A f

. Six n’appartient pas a la frontiere de X, alors

1

[Axx (x)] < W

En pratique, les formule230) sont difficilement manipulables. La prop# suivante, monée dans
[38], énonce une formule plus simple, que nous admettrons, applicable aux forectopport bora, et
permettant de calculer explicitemehf a I'extérieur du support dé¢ ; elle donneegalement une formule
permettant de calculex f a I'intérieur du support d¢ dans le cas f est I'indicatrice d’'un domaine
Q.

Proposition 2.4.3 (Calcul pratique deA f [38])
Soit une fonction f intégrable, a support borné, noté ici X .
— Six est a I’extérieur du support de f, alors

1 f(y)
M=o /yex P

— Side plus f est I'indicatrice de I’ensemble X, alors a I’extérieur de X,

1 1
AXX(X):—/ ——dy
27 yeX ‘X - y,3
et a I’'intérieur de X,

1 1
Axx(x) = — lim / =y
21 =0 JyeXijx—y|>e X — ¥
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Nous allons maintenant illustrer legsultats pecedents en calculant explicitemehyf et A—! f dans le
cas al f est I'indicatrice du disque urét Les valeurs que nous obtiendrons sont éasrdans [36], mais
sans justification.

Exemple 2.4.1 (Calcul de\ f et A—! f pour l'indicatrice de disque)

Soit f = xq.

Soit x € R?, fixé, de module p-

Premier cas : p > 1

Dans ce cas, il n’y a pas de singularité sur le domaine d’intégration, et on peut donc calculer les valeurs
de A= f etde A f avec des intégrales au sens classique. Pour A=' f, on a ainsi

Vx ¢ Q, ALf(x) = 1 / L dy (2.30)
Yy

Com cQ x —y]

Pour calculer cette intégrale, on se place dans le repére Ry = (x, ux, uXL), ol on a noté uy le vecteur
ﬁ. En particulier, dans ce repére, le point x a pour coordonnées (0,0), et le cercle unité admet pour
équation (x1 + p)? + x3 = 1. En faisant un changement de variables avec coordonnées polaires, on

obtient

Atf(x) = S 17“d7“doz -1 drda
2 2
T J{(r,a);ruaeQ} T T J{(r,a);rua€Q}

ol on a noté u,, le vecteur de coordonnées (cos a, sin a), a € [0, 27|, dans le repére Rx. Il reste donc a
calculer I’image du disque unité €2 par le changement de variables opéré dans la derniére intégrale.

Pour cela, on fixe dans un premier temps la direction u,, o € ]—g, g[ et on consideére la droite di-
rigée par u,, passant par x. Comme illustré sur la figure (2.4.1), elle coupe le cercle unité au point de

coordonnées (11, x32), dans le repére Ry, si et seulement si

(x1+p)+23 = 1
ro = wx1tana

a#;[ﬂet{

Les solutions éventuelles de ce systeme vérifient nécessairement

(z1 4 p)* 4 tan? az? = 1
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c’est-a-dire )

cos? a
Le discriminant de cette derniére expression est égal a

—— 24+ 2z +pP—1=0 (2.31)

4 .
o2 a(p2 -1)= m(l — p*sin? ) (2.32)

et donc 1
— si|sina| > —, la droite D, ne coupe pas le cercle unité.
p

O 1 . p
— si|sina| = —, la droite D,, est tangente au cercle unité.
p

— si|sina| < —, la droite D,, coupe le cercle unité en deux points distincts de coordonnées respec-
p

tives (27" (), 25" () et (279 (), 259% (@), ot z7" () et 2% () sont les deux solutions
de I’équation (2.31) :

; 2 cos?
" (o) = <—2,0 T s a 1 — p2sin? a> 5 = —pcos? o — cos a\/m

avec
25" (@) = /1 = (a7(a)®
et
2 . 9 cos® o 9 5
(o) = ( —2p+ 1 — p?sin = —pcos” a + cos a\/m
Cos & 2
avec
2P (@) = /1 = (27 (a))?

Quelle que soit la valeur de o € } 559 [ ces deux valeurs sont négatives (car p > 1). Par conséquent,
dans le repére Ry, ce sont les abscisses des points repérés par les coordonnées polaires :

a—+m a—+7
{m%w=¢@mmﬁ+@¢mw “{W%@=mewfﬂwmwf
soit
o+
(o) = \/1+2p cos? a + 2pcos ay/1 — p?sin® a — p? —\/pcosa+\/m

= )pcosoz—i—\/l—p sin a’ = pcosa + /1 — p2sin®a

et de la méme maniére

o+ T
rmer( ‘pcosoz—\/l—p sin a’ =pcosa — /1 — p?sin®a

Reprenant I’expression (2.30), on a alors, en utilisant les coordonnées polaires dans le repére (X, Uy, Uy ™)

maT

arCSln = d 1 arcsin = .
Alf(x) = / Haloz = — ’ " (@) — r™"(a)da
/'«-777/1’”/

— arcsm 27 J_ arcsin %

arcsm = arcsin %
= / \/1—p sin® ada = = / \/1 = p2sin? ado
0

arcsm =

1- 2 2 1
=
V1—u2 ™ P
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ou E(«, 3) désigne ici et dans la suite I’intégrale elliptique de paramétres « et [3, que I’on sait tabuler, et

qui est définie par
/ /1 — ﬁ2t2
V1—12

De la méme maniére

min( 2T .

— arcsm = — arcsin ;

Af( ) 1 arcsm = / rmeT (o) Td’l” 1 arcsin % 1 1 p
X)=—7— —_ — - «
- rmam(a) rmin (04)

1 arcsin ; 1
- da
2m — arcsin & pcosa + /1 — p?sin® a pcosa— 1— p?sin®a

] [arcsing V1— p sin? @, 7 du
—— 1—p?u
™ —arcsm% p -1 p -1 V1

2 1 1
= - 2 E<ap>
mps—1 p

Deuxiéme cas : 0 < p < 1

Dans ce cas il y a une singularité dans le domaine d’intégration dans le calcul de A f(x) et A=1(x).

Par rapport au cas précédent, I’équation (2.31) est toujours vérifiée, mais cette fois-ci, comme 0 < p < 1,
le discriminant A( ) obtenu dans la formule (2.32) est toujours strictement positif ; quelle que soit la
valeur de o € ] 259 [ la droite D, coupe le cercle unité en deux points distincts, dont les abscisses
sont cette fois-ci de signe opposé (carici0 < p < 1):

2" (o) = —pcos®a —cosay/1 — p2sin®a < 0
2% (o) = —pcos®a + cosay/1 — p2sin®a > 0

Dans le repére Ry, ce sont les abscisses des points repérés, en coordonnées polaires, par (o, ryax(a) >
0), et (o, rin(alpha) < 0), quand « parcourt ’intervalle [0, 7|, avec

™ (@) = peosa — \/m et () = pcosa +4/1 — p?sin® a

Pour e > 0, fixé, on a

1 ™ —€ d Tma’z(a) d 1 T —€ Tmaz(a)
AR = - =+ ") da = dr + dr | do
2 ; 9
T 0 Tm'm,(a) r € r ™ Tmzn(a)
1 (7 ,
= 3 (=™ (@) + 7™ (@) — 2€) dow = —me + — / mda
0

Par conséquent, en faisant tendre € vers zéro, on obtient

i = L[V et =2 [T panada= 2 [ I,

= *E(l p)

et



100 Chapitre 2. Tomographie 2D

Pour A, on a, pour tout € > 0,

maz(

1 & € rdr r ) pdr 1 & € dr (7@ gy
A = — — — |da = — —_ ~—1d
VE > 07 6f(x> 27T 0 <\/7jm1"(a) TS + /6 7’3 ) @ 27T 0 (\/Tmzn(a) T2 € T2> @

Ainsi la dépendance en e disparait, et on a donc

80 = g [ (e ~ )
1

T 1 1
— — da
2r Jo \ pcosa++/1—p?sin®a  pcosa — 1—p281n204

T =2y1—
= ! / pPsin’ o do = —— / \/1 — p?sin? ada
27T(p2—1) m(p? — 1)

p?—1
= / \/1—p?sinfada = ———— /\/1—/)U2
P_l P—1 V1—u2
_ 2E(L
N 7rp—1

La figure (2.4.1) présente le tracé de la section centrale des fonctions Af et A=1 f.

54

FiG. 2.25 — Sections de\f et A~!'f appliqies a lindicatrice du disque (valeurs exactes); la
repesentation de f est traée avec le trait le plus foic

2.4.2.2 Traitement des donges locales pai\-tomographie

La pertinence de la gthode de\-tomographie repose sur deux pr@is : une foncctiorf étant donige,
1. Af est calculable localement dans &gion d’inerét ;
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2. Af apporte des informations sur les discontigsitlef dans la égion d’inérét.

Le premier point est une @réralisation de la formule deetroprojection filtee : de la Bme margre
gue I'on peutecrire

1
_ L p#
f= s R¥ARS

on peut montrer que I'on a, pour tout entier> —1
1
Amf — 7R#Am+17?,f
472

Or, dans le castom est impair,m + 1 est pair, et I'application de I'cgrateurA™*! revienta filtrer
chacune des projections par le filtre dont la transfsme Fourier est — w™*!, qui, sim + 1 est pair,
est,a une constante s, I'operateur la érivee(m + 1)eme dans le domaine direct, dont on sait qu’il est
un ogerateur local : le filtrage peut donc se calculer localement (en revanchetsi est impair, alors

le filtre est la convolution de I'cgrateur de @rivation(m + 1)éme par la distribution valeur principale,
et n'est pas support compact). Plusgmisment, pourn = 1, on a

1 9 1 27 82
Af(x) = SRF(NR(X) =~ | g Ref(x- ©)db
et, pourm = —1,
2T
A7) = o RARAG0 =~ 5 | Rof(x-©)i0

En pratique, on peut reconstruifef et A~! f en adaptant directement I'algorithme dgroprojection
filtrée : pour reconstruird—! f, on se contente d&troprojeter les projections, sanétpe de filtrage,
tandis que pour reconstruiref, on remplace Btape de filtrage par une estimation deéaivke seconde
des projections (par exemple avec un&ul aux diferences finies d’ordre 2), puis oétroprojette les
dérivées secondes ainsi obtenues. Tous les calculs sont doncatemeht locaux. A titre d'illustration,
nous avons re@seng en figures (2.26) et (2.27) les reconstructions obtenues/ppet A—! f en adap-
tant l'algorithme de &troprojection filtee, dans le cas du disque et du fané de Shepp et Logan; les
calculs ontété faitsa partir de don@es globales, mais on trouverait désultats identiques dans les
régions d'inérét si I'on effectuait seulement les reconstructiarzartir de don@es locales.

FIG. 2.26 — Reconstruction def (au milieu) etA—! f (a droite) dans le cas du disque @nén utilisant
I'algorithme de étroprojection filtee modife.

Le deuxieme pointfait I'objet de la proprét suivante, céte par exemple dans [38], et que nous admet-
trons.
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FiG. 2.27 — Reconstruction d&f (& gauche) eN—! f (a droite) dans le cas du f@mhe de Shepp et
Logan en utilisant I'algorithme detroprojection filtee modifé.

Proposition 2.4.4 (Conservation du support singulier par I'ogerateur A)
L’opérateur A est un opérateur pseudo-différentiel elliptique, et a ce titre, les supports singuliers de A f
et de f sont identiques.

Nous renvoyons par exemple au cours de M.S. Joshi, disponible en ligne [74], powfilesots
précises d'oprateur pseudo-d#éfentiel, et d'oprateur pseudo-défentiel elliptique, ainsi que pour la
preuve de la conservation des supports singuliers (gn@ssent, un oprateupseudo-difrentielest un
opérateur dont lesymboledans le domaine de Fourigr,savoir ici|k|™ "ressemble” au symbole d'un
opérateur diferentiel, et on dit qu'il est elliptique si, ailleurs qu’e@rn, il ne s’annule pas); il est en
particulier proue gu’'apes application d’'un ofrateur pseudo-diéfentiel, le support singulier obtenu

est inclus dans le support singulier initial, et qu’on a conservation du support singulier dans ie cas o
I'opérateur est elliptique.

Comme on I'a dit en introduction de cette partie relatidaA-tomographie, 'oprateurA —! joue un ble
essentiellement cosgtique : il n'apporte aucune information sur les discontigmiiflef. En revanche,

il a & consted exgerimentalement [36] que si I'on construit une combinaisogdireL(f) de A f et
A~ f avec des poids bien choisis, alors on obtient une image qui, touésarpant les discontinéis de
Af, donc, celles d¢, est plus ressemblandef que ne I'estA f ; il est dit dans [36] que cet aspect n’est
pas regligeable, car les praticie@squi sont destias ces images pferent disposer d'images les plus
ressemblantes possible aux images qu’ils ont coutume de manipuler. En pratique, les agtenisqnrt
de reconstruird.(f) = a(Af + pA~1f), et fournissent dans [36] des recommandations pour le choix
de« etu qui dependent de la taille de lagion d’'inérét. Sans entrer plus dans lestails ici, nous avons
repeseng en figure (2.28) la combinaison obtenue dans le cas du disqée poitr une zone d'igtét
de rayon 1 (dans ce cas= 1, et;, = 6) : avec ces paraétres, on arrivé contre-balancer la forme en
“bol” de A f par la contribution de\~! f, de telle sorte que la fonctioh(f) finalement reconstruite est
guasiment constante sur le disque @plés discontinués deA f étant pesenrees.

2.4.2.3 Le probEme des sauts

Les esultats que vous venons dé&genter montrent que les discontiisiteA f sont locali€es le long
des némes courbes que celles flemais qu’en revanche l'information sur la difence de denéit(le
sauta la travergée des fronéires est perdue dang’. Dans [36], les auteurs proposent une technique pour
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FIG. 2.28 — Reconstruction de(f) = Af + uA~1f : avec un choix judicieux dg on arrivea contre-
balancer la forme en “bol” d& f par la contribution deA~—! f, de telle sorte que la fonctioh(f) est
guasiment constante sur le disque @nies discontinués deA f étant péserees.

estimer ces sautspartir de la reconstruction def.

On suppose ici que la fonctighs’écrit comme une combinaison &aire d’'une fonctiorf, de class€*>

a support compact, et d€ indicatrices de domaines, fe@®\, (Xx)r—1...ic ; On suppose de plus que les
intérieurs des domainés(; ),—1...x sont dewa deux disjoints, et on no@X}, leurs fronteres respec-
tives.

On se place ici au voisinage de la framg entre deux de cds domaines.X; et X;; on noteW; ; la
réunion de leurs idrieurs {¥; ; = (X; U X)), et on notel’; ; la frontiére suppase non vide entre
X; et X; situee dand¥; ;. Le but de ce qui est expe®nsuite est de psenter une gthode permettant
d’évaluer la valeur du sauj — ¢; au travers dé'; ;.

En isolant les termes relatigsX; et X;, on peutecrire :

F=Ffo+> arxx, =(cj—ci) xx, + fijavecf;; = fo+ i xxux, + Y axx,  (2.33)
ki,

Pour toutx € W; ;\T'; ;, on peutecrire
f(x) = (¢j — ei)xx; (%) + fij(x)

et donc
Vx € Wi \l'ij, Af(x) = (¢j —ci)Axx, (x) + Afj(x)

soit, comme on sait que |'@vateurA appliqLé a une indicatrice de domaine ne s’annule pas,

e M® A[M
Vx € Wi i\l'ij, ¢ CZ_AXX]'(X) AX)J(J'(X>

On dispose alors desultat suivantétabli dans [36], et que nous admettrons :
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Proposition 2.4.5 (Estimation des sauts eN-tomographie)
Avec les notations ci-dessus, on a les relations suivantes :

A
Vx e W; \I'ij, ¢j — ¢ A + O(d(x,T)) quand d(x,T) — 0
AXX (x)
A
Vx € Wi i\L'ij, |¢j —cil = [VAS )] + O(d(x,T)?) quand d(x,T) — 0
|Axx, ()|
: , . , Af(x)
Ces deux relations montrent que I'on peut estimer la valeur ducsautc; en evaluantﬁ ou
Xx; (X
m pourx au voisinage de la frorérel’, I'estimationétant plus fine dans le dexne cas.
XXx; (X

En pratique, dans [36], pour estimer un saut inclus dangdean d'inérét a partir de don@es locales,
les auteurs proposent de péaler de la ma®ire suivante :

1. reconstruire\ f dans la egion d'inérét;;

2. determiner la frontred X ; en appliquant un algorithme détction de contours'image deA f,
et ainsi isolerX; (dans [36], cett@tape est en partie manuelle) ;

3. reconstruireA X;, en simulant d'abord sur I'image d&; la méme gonetrie d’acquisition de
mesures que celle qui a permis de mes@¢r pour obtenirR X;, sur laquelle on applique alors
le méme algorithme de reconstruction quetape 1 ;

4. evaluer nurariquement\ f(x) et Ax x;(x) en plusieurs points du voisinage Bepuis, en faisant
une moyenne des défents quotients obtenus, obtenir une estimation de la valeur du saut.

Les auteurs de [36] estiment parvenir aisine erreur entre densigstinge et densét réelle de I'ordre de

5% de la densé réelle. Il nous semble cependant que kEthode n’est pasés pratiqué mettre en oeuvre
(lesétapes de @tection de contours et de simulation des projections d’indicatrices sont contraignantes) ;
une alternative lui &t propoge :la tomographie pseudo-locale

2.4.3 Tomographie pseudo-locale

Cette néthode aétt congue et propée par A. Katsevitch et A .Ramm, dans [54]; on en trouvera
également des psentations par A. Faridani, par exemple dans [35, 34].

La motivation des auteuitait la suivante : construire uneéthode qui serait strictement locale, comme
la A-tomographie, qui conserveraigalement comme lA-tomographie, la localisation des discon-
tinuités, mais qui, en plus pourrait fournir directement I'amplitude des discoré@gdians laé&gion
d’intérét. Pour cela, les auteurs s'appuient sur la formule d’inversion globale de la tragefderRa-
don, expringe dans le domaine direct (que nous avons ré&epelus haut 2.11) :

flx) = 1 /27T lim 87z#f()d de
0

2
4 o0 |x-@—s|>e X O -s

Pour rendre le filtrage local, ils proposent de tronquer le filtre rampe non plus dans le domaine de Fourier,
comme cétait le cas dans la mise en oeuvre de &hmode de&troprojection filtée, mais dans le domaine
direct, en ne conservant que la restriction du filtre rampe intervalle ferra, synetrique autour de&ro ;

ainsi, pourd > 0, au lieu de reconstruirg, on reconstruit la fonctiorf;, définie par

1 2m 3
Fa(x) = 2/ lim / Mdsd@
4m 0 €—0F e<|x-@—s|<d X O

Le calcul def; peutétre fait quasi-localement : on a seulement besoin de mesurer la traasfden
Radon au travers du disque de centret de rayor2d pour reconstruire exactement la valeur fjeau
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pointx.
Pour péciser I'information poge par la fonctiory,, on introduit la fonction suivante, défence entre
la fonction f, et la fonction de &férencef, définie par :

f7(x) = f(x) = fa(x)

On a alors une preraie proprete, essentielle :

Proposition 2.4.6 (Discontinuiés et tomographie pseudo-locale [54])
Pour tout d > 0, la fonction fdc est continue dans le domaine direct.

Linterprétation de cette pro@#€ est imnédiate : quel que soit > 0, la fonction f; porte les disconti-
nuités de la fonctiory, autrement dit les discontinés def,; sont exactement les@mes que celles de
f, que ce soit au niveau de la localisation ou de I'amplitude.

Preuve . Par cfinition dEde,
2w OsRof(s)
o 0
fa (%) = f(x) = falx 47r2/ /€R|x@ s|>d X - G_Sd o

(il n’y a plus de singularé dans le domaine d’iagration, les irégrales en valeur principale
n'apparaissent donc plus.)
On peut alor€crire,

c B 1 27 X @ — daRgf() 00 8R9f()
fd(x>_4772/0 </_OO X-0—s S+/@+dx ®—s )d@

1 7T Ref(s) 7970 X071 Ryf(s) Rof(s) 17 © Ref(s)
a 47T2/o <|:X.®_S:|—oo Jr/—oo (X'@—3)2d5+[X'@—S]x.e+d+/x-e+d(X'®—3)2d$

1 2”Rgf(x-@—d)+7€9f(x-®+d)d9
a 47T2 0 d

S ( /"'@—d Ref(S)) it /°° Ref(s))2d8> ”

472 e (x-O —5)? x@4id (X-© —s

La continuie defdc découle alors du #oeme des irigralesa parangtres [42], que I'on peut
appliquer ici car, pour la premaie inegrale,

— presque pour tout € [0, 27], x — Rof(x- O —d) + Ry f(x- © +d) est continue sUR?,
comme compase de fonctions continues ; en effet, les seules incidences pour lesquelles
0 — Ry f n'est pas une fonction continue sont les directions pour lesquelles la fonction
du domaine direch un bord confondu avec une tangeatee bord sur un intervalle de
longueur strictement positive ; or (nous I'admettrons), il peut y avoir au plus un nombre
fini de directions pour lesquelles ceci se produit (par exemple, pour us darra quatre
telles directions); par coiguent, on peut affirmer que presque pour toute incidénce
Rof est continue.

— pour toutx € R?, il existe une constant&/ telle que, pour tout coupl@, s),
IRof(x-© —d) + Rof(x-O+d)| <M

(car la transforrae de Radon est bara)
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et, pour la deuxdme inégrale,
Rof(s)
(x-© —s)?

— pour toutx € R2, on a, pour tout couplé, s) € {(s,0); |x - © — s| > d}

— pour tout coupléd, s) € {(s,0);|x-© —s| > d}, x +— est continue suR?.

Rof(s)
(x-© —s)?

o [Raf(o)

qui est une fonction iggrable ern, s) :

o [Ro.f(s)]
dM<—Rf1<w
/ /eR |x-@—s|>d d? H HL u

Ainsi, quelle que soit la margé la fonction f; porte les discontinugts def, en localisation, mais aussi
en valeur du saut aux points de discontiéuit
On dispose aussi d’'une prop# de convergence, que nous admettrons.

Proposition 2.4.7 (Convergence dg, vers f [54])
— Si U est un ouvert de R? sur lequel la restriction de f est de classe C?, alors

|f& (%) = f(x)| = O(d) quand d — 0
et de plus la convergence de de vers f est uniforme sur tous les sous-ensembles compacts de U.

— Si (I") est une courbe de discontinuité de f, si xo est un point de I, et s’il existe un voisinage
ouvert V de x tel que T est réguliére sur V et f est de classe C? par morceaux surV, alors

(f+(X0);

f§ (x0) —

f(X°)>‘ = O(d|Ind|) quand d — 0

ot on anoté f(xg) et f—(xq) les limites de f quand x tend vers x¢ de part et d’autre de la courbe
I' le long de n’importe quelles courbes n’intersectant pas I'.

Néanmoins, si cette @thode est thoriquement attractive, il est expligulans [35] que la conservation
des sauts neegiste pas I'implémentation nurrique, et qu'il faut alors avoir recougsdes nethodes
compkmentaires du dme type que celle que nous avonsganée pour laA-tomographie pour pouvoir
estimer les sauts. Une autreethode comg@mentaire, acessitant desadeloppements #oriques ardus
(de notre point de vue ...), est d'ailleurs propeslans [54] ; nous ne I'exposerons pas ici.

Nous terminons cette partie en illustrant lesultats qui viennent @treénonés par I'exemple du disque
unité. A notre connaissance, les calculs qui suivent ne figurent pas dansrkuite.

Exemple 2.4.2 (Tomographie pseudo-locale pour le disque ugitisque)

Dans cet exemple f désigne I'indicatrice du disque unité. Pour tout 6, Rgf a donc son support inclus
dans [—1, 1] (d’apres la propriété 2.1.2). Nous supposons que 0 < d < 1, et nous allons calculer fdc ,
dont I’expression est, rappelons-Ie :

c B 1 2 x-O— daRgf() 00 8R9f()
fd(x)_w/o </—oo x-©—s 8+/e+dx ©-s S>d0
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On se place d’abord au niveau de chaque projection. Soit p € R. On note

7d 00
9g0(p) = /p aSRaf(S)der/ %Rof(s)
P

o P8 td P S

ici —2s —2s
ici = s +/ " ds=4¢5((».34)
/1—oo,p—d1m}—1,1[ V1—s*(p—s) p+doo[n]-1,1[ VI = s*(p — 5) 163

On utilise alors la primitive suivante :

i - __ps=1 .
/ _—2Sds Maple 2 arcsin(s) pom arctan <\//Tlm> silp| > 1(2 -
— 2 — B . n 1— + 1— 2m ) .
V1 —52(p—s) 2 arcsin(s) — \2/p11_p22 _ \/12in ln( sp \/87 s ) silpl <1

On distingue alors plusieurs cas dans le calcul de gg(p), selon la valeur prise par p :

p < —1—d, seule la deuxiéme intégrale dans (2.34) est non nulle ; on utilise la premiére expression dans
(2.35), avec comme bornes dans I'intégrale (—1,1).

—1—d < p < —1; seule la deuxieme intégrale est non nulle ; on utilise on utilise la premiére expression
dans (2.35), avec comme bornes dans I’intégrale (p + d, 1).

—1 < p < d — 1; seule la deuxieéme intégrale est non nulle ; on utilise la deuxiéme expression dans
(2.35), avec comme bornes dans I’intégrale (p + d, 1).

d—1 < p < 1—d: les deux intégrales participent ; on utilise pour chacune la deuxiéme expression dans
(2.35), avec comme bornes respectives dans (—1,p — d et (p + d, 1).

1 —d < p < 1; seule la premiére intégrale est non nulle ; on utilise la deuxiéme expression dans (2.35),
avec comme bornes dans I’intégrale (—1, p — d).

1 < p < 1+ d; seule la premiére intégrale est non nulle ; on utilise la premiére expression dans (2.35),
avec comme bornes dans I'intégrale (—1, p — d).

p > 1+ d; seule la premiere intégrale est non nulle ; on utilise on utilise la premiére expression dans
(2.35), avec comme bornes dans I'intégrale (—1,1).

Les courbes représentatives des fonctions ggg, pour différentes valeurs de d sont présentées en figure
(2.4.2).

Les deux derrires néthodes que nous venons dégenter sont connues, égulierement ciées dans la
littérature. Nous allons dans la suite expliqguegudtre sens une autregthode, beaucoup plus simple,
mériterait de faire partie de cette famille dé&thodes “de&ference” en tomographie locale.

2.4.4 Reconstruction locale par etroprojection filtr eée

On a vu que dans le cas du prebile inérieur I'information sur les discontin@s est teoriquement
disponible dans les dogées trongées : I'enjeu des gthodes locales est d’arrivaextraire au mieux ces
informations pour reconstituer le plus d’'information possible sur les discorésdif dans la egion
d’'intérét. On vient de @rsenter deux Bthodes de reconstruction locale, connues,est $ouvent men-
tionnées dans la liirature A contrarig, la méthode deé&troprojection filtee n’esta notre connaissance,
jamais ciée dans ce contexte, souvent sous@xite que le filtre rampe n’est pas de clag%edans le
domaine de Fourier, donc ne peut @rire a support compact dans le domaine diréoncne se péte
pasa des donéees trongéaes. Seul Natterer, dans [78])a suite de Btude des variations du noyau (qui
aboutissend la majoration 2.28), mentionne que c’est urigimode qui peudtre utilie sil'on recherche
seulement les “changements de valeurs” dans la fongtj@ta condition de prolonger les projections
de manéreconsistantesur la partie du sinogramme non messeir
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FiG. 2.29 — Repésentation des fonctiong/,, pour differentes valeurs dé dans la néthode pseudo-
locale : on a applig@ un filtre rampe troncﬁudans le domaine direct; de gauchdroite, puis de haut
en bas, le rayon du filtre egt= 0.9, d = 0.5, d = 0.1, d = 0.01; a titre de comparaison, on a indigu
en pointillés les projections aps filtrage par le filtre rampe complet. Dans laéthode pseudo-locale
appligieesa des donées inérieures, onétroprojette la diffrence entre les deux courbes &es.
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Nous avons cependant eseayappliquernaivementcette nethodea des donées trongées, sans ap-
pliquer la proédure de prolongement des dées par consistance, contraignaatmettre en oeuvre.
Les ésultats que nous avons obtenus sur ledianet de Shepp et Logan sonépenés en figure (2.30) :
ils sont troublants. Nous avons reconstruit &gion d'inérét (en prengre ligne de la figure (2.3
partir des seules doBes mesu@es au travers de cetegion : la reconstuction obtenue figure sur la ligne
suivantea gauche; il y a un biais “lisse” sur toute kegion d'in€rét, des artefacts au bord de &gion
d’intérét, mais les discontin@s sont visibles. Pougduire les artefacts au bord de &gion d'ingrét,
nous avons applicuune néthode connue dans le traitement des éasrocales, qui consiskgrolonger

le sinogrammepar continuig, c'esta-dire qui consista construire la fonctiog définie par :

Rf(O,s)si|s| <a
¥(0,s) € St x [-1,1], g(8,5) ={ Rf(©,a)sis>a (2.36)
Rf(©,a)sis < —a

ou a déesigne le rayon de l@gion d'inérét.

On constate alors (dewne lignea droite en figure (2.30)) que les discontisitiu fanbme initial sont
nettement visibles dans la reconstruction obtenue, et que la ressemblance avec I'image initiale est forte
(et 'amplitude des sauts n’est pas loirétte conser@e, comme on peut le voir sur la derre ligne, @

on a tra€ la section centrale horizontale du famte -en pointiks- et de la reconstruction).

Se posent alors des questions : lathodendive de reconstruction pagétroprojection filtee est-elle

une nethode locale satisfaisante ? Si oui, comment le prouver ? Si non, comment construire des contre-
exemples ? ... Il s'ade, apés moult tentatives, que la construction de damés mettant clairement

en cefaut la néthode de &roprojection filtte n'est pas uneathe aige. Nous proposons finalement

le fanbme suivant, dans lequel nous avons pldine part une structure &teurea la €gion d’in€rét,
modifiant notablement les projectionsénieures quand on calcule la transf@ede Radon, et d’autre

part deux structures identiques et peu cond@stdans laégion d'in€érét; ce fanbme est peseng en

figure 2.31 (nf@me disposition que dans la figure (2.30) ). On peut alors constater que les deux structures
ne sont pas reconstruites de I&mme marére dans laéggion d'ingérét : la methode de &troprojection

filtrée ne fournit donc pas en toute circonstance éealtats aussi satisfaisants que sur ledfard de

Shepp et Logan, maiganmoins, dans la plupart des cas que nous avois(edie renvoie degsultats

tres satifaisantsdans la suite de ce manuscrit, ce sera notre @thode locale de eference

Nous ne sommes pas parverausefinir rigoureusement des conditions dans lesquelleséthode de
rétroprojection filtee appligée a des donees locales est satisfaisante. Cependant, nous proposons
d’amorcer cett@&tude de la magre suivante : dans la@thode de&troprojection filtee appligée nave-
menta des don@es éduitesa la ©gion inérieure de rayom, on reconstruit en fait la fonctiofil, ;..
définie par
1 2
i) = 3 [ AT Rof (x- @)

ou on a noé

A™"%gg(s) = lim [/56 Mdu + /a (Wf(u)du}

e—0 —a te S—Uu

Par rapporta la nethode pseudo-locale, on ne tronque donc pas le filtre rampe démmamiforme :
selon la positiors dans[—a, a], en laquelle on calcula ~*“%gy(s), on utilisea gauche de une portion
de filtre de longueus — (—a) = s + a eta droite des une portion de filtre de longueur— s. On n’ap-
plique donc plus ufiltre, au sens premier du terme, aux projections @@eur nétant pas invariant par
translation).

Cependant, comme dans l&ethode pseudo-locale, on peut calculer la&t#hce entre la fonctioffi
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0 100 200 300 0 100 200 300

FiG. 2.30 — Resultats de I'algorithme deetroprojection filtee appligé a des donaes locales : en haut
le fanBme de Shepp et Logan, avec un zoom suétiaan d'in€érét. Sur la deuxdme lignea gauche, la
reconstruction obtenue en appliquant I'algorithme &leaprojection filtee sur le sinogramme trongu
(projections manquantes maintenaezero), eta droite, sur le sinogramme prolangar continui. Sur
la dernere ligne, la section horizontale des deux reconstructions (la section dunfamst trage en
pointillés). Dans le castoles projections oréte prolonges par continui, les discontinués sont bien
visibles.
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Reétroprojection filtrée - section horizontale Rétroprojection filtrée - section horizontale
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Fic. 2.31 — Fesultats de l'algorithme deetroprojection filtee appligé a des don@es locales, sur un
fantdme pour lequel lestsultats obtenus ne sont pas satisfaisané&r(endisposition que dans la figure
précedente :a gauche les does manquantes sont l@ssa zro, eta droite elles sont proloigs
par continuié) : des structures identiques dans le dam initial ne sont pas reconstruites de néami
similaire (en particulier les syatries par rapport aux @dianes de I'image cde sont perdues, &@me
dans le cas o les projections sont prologgs dans les discontingg). De plus les discontinés de
I'image initiale sont difficilement étectables sur la reconstruction.
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et la fonction reconstruite iNeement :

o o L [T [T 0Ref(s) LORof(s)
( naive) - 47_‘_2/0 |:/ d3+/a 9d8:| db

1 X-O-—s X-0—s

On peut alor€noncer le @sultat suivant, analogue agsultat-cé de la tomographie pseudo-locale (vu
en propréte 2.4.6), et quia notre connaissance, ne figure pas dans &dittire.

Proposition 2.4.8 (Discontinuigs et etroprojection filtr ée appliqueea des donrees inErieures)
Pour tout a > 0, la fonction ( gaive)c est continue sur tout disque de la forme {x € R?;|x| < 7}, ou
r<a.

Par congquent, on peut enédliuire que les discontinéis def dans l'inérieur (ouvert) de laégion
d’exposition sont les #mes que les discontinag def“

naive"

Preuve . Nous appliquons le Bme raisonnement que celui que nous avons meréienrtomogra-
phie pseudo-locale (dans la preuve de la p&#ri2.4.6) ; nougcrivons d’'aborda I'aide d’'une
intégration par parties, que :

(foue)® = - %QﬁW“ij/ﬂ RM@2®+[mﬂ@r+Ll7%m%ﬂ%w

ar? |, x-®—s 1 x-©®—y9) x-®—s x-®—s

_ 1 ["™Ref(-a) Ryf(a) o
42 Jo x-O+a x-O-—a

On cE&finit alors un disque feréD,., de rayonr, strictement inclus dans I&gion d’exposition
(c’esta-dire tel quer < a), et on choisit un poink a I'intérieur deD,.. Nous allons alorsérifier
les hypotlgses qui permettent d’appliquer leethieme des iréigralesa parangtre pour montrer
que(fe. )¢ est continue au point.

naive

Pour la preneére inggrale de (2.37), on peut dire que :
Rof(—a)

etx — sont continues
x-®+a —a

X .
sur D,. (car quelle que soit la valeur dg x - ® — a ne s’annule alors jamais, puisque
Ix- O] < |x| << r <a).

— pour toutd € [0,2x[, les fonctionsx — Rof(a)

— pourtoutx € D,,, —r<x-O@ <r,donc0<a—-r<x-®+a<a+r,donc

Rof(=a)| _ [Rof(a)
x-O+a|l” a-r
qui est une fonction (de), integrable sufo, 2.
Rof(a)

On pourrait faire le rame raisonnement poxr—

x-0 —a
intégrale de (2.37) est une fonction, xlecontinue suiD,..

; on en céduit que la prengire

Pour la dewéme inégrale de (2.37), on peut dire que :
— pour tout couplgd, s) € [0,2n[x[—1, —a] (resp. tout coupléd, s) € [0,2n[x][a, 1], la
(){72(9;(5))2 est continue sub,. (car quelles que soient les valeurs«<et
-0 -5
0, x - ® — s ne s'annule alors jamais.

fonctionx —
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— pour toutx € D,.,, pour tout coupléd, s) € [0, 2r[x[—1, —a], on a 'encadrement
0<—Tr4+a<—1r—5<x-0O@-s<r—s<r+1
et donc

Rof(s)
(x-© —s)?

Rof(s)
(a—r)?

qui est une fonction, d@, s), integrable suf0, 27[x[—1, —a].

On pourrait faire le rame raisonnement pour la tragie inégrale de (2.37). On en conclut que
la somme de la deugime et de la troisime inégrale est une fonction decontinue sutD,.
[ |

Nous terminons ce paragraphe par un dernier calcul : le calcul explicite 4€R, f dans le caso f
est une indicatrice de disque.

Exemple 2.4.3 (Calcul deA~*“Ry f dans le cas a f est une indicatrice de disque)
A™"%gg(u) = lim [/ Mds +/ as'Rgf(S)ds}
e—0 _a U— 8 e w—s

Premier cas : |u| > 1 Dans ce cas, il n’y a pas de singularité dans le domaine d’intégration.

arcsin(a) _ 9 sin @

a
— 48 s=sin 6
2 gy / =250 g
/—a v1-— 82(u — S) arcsin(—a) U — sin ¢
t:tang ) /tan<arcs12n(a)) 13—22 2di - /tan<arcsi2n(a)> _8t

= dt
—tan(%) u— 1+t2 1+ ¢2 —tan<7ams;"(a>) (1 + t2)(Ut2 —2t+ U,)

AT "Ry f(u)

_ /tan(miﬂ(“)) 4dt dt_/tan(mé‘“‘”) du

,tan(%n(a)) 1+ ¢2 ,tan(%n(a)) ut? — 2t +u
(Ie polyndme ut® — 2t + u est irréductible car |u| > 1)

arcsin(a)
arcsin(a) arcsin(a) tan( 2 ) dt
1 +4 —4 -
2 2 _ tan( arcsm(a)) t— ) + u gl

u
tan< arcsi2n(a) ) 1

oll on a posé w1 vl
@ i — —
v2+’y posen = u? |ul

u
1
u
arcsin(a) | 1 arcsin(a) \ 1
tan (3 ) : tan (51 )

=" 4darcsin(a) — 4/

_ tan( arcsln(a))

4
= 4arcsin(a) — — | arctan —arctan | —
Y Y

tan( arcsiQn(a) ) + tan( arcsiQn(a) ) )

1 (o (252) ) (o () )

L=y
car arctan x — arctany = arctan
14+ zy

4
= 4arcsin(a) — — arctan




114 Chapitre 2. Tomographie 2D

A ""Rpf(u) = 4darcsin(a) — Al arctan 2 t.an( arcs;n(“)) : .
Vi —1 % (1 + 2 <tan (%n(av _ %) (—tan (%) =
' 4‘U| 9 tan( arcsiQn(a))
= 4arcsin(a) — ———arctan = . pe—
T g (o e ()
B _ 4ul 2/u? — 1 tan(2eina))
= 4darcsin(a) — arctan

T (1 v (i)

4 21t i 2 tan X

— arcsin(a) — U apetan (V2= TtnErsn@) ) o) = )
u? =1 |ul 1 —tan?(X)
4 2 _ 1 2

= 4darcsin(a) — ﬂ arctan @ s O — ﬂ quanda — 1
a? — uVi—a ——

Deuxiéme cas : u €] — 1,1

A" Rof(u) = lim/

e—0 —a

ue 35R0f(8)d8+ /a 35R0f(5)d8

uU—S 1e U—S

Les calculs sont alors similaires a ceux que 1’on avait effectués lors du calcul du résultat de I’application
du fitre rampe aux projections du disque unité (vu dans I’exemple 2.2.2). Ainsi, pour tout € > 0 (choisi
suffisamment petit pour que Ju — €, u + €[C| — 1,1]), on a

/“_6 85R9f(8)d8+/a 3sRof(3)d8

—a u—s te uU—Ss

L /‘534’1("“051“2(“6)) A s /tan(arcsi?n(a)) 4
t t

dt
an ( 2xesipCe)) (14 t2)(ut? — 2t + u) an (2rcsinguso)) (1+12)(ut? — 2t + u)

= 4arcsina

o0y tan (arcs;n(a)) - (u)
— In

VI (i) ) tan (D) — ry(u)

ﬁ(uv 6) - TQ(U)

a(u, €) — ro(u)

—In

2

ol on a adopté les mémes notations que dans I’exemple (2.2.2).

D’apres I’expression (2.14), quand e tend vers zéro,

Bu, €) — ra(u)

ro(u) — a(u,€)

=1+ o(1) et donc In B
a
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et donc, suivant les mémes étapes que dans I’exemple (2.2.2), on a

9 tan (arcsiQn(a)) —r (u) tan (arcsiQn(a)) . T‘Q(U)
ARy f(u) = 4arcsina — In —In

V1 —u2 tan (arcsi;(—a)) - (u) tan (arcsig(—a)) oy (u)
1—vV1—a2 _ 14+V/1—u? 1—vV1=a?  1-V1—u2 >>

a u n a u
1+v1=a?  14+V1-22 1+v1-a2  1-vV1—u2
a u a u
(u—uvl—a?—a—avl—u?)(u—uvl—a?+a—avl—u?)
(u—uvl—a?>+a+avl—u?)(u—uvl—a?—a+avl—u?)
2uay/1 — u2v/1 — a? — 2a%u® + a® + u? )

W2 — a2
2uav1—u2v1—a2—2a2u2+a2+u?
w2—a2

A arcsi vy
= arcsina — n
V1 —u?

= (4arcsina

)

2u |
— n
V1—u?

2
= 4arcsina — v ln<

V1—u?

— 2w quanda — 1

Finalement,

4arcsina — —2%— In
V1—u2

) si |ul <1

4 arcsin(a) — \/% arctan (\ZIV\}L%) si |ul>1

Va €]0,1[, A~""Rg f(u) =

(2.37)
Les courbes représentatives des fonctions A~**Ry f, pour différentes valeurs de a (rayon de la région
d’exposition) sont présentées en figure (2.4.3).
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FiG. 2.32 — Le ésultat de I'action de I'oprateurA—*“ sur les projections du disque umjtdans la
rétroprojection filtee appligée ndavementa des don@es trongées ; de gaucha droite, puis de haut
en bas, le rayon de l&gion d’exposition est = 0.9999 (on prend en compte “presque” toutes les
donrées),a = 0.9, a = 0.5, eta = 0.2 a titre de comparaison, on a ind&en pointiles les projections
apes filtrage par le filtre rampe complet.



Chapitre 3

Repréesentations multechelles de la
transformée de Radon

Le but de ce chapitre est de recenser les travaux existants danaridite dans lesquels des liens sont
établis entre les@ompositions muléichelles des fonctionséinies suR? et leur transforrée de Ra-
don. Nous expliqguons ga’'notre sens, on peut distinguepriori deux approches : une approche dans
laquelle la formule de base est explicitement la formule&dprojection filtee et @i I'on s’appuie sur
des @&compositions 1D de chacune des projections, et une &mexqui repose principalement sur la
transforneée en ondelettes-vaguelettes, et dans laquelle on n&tiéence des@&tompositions 2D de la
transfornee de Radon (c’est-dire prenant en compte simuléament les variableg et s).

Avant d’exposer ces deux approches et les liens que I'on peut faire épparare elles (en demmie par-

tie de ce chapitre), nous commencons par rappeler les princigiegidns et propétes des dcompositions
en ondelettes qui interviendront dans la suite.

3.1 Latransformée en ondelettes

3.1.1 Transformée en ondelettes continue

On s’appuie ici sur les ouvrages de J.P. Antoine et al. [2], B.€Eami [94], et S. Mallat [65].

3.1.1.1 Endimension 1

On appelleondelettesur R. une fonctiony appartenané L!(R) N L2(R),vérifiant la condition dite
d’admissibilie
oo | 2
0<Cy = 27r/ W}(Zj”dw < 400 (3.2)
0

A partir d'une ondelette) fixée, appeade alorsondelette rare on peut, par dilatations et translations,

engendrer la famille de fonction®, ;) ,.g- ,.g définies par
Jr7

Vi€ R, Yas(t) = =1 (t - b)

Vva a
Poura > 0 etb € R fixés, la fonctiony,; est aussi une ondelette, normaésde telle sorte que
|Yapll = ||2]|, et dont on dira qu’elle est locaéie autour du poink, sur un domaine de taille propor-

tionnelle au paragtrea, appet échelle

117
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Ainsi construite, une famille d’'ondelettés, ;) permet de dcomposer un signgl € L?(R) sous la
forme d’'une famille de produits scalaires afsloefficients d'ondelettes

V(a,b) € Ri xR, WY f(a,b) =< thqp, [ >= f()Yap(t)dt = \1[ fy (t_b>dt = f*(ta),(b)
teR a Jter a

ou on a noké 1), la fonction dilake dey, définie par

wnlt) = = (Z)

et al, pour toute fonctiory, la notationf, désigne la fonction éfinie parf,(¢) = f(—t). Remarquons
que commegf appartiena L2(R) ety appartienal L' (R)NL2(R), la convolutionf ), est bien éfinie,
et est une fonction appartenanL?(R) [42].

Poura > 0 etb € R fixés, le coefficient< f,v,;, > caracérise le comportement du signdl
au voisinage du poini, a I'echellea. On dit que le calcul de la famille de coefficients d’'ondelettes
(W¥f(a,b)), , d'un signal est unanalysedu signal.

En outre, sous la condition (3.1), les coefficients d’ondelettes d’'un signal fournissemejudsentation
stablede la fonctionf, au sens o I'énergiedu signal eseégalea I'énergie de I'ensemble des coeffi-
cients, et a I'on dispose de la formule d’inversi@gnon@&e dans la proposition suivante, permettant de
reconstruire un signal partir de ses coefficients.

Proposition 3.1.1 (Stabili€ et inversion de la transfornee en ondelettes continue 1D [65, 2])
Soit f € L2(R), a valeurs dans R.
— Formule de conservation dénergie :
Soit 1 une ondelette vérifiant la condition d’admissibilité

e fif

0<C¢=27T/ d\ < 400

0

alors :
— si 1 est une ondelette a valeurs dans R. (ondelette réelle),

=g [ [ [wesen| ol

— si est une ondelette analytique (a valeurs complexes, telle que @(w) = 0 pourw < 0),

1= [ [ [westan| al

— Formule de reconstruction :
Si ) et ¢ sont deux ondelettes vérifiant la condition d’admissibilité croisée

+oo—— g\
Cyp=2m ; ¢(A)¢(A)7 #0, < oo

alors,
— si ¢ et sont toutes les deux réelles,

R T By et da
)= g /O /_ W@
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— si au moins I’une des deux ondelettes ¢ ou ) est analytique, alors

£(t) = Re (wa / - JaR >dbd“)

Preuve. Pour la preuve des deux formules, on s’appuie sgdlie mentionge plus haut :

WY f(a,b) =< ap, f >= f* (Ya), (D)

Conservation de I'energie :

La formule de conservation deehergie peut s’obtenir dans le céelrde la marire suivante (on
est conduita appliquer le thoeme de Fubini pour modifier 'ordre deségrales ; c’estdgitime
car les fonctions que I'on manipule dans les calculs ci-dessous sont positives) :

/+Oo/+oo W“’Z’f(ab db— /+OO/+OO

+o0o +oo
/ / ‘f ) (w )‘ s (d apres la propete (A.0.5))

+oo  ptoo 2
= 27r/ / |f(w)[? (ta) 5 (w) dw— (d’apres la propete (A.0.4))

“+oc0o +oo JE— ERCS) +oo |
= 271/ / (w)rdwd—g = 277/ | (w))? </ ‘wa(w) ’ dc;) dw

a — 00 0 a
R 9 +o00 R da ' . »

= 27r/ |f(w)] </ a|v(a )‘ a2> dw (d'apres la propéete (A.0.2))

—00 0

Siw est strictement positif, alors

b)‘ db@

—

/0+°° ‘@@(aw) 2 % _ /0+<><> ‘1/3()\)‘2 %d)\)\ _ /0+<>o ‘12)()\)‘2 % 32)
Siw est strictementé&gatif,
[ ] % = —/(; [ S = [ o] 2 3.3)

On distingue alors deux cas, selon la nature)de

Si ¢ est une ondeletteeelle :
Dans ce cas, le module de sa transfeende Fourier est une fonction paire, et on obtient alors la

5 2 da . , .
w(aw)‘ o quel que soit le signe de::

oo 2 da oo 2 dA
| e S = [ ol 5

a

—+00
méme valeur pou/
0

Finalement

/*“/*“’)szfaby wlt 27r/_:0]f(w) (/ \w dA)dw
= o ([T Y [T ) e = ol 12
LRl s) [
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ou on a poé

~ 2
Cy = 2w/+oo de
0

La formule de conservation deehergie dans le cagel est ainsi formelleme&tablie.

Siy est une ondelette complexe :

Les valeurs obtenues en (3.2) et (3.3) n'ont aucune raigired¢gales. On peut cependdtablir
facilement une formule de conservation deniérgie, dans un cas particulier (qui s’applique par
exemple aux ondelettes de Morlet que nowsspnterons plus loin) : le cag @ est une ondelette
analytique, c’esi-dire telle que/?(w) = 0 pourw < 0.

Dans ce cas, oreecrit les calculs @reédents en les appliguant non plag, maisa sa partie
analytiquef,..1, définie dans le domaine de Fourier par :

Fanal (@) :{ QfSW) sl w>0

sl w<0

de telle sorte qu¢ = Re (fanal) ; €N effet

—

F ({anal Jr@) (w) o E;l(w) + fanal(w) . f:rgl(u» +m

Re (fanal) = 9 = 9 = 9
M Si w>0
= 2 = f(w), quel que soit le signe de, car f est eelle.
+2f(=w) si w<0
2

et doncf = Re (fanal)-

On obtient donc successivement :

/Om /:O ‘Wwfanal(a,b)rdbz—g —27T/O+O°‘fanal )| (/Oma\waw)\ da> o (34)

(on peut éduire le domaine d'ifigration, f, .. ayantéte construite dans ce but)

avec, poutv > 0,

+o00 . 2 da +oo | 2 d\
QW/O alb(aw)| % :27T/0 o L=c,
Comme par ailleurs
T _ i = V2 f(w)da(w) Siw >0
v, Wef(a, )(w) Vanf(w)ba(w) { 0 sinon, car) est analytique

= ﬁfanal( )A( ): %mea")(w)

ona 1
Wwf(aa b) = §W¢fanal(a7 b)

et donc, reprenant (3.4), et la relatiﬁg/;;(w) = 2f(w) pourw > 0, 0n a

/m/ ‘W“’f a,b) db—40w/+oolf(w)]2dw
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soit, commé f| est paire (cay est elle),

“+oo +oo .
/ / W f(a) db—%/ (@) Pdw = Cy 11

o

Formule de reconstruction :
On introduit la fonction définie surR. par

+o0 e} a
)= [ ] W@ b

En remarquant que

o= [ [ (a0 eute - vty = [T (5 Tala ) (1%
on peut exprimer la transfor@e de Fourier dé selon
i) = [ (12T = Vi [ FTan )
. /0+°°f<w>@<w>@<w>jiz2wf<w> /0 (@)l )‘i‘; 35)

Dans le cas o) et sont Eelles: on a, quel que soit le signe de

oo = ~ da FO——  d\ 1
| ety = [ E0INT = 5-Cos

et on en @duit que

Vw, h(w) = Cyef(w)
Par transforrde de Fourier inverse, on obtient donc

+o0 a
s =g =g [ [ Worenanm

Dans le cas © au moinsp ou v est analytique reprenant (3.5), on a

7 oo = ~ da .
Vw,ﬁ(w) = 27Tf(w)/0 '(Z]\( );5( )73 { 7Tfanal(‘-d)/(; aw(aw)¢(aw)? Slw >0

0 siw < 0, carg ouy est analytique

_ jzn\al(w)% siw >0
0 Siw <0
Cypo — . . . . —
= %fam(a}), quel que soit le signe de, puisque siv < 0 alors fapa(w) =0

et donc c
h(t) = %f&nal(t)

soit

) = Re(fumalt) = Re ( G=1))

2 Feo o da
~ Re (CM /0 /_ Wbt >db>
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Les calculs qui viennent dtre pésenés sont valides quand les fonctiofisf, v, v, ¢ et qui,
par hypotlese appartienne@L?(R), appartiennenégalement L!(R). On peut dans un se-
cond temps prolonger la valiéitde la formule de reconstructi@n’espacd.?(R) , en utilisant
la densié deL! N£2(R) dansL?(R).

|
3.1.1.2 Endimension 2 : transforngée en ondelettes directionnelle
On appelle ondelette admissible Rif une fonction¥ vérifiant la condition d’admissibili
~ 2
909
0<Cy = 47r2/ dk < +00 (3.6)
r2 |k[?

Comme en dimension 1, mais en ajoutant un pa&taersuppgdmentaire de rotation, on peut engendrer la

famille d’ondelettes{\lia,bﬂ)aeR:’beRg’ge[Ozﬂ[définies par

U, 0b(x) Ly (rg(x_b)>

a a

ou, pour toutd € [0, 27], r_y désigne la rotation d’angle surR? :

¥x € R, 1p(x) = ( cosf sind > < x1 >

—sinf cos6 T9

On c&finit alors, comme en dimension 1, les coefficients d’'ondelettes d’un sigadl?(R?) par rapport
alafamille(¥,9), 4, o PAr

V(a,b,0) € R x R? x [0,27], WY f(a,b,0) = < Vobe, [ >= / F(X)¥qb0(x)dx
R2

_ 1/R2f(x)\11 <“’(’;_b)>dx=f*(\1&1,e)a(b>

a

oli on a noé ¥, 4 la fonction céfinie surR?

Woolx) = 0 (” - b)>

a

Comme en dimension 1, la transfa@men ondelettes directionnelle d’un signal fournit uneésgntation
stable de ce signal. C’est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 3.1.2 (Stabili€ et inversion de la T. en ondelettes continue directionnelle 2D[2])
Soit f € L?(R?), a valeurs dans R?.
— Formule de conservation dénergie :
Si U vérifie la condition d’admissibilité
‘2

B ()
O<Cq,:47r2/ dk < 400

r: |k[?

1 0o 2w 2 da
2 N

= — W a,b,0)| dbdf—
Hf||2 C\I;/O /0 /2‘ f( » Oy )‘ 3

alors
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— Formule de reconstruction :
Si U et ® vérifient la condition d’admissibilité croisée

oo = 42 / Y(W)o(uw)
R?2

uf?

alors

f(x) =

“+o00 21 da
/ / WY f(a,b,0)®40p(x )dbd@—
0 R?

Preuve. Formule de conservation de Energie :en suivant les mmesétapes de calcul que dans
le cas unidimensionnel (en appliquant ici aussi Eotame de Fubini, puisque les fonctions sont
positives), on a successivement

Cv o

+oo 27 +oo 2w _
/ / / < Uug, f >|2dbd9d—§ :/ / / o (q/a,(,)g(b)‘ dbd@d—a
R2
+o0 2w da . +o0 2
— 4r / / / ag(k)‘ dkd§ s = 4n / f )P </ / Top()| o
2 0 0
R +o00 2 da
_ 4772/ (k)2 (/ / \I'(ar_gk)‘ de) dk
R2 0 0 a
Or, pourk € R? fixé,
Hoo p2m da - 2|kl du
U(ar_ k d&— —/ U(u)| —
[ e TR
ou on a noé Ji (u) le jacobien du changement de variables
" ar ok — a(cos Oky + sin Oky)
- Aok = a(—sin Ok; + cos Oksz)
gue I'on calcule ainsi
cos 0ky + sinOky  a(—sin Ok + cosOks)
Ji(u) ‘( —sin Ok + cosOks  a(— cosOk; — sin Oksq) (3.7)
= |a(— cos? 0k? — sin? Ok3 — sin? Ok? — cos? Gk,‘%)‘ (3.8)
— ok = kP = ulli 39)

Finalement, on obtient donc

oo 2 2 da 2 £ (1) 12
[ 1< Wanwes P abaos = ax® [ jfa0p ([
0 0 JR2 a R2 R2

ol on a poé

d
)| 5 ) ak= cull I

Formule de reconstruction : on introduit la fonctior: définie par

—‘rOO 2T da
= / / / < [,%a0b > Poop(x )dde*
0 o Jr2

da

%) ax
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En suivant ici aussi les @mesetapes de calcul que dans le cas unidimensionnel, on aboutit dans

un premier tempa
+oo 27r da
/ / a 9 * (I)a,9> ( )da*

puis on calcule la transforee de Fourier de la fonction:

. +oo 2r — /_\ da . +o00 2m —— /\ da
W) = (2n)? / [ 000, 080005 = 47700 [ [ F08, ks
= /+OO /27r (ar_gk)(ar_ gk)dQ@ = 472 f (k) /R2 \II(I;):’I;(U)du
= Cuof(k
ou on a poé

Coo = 4772/ Y(w)e(u)
’ Rz |uf?

et donc

Fx) = — h(x)—l/%o/%/ < Uupp > Bugn(x)dbdd ™2
= C\P7(I) — Cw7¢ 0 0 R? 9 a,@,b a,@,b CL3

Comme en dimension 1, cette formule, obtenue par des calculs valable's gt (R?) (avec les
transfornges de Fourier apparten@galemena L' (R?)), peut ensuitétre prolongea I'espace
L?(R?). [ |

Cas particuliers pour la transformée directionnelle :

Si on choisit la meme ondelettel pour I'analyse et la synthese :alors, sous la condition d’admissiit
sur¥ garantissant la conservation derergie,

on a la formule de reconstruction

109= gme [ [ ] W00 000 Goman
X) = 47T2C\I, 0 o R2 a, o, a,G,b

Si de plus I'ondelette® choisie pour I'analyse et la syntlése est radiale ;c’esta-dire s'il existe une
fonction, définie surR, telle que pour toute directio® et pour toutr € R: U(r®) = 1y(r), alors la
transfornée en ondelettes directionnelle d’'un sigiat L?(R?) se eduita une famille de coefficients
a deux parartres, un paragtre de translation et un paraire de dilatation :

{W‘Ilf(aa b) =</, \IIGJD >}0L>O,b€R2

avec

1 b
WY f(a,b) =< f, U, p >= a/m F(x)T <X >dx

a
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Les formules d’inversion et de conservation denkrgie sont alors simples : en premier lieu, la
constante d’admissibiétdevient

— 2 — |2
) ‘\Il(k)‘ L [ e ‘\If(w@))
Cy = 47r/ 5 dk:47r/ / ——— |lw|dwdf
rz |k 0o Jo |w]

) 2 +oo ‘wo(w)) 9 “+o0o ‘1/)0(&))‘ 9
= A4rx / / L dwdf = 47* x 27?/ —————dw = 471 Cy,
0 0 w 0 w

c’est-a-dire que la condition d’admissibiitde I'ondelette 200 est remplie si et seulement si la fonction
1o est elle-niéme une ondelette 1D admissible.

La formule de conservation deehergie peut alors &trire de la marre suivante :

1 da
2 2
H HZ 2 Cwo /0 /2 ‘ f(a7 )‘ a3

tandis que la formule de reconstruction prend la forme :

1
- 27TC¢O

+oo da
Wf(a, b)\llay][,(:)c)db—3
0 R2? a

f)

Nous venons de peenter les transformes en ondelettes continues, en dimension 1 et 2. Comme nous
I'avons vu, elles consisteatanalyser une fonction avec une famille de fonctions iédeyar un ensemble
continu de paragtires. Ces repsentations sont redondantes. Dans la suite, nous allons nertesser

a la reduction de cette redondance, et exposer comment on peut construire ésemtgirons l'aide

d’'un ensemble “moins vaste” de fonctions de base.

La premere, que nous appeleronstiginsfornée en ondelettes presque contineensistéxéchantillonner
la transfornge en ondelettes continue en det@ant le paragtre déchelle.

3.1.2 Transformée en ondelettes presque continue

3.1.2.1 Transformée en ondelettes presque continue en dimension 1

On construit un sous-ensemble de la transferen ondelettes continue, dans lequel on @i le
paranetre déchelle pour ne conserver que kshelles de la forme),, j € Z pourag > 0 fixé (dans
le cas particulier 0 ag = 2, la transfornge presque continus’appelletransfornée dyadique elle est
présengée dans [65]). Les coefficients d’ondelettes sont degauxa

W uah) = ag [ pae (0 ar= e (v,) @)
a} 0/ o

teR

Comme on va le voir ensuite, on peut montrer que sous certaines conditions, laéstdbilitversion
dont on disposait avec la transfogmcontinue sont psenees avec la transfoi@e presque continue, qui
constitue donc, au &me titre que la transfor@e continue, uneeprésentatiordes signaux d&?(R).

Proposition 3.1.1 (Stabili€ et inversion de la transfornee presque continue en dimension 1[65])
S’il existe deux constantes Ay, B, > 0 telles que

Vw e R*, Ay <21 |ih(ajw)|* < By (3.10)
JEZ
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alors

o e V®), AP <X 5 [ Westa | o< Bl

JEZ O
S’il existe une constante Cy, 4 > 0 telle que I’ondelette ¢ vérifie

Vw € R*, 21 > d(ajw)dladw) = Cyg (3.11)
JEZ

alors

= Z ) * 0, (2)

¢¢’ jeZ ao

Preuve. Pour la formule relativé la stabili€, avec les mes calculs que pour la transfd@enen
ondelettes continue, on &bali€

[ wesanf =2 [ ier

—0o0

2dw = 27raé /+OO |f(w)[? ‘@Z(agw)r dw

—0o0

aéﬁ(aéw)

d’ou I'on déduit que

ao/m‘wwf )‘ db:27r/_ Z‘@Daow‘ dw

JEZ JEZ

Par congquent, s'il existe deux constantég > 0 et B, > 0 telles que
Vw e R*, Ay <21 ) |ih(ajw)|* < By
JEZ
alors la stabilié de la repesentation est proée :

+oo —+00

+o0o
w)2dw < Z a/ W (ad, )‘ db<B¢,/ |f(@)[Pdw = By| fII
0

o0

Al =As [ f

—0o0
Pour la formule de reconstruction, on introduit la fonctiodéfinie surR. par

-3 W) g0 = % (£ (1) +6) 0

JEZ JEZ ap

Sa transforrae de Fourier estgale, comme dans le cas contiau,

hw) = Z Q%Tf(w)@(w)qg;y) =27 f(w Zw alw)p(adw)
jez % JEZ

Par congquent s'il existe une constartg, , telle que

Vw € R*, 21 Y d(ajw)dladw) = Cyo
JEZ

alors
h(w) = Cy,f(w) etd S A
(w) = Cypf(w) onc f = o -
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3.1.2.2 Transformee en ondelettes directionnelle presque continue en dimension 2

Comme en dimension 1, on ne conserve qu’un sous-ensemble des coefficients de la teensform
ondelettes continue, en digtisant le paragtre déchelle. On dispose alors desultat suivant :

Proposition 3.1.2 (Stabili€ et inversion de la transformée presque continue en dimension 2)
S’il existe deux constantes strictement positives (Ag, By ) telles que

27
Vk € R? Ay §4w22/
jez’0

T (a%r_gk) )zde < By (3.12)

alors

. 2
Wf(a{),b,e)’ dbdf < By | f|I3

2
vf e LR, Al /B <) —; //R

GZO

S’il existe une constante C'y ¢ > 0 telle que

vk e R% 472y / (adr—ok)® (afr_ok) db = Cuo (3.13)
JEZ

alors

27
Vf € LAR?), f(x) = — Z(ij W(. . >*<1>ag,9<x>d0>

C
Ve ez \ o /0

Preuve . Pour la formule de conservation déitiergie, en reprenant les calculs efféstdans le cas
continu, on a

/ ‘Wf al. b, 9)) db = 47%q 2J/+Oo|f(k

—0o0

A . 2
)2 ‘\p (aér_9k>‘ dk
et donc s'il existe deux constantes strictement positives, By ) telles que
2m . 2
Vk € R2, Ag < 471'22/ ‘\1: (agr,gk)j 49 < By
: 0
je

alors on obtient 'encadrement (3.12).
De la méme margre, par des calculs similairaésceux que I'on a effecés en dimension 1, on
obtient la formule de reconstruction. |

3.1.3 Frames d’'ondelettes

Nous pEsentons ici s brevement ce mode de ré&sentation, dans lequel la famille de fonctions de
base est indéxpar un ensemble discret; on pourra&énera [94, 2, 65, 97] pour desdeloppements.
On consi@re une famillg(¢y ) ca de fonctions appartenaatun espace de HilbeH ; étant dong un
élementf < H, on calcule la famille de produits scalaires f, ¢\ >),.,. La question est alors de
savoir si I'on sait reconstruirg¢, de manére stablea partir de ces valeurs.

Une ieponse est app@t par la notion dsame(Torrésani parle deeperedans [94], Meyer dstructures
obliquesdans [73]).
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Définition 3.1.1
La famille (¢))xca est un frame de H s’il existe deux constantes A > 0 et B > 0 telles que pour tout
f€eH,

AIFIP < ST 1< f.é0 > P < BIfI?

AEA

On peut montrer que I'encadrement mentiemians la dfinition plecdente est une conditioecessaire
et suffisante pour quE : f € H — (< f,¢x >)xea SOIt inversible sur son image, avec un inverse
borre : le pseudo-inverse dé [65] ; pour exprimer cet inverse, on exprime |&nateur adjoint dé/, en
écrivant que :

<Ux, f>=<x,Uf>=Y xNUfN =D x[\ < fior>=<f,> x[Nox>
AEA AEA AeA
d’ou I'on déduit que
Ux=>_ x[\¢x
AEA
A l'aide du pseudo-inverse dé, on peut alors trouver une formule permettant de reconstfugreartir
des coefficient$< f, ¢y >) ¢y -

[ o= W)U = UTU) U US) = (UPU) (Z < foby > @)
AEA

= S < fa > (UT) Ton =S < fodn >

AEA AEA

ou on a poé pour touth € A, ;Z); = (U*U)~'¢,. On peut alors montrer que la famil(éﬁ})A est
également un frame dd, appeé frame dual du framép,)ca. On dispose ainsi d’'une regsentation
stable des¢lements deH. Dans les dcompositions en ondelettes udles en tomographie que nous
évoquerons plus loin, nous verrons que ce typeé&mohposition est par exemple celui avec lequel on
construit des ref@sentations en ridgelets ou en curvelets (a¥ee L?(R?)).

Parmi les diferentes familles deggtomposition de type “frame”, on distingue plusieurs cas particuliers :
— quandA = B on dit que le frame edtroit : dans ce cas le frame dual égil au frame initial ;
— quand le€léments de la famillés, ), sont linrkairement indpendants, la famillép, ), est une
base de Riesz; le frame dual est alors aussi une base de Riggz, et les deux familles sont biorthogo-
nales, c’esti-dire que pour tout couple\, \') € A2, on a< ¢y, dy >= 0y ;
— quandA = B =1, le frame est une base orthon@en

Dans la partie qui suit, nous allons nouseéer sur ce dernier type décbmposition : les@compositions
dans des bases orthondres, qui sont les moins redondantes. Pléciggment nous allons rappeler
comment on peut construire des bases orthogesd.?(R) ouL2(R?) avec des ondelettes.

3.1.4 Analyse multiresolution et bases orthonorraes d’ondelettes

3.1.4.1 Analyse multi€solution et bases orthonorrées d’ondelettes en dimension 1

Une analyse multiesolutionde L2(R) est une suite d’espaces d’approximations de plus en plus fines
des fonctions d&?2(R.). Plus péciment, on a la&finition suivanteénoné&e par exemple par S. Mallat
ou |. Daubechies [65, 24] :

Définition 3.1.2 (Analyse multirésolution deL?(R))
On appelle analyse multirésolution de L?(R) une suite (V})jcz de sous-espaces fermés de L?(R)
vérifiant les propriétés suivantes :
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Vj € Z,V; C Vi1 (les espaces (V;) jez sont emboités) ;

Ujez Vi = L*(R);

mjez V; ={0};

Vf € L3(R),Vj € Z,f € V; & f(2-) € Vi1 (espace Vj41 a une résolution deux fois plus fine

que I’espace Vj;, autrement dit peut représenter des détails deux fois plus fins que ceux que I’on peut
représenter dans V;) ;

36 € Vo|(0(- — n))nez est une base de Riesz de V) ;

Dans ce contexte, poyrfixé, on cfinit I'approximation de la fonctiory a I'échelle; comme la projec-
tion orthogonalePy, f de f surV;, que I'on sait expliciter dans n'importe quelle base orthoresrde
I'espaceV/;.
Pour construire une base orthon@endeV; a partir de la base de Rie§é(- — n)),cz de V), Mallat,
dans [65], explique qu'il suffit d’avoir recougsla fonctiong définie dans le domaine de Fouriepartir
de la fonctiord par R

~ 1 0(w)

1
02 oo 10w+ 2km)]2)
puis _

Vj,n € Z X Z,¢in(x) =22¢(2x — n)

Ainsi définie et normalige, la famille(¢; ), constitue, quel que sojt une base orthonoree del’; et
I'approximation def dansV; estégalea

Py, f =) _ajnl¢;, ob, pour toutn, aj[n] =< f, ¢, >

La fonctiong, qui, a elle seule, permet donc d’engendrer I'analyse nagdttution, est appeéfonction
d’échellede I'analyse multigsolution.

Propri étes de la fonction déchelle¢ :  la fonction dechelleg est une fonction de I'espadg ; elle
appartient donc aussai I'espace permettant de régenter desétails plus finsl;, et admet donc une
décomposition unique dans la base orthoree(®; ,, ), deV; :

3 (hn)nezlVt € R, ¢(t) = hnorn(t) = V2 hno(2t —n) (3.14)

neZ nez

ou I'on voit appardre le filtre discret, défini, pour toutn, par
h[n] = hp, =< ¢, ¢1,n >
La relation (3.14) est appatéquation déchelle Exprimée dans le domaine de Fourier, elleait :

Yw, plw) = fZ(r/qs (2t — n)e wtdt) thne s </¢ wud2u>

nez nez

- = ( [ otwe du) <¢1§ z;) =o(5)mo () (3.15)

ou on a introduit la fonctio7-périodiquem,, appeéefonction de transfert du filtre discréb., ) ; celle-
ci n'est autrea une constante @s, que laransfornee de Fouriea temps discradu filtre discret, éfinie
par

TFTD(h)(w \/T > e

neZ
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etona
Yw, mo(w) = ATFTD(h)(w Z hne M dt
\f neZ
La suite des coefficients.,, ) ,cz apparus dans laddomposition suffia caractriser la fonction céchelle

.

Une autre propéte de la fonctionp, utile dans la suite, est la suivante : la famiie ,,) est orthonorrée,
etdoncvn € Z, < ¢, ¢on >= ¢ * ¢5(n) = do . Sil'on injecte ceci dans la formule de Poisson, qui
etablit que, pour toute fonctiofy,

> flw+2nl) = er ek

leZ keZ

on obtient, pourf = ¢ * ¢,

> Ip(w + 2ml)|? ! (3.16)

= vam
Cette condition peut s@&crire en une relationérifiée par le filtreh, ou plus peciment par sa fonction
de transfert : en injectant (3.15) dans (3.16), épasant dans la relation obtenue les termes d'indices
[ pairs des termes d’indicésmpairs, et en exploitant lagpiodicitt demg, on peut montrer que I'on a
alors la relation
|2

[mo(w)[? + mo(w +m)* = 1

Construction d’une base orthonormée deL?(R))

L
On notelV; le suppémentaire orthogonal dé dansV; . : V11 = V; @ W;.
Par recollement, on a

1

o W; = L*(R)

et il suffit donc de savoir construire une base orthore®mde chacun des espadé$ pour pouvoir
disposer d’une base orthonaemdel.?(R).
Pour construire une base orthon@erdell’; on s’appuie sur la caraatisation suivante :

LV

erLQ(R),feWo@){ fen

Comme pecedemment, la condition d’appartenance d’une foncfi@n’espacéd/; peutétre traduite par
I'existence d’une famillé f,,),cz telle que

= \/EZ fa9(22 —n)

ou, de maregreéquivalente, dans le domaine de Fourier, par I'existence d’une fonetidr-périodique
telle que

e =m (3)4(3) 617
ou
Vw, mi(w) = vATFTD(f)(w \[an et

nez
Par ailleurs, la condition d’'orthogondia I'espacéd/, se traduit par

Vn,< fa ¢0,n >= f *;(n) =
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On injecte alors, comme plus haut, cette condition dans la formule de Poisson ; ceci pé&arist d’

Vo, V21 Y f(w+ 2rl)d(w + 21l) = 0

leZ

En écrivant alorsf sous la forme dorée par (3.17), en exploitant far-périodicite des fonctionsn et
my, et en utilisant la prop&ite surg établie en (3.16), on obtient finalement la condition suivantersyr
relativea I'appartenance de la fonctigha I'espacél/j :

Vw, my(w)mo(w) + my(w + 7)mo(w +7) =0
a laguelle on ajoute la condition suivante, simildreelle que I'on @&tablie plus haut pouny :
ma (W) + [ma(w + ) =1

Il suffit alors de poser

mi(w) = e “mg(w+7) =

\

. 1 .
Z (_1>nhn€z(n—1)w _ Z (_1)1—ph1_pe—1pw
p

ou, autrement dit¥n, f, = (—=1)'""hy_,.
On abouitit finalement aw®sultat suivant :

Proposition 3.1.3 (Construction d’une base orthonorngée deL.?(R?) a partir d’une analyse multir ésolution)
A partir d’une analyse multirésolution, construite a partir d’une fonction d’échelle ¢, ou, de maniére
équivalente, a partir d’un filtre discret (h,, ), dont la fonction de transfert est notée my, on peut construire
une base orthonormée d’ondelettes de L?(R) sous la forme (1); 1) ou 1) est une ondelette définie

par

(4:k)€Z?°

$(t) = V2 gnd(22 — n)

nez
avec
VneZ g,=(—D'""hi_,

ou, de maniere équivalente, dans le domaine de Fourier, par

A 1 W\ » (W
o) = 5m (5)4(3)
et ol I’on a posé '
V(j. k) € Z x Z, 1 (t) = 254p(27t — k)

Les bases d'ondelettes construitebaide d’'analyses multisolution orthonori@es pesentent I'avan-
tage d'offrir des algorithmes d’analyse et de sy#h commodea utiliser. Nous allons rappeler com-
ment dans ce qui suit.

Calcul des coefficients cgchelle et d’'ondelettes dans une analyse mulésolution orthonorméee On
munitL?(R) d’une analyse multésolution(V;)cz.

On consi@re une fonctiorf € L2(R), et on fixe unéchelleJ € Z, qui correspond ica I'échelle la plus
fine que I'on utilise. Pour toutechelle plus grossreL < J, la projection orthogonalBy, f de f surV;
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peutétre cecompoge entre son approximation dans I'esp&geet les espaces deétil internediaires
J—1
(W})j=7—1.., conformementa la cecompositiorV; = V7, ©j=r Wj:

J-1

fr=Py,f=Puf+> Puw,f

i=L

ce qui sécrit aussi

fr = Z < Quky f1> by = Z ajrdskr (dansvy)

keZ keZ
J-1
= > <Lk f1 > Ok DD <k fr > ik =Y Lk + Z > djrik (dansvy &7
keZ =Lk keZ =L kez

ou 'on a introduit les notations; ; et d;; pour cesigner respectivement, pojirc N etk < Z, le
coefficient d’approximation et le coefficient détdil def; a I'échellej, autour du poink.

La decomposition en ondelettésl’échelle L du signal f; appartenana I'espacel’; peut doncétre
consigrée dans le vecteur de coefficients,; dr;dr1;---dy—1] OUar, = [apo---apor_q], €L Y,
pourtoutj € {L---J —1},dj = [djo- - djoi_1]-

On peut passer d'uneedompositiora uneéchelle donaea une @compositiora une autré&chelle par
les relations&cursives donees par la proposition suivante :

Proposition 3.1.4 (Transformée en ondelettes rapide [65])
x étant un vecteur, on note X le vecteur défini pour tout indice n par X[n] = x[—n]| et x le vecteur défini
pour tout entier p par X[2p] = x[p] etx[2p + 1] = 0.

Analyse : les coefficients d’approximation et de détails a I’échelle j se déduisent des coefficients d’ap-
proximation a I’échelle j + 1 selon

a;j [k] = ajk = Z hl,QkajJrl’l = ajy1 * fl[?k] et dj [/{?] =djk = 29172kaj+1,l = ajyq * g[2k]
l l

Synthese :les coefficients d’approximation a I’échelle j + 1 se déduisent des coefficients d’approxima-
tion et de détail a I’échelle j selon

ajialk] = ajiik = Y hi-waj0+ Y geaudji = &+ hlk] + dj = g[k]
l l

Preuve . On réécrit les éécompositions des fonctiogset ) dans I'espacé’;

)= hndra(t) = V2 ha¢(2t —n) etyp(t) = Y gndrn(t) = V2 ) gnd(2t —n)

Les translates dep ety se cecomposent alors selon :
Gok(t) = Ot—k) =vV2D hnd(2t —2k—n) =D hurnior(t) = Y b 2kb1m
Yor(t) = Gt —k)=V2) gud(2t =2k —n) =D gnbrnton(t) = D gm-okbim

ce qui permet ensuite de montrer que

< Qok, P10 >= o €1 < Yok, P11 >= g1—2k

1 W)
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et donc, pour unéchellej quelconque,

Jj+1
2

< Gips ey > = 282 / 3(2s — k)p(27 s — 1)ds = 27+ 527 / o(u — k)p(2u — U)du

= \/§/¢(U — k)p(2u — l)du =< o, 11 >= hi—o

et de néme
<Yk, Pjr10 >=< Yok, P11 >= Gi—2k

On peut alors s'iréressea I'étape d’'analyse pour passer d’une approximation dfansa une
approximation plus grossie et des étails dand/;, pour laquelle on peucrire :

Qg = < Gjkfs>=<Y_ < bjn bit1a > i1 [ >
]
= Z < Pjky Qi1 >< Q11 f1 > = Z hi—okaji1
] !

dig = <Wjg f1>=<D <k bjs1s > bivrn f1>= > < Pjg, a1 >< i1, 1>
I !

= Zgl—%aj—i-l,l
l

tandis que pour Etape de syntise permettant de reconstituer I'approximation dgns a partir
de coefficients calcék dand/;, on a

Gittk = > < Disrh Gia > Gt + > < birko Vi > Vi = > P adii+ Y gr-athj
I I I I
puis

i1k =< Gjyrp J1>= D oo < Gjas f1 >+ ge-ar < Pjus fr> = hi-mazi+ Y gr-audj
I I I I

Mentionnons enfin que les formules d’analyse ci-dessug@&ntalcukesa partir de coefficienta une
échelleJ décietee arbitraitement commiant la plus fine. En pratique, si I'on fait 'hypetbe que le
signal f que I'on veut analyser est meguiou connu, sur une grille de pg%, alors on consiére que
I'échelle la plus fine estéthelle.Jy, et on obtient une estimation des coefficients d’approximaiion
I'échelleJy de la manrgre suivante : en faisant une approximation de Taglbordre O de la fonctiory
analy®e, on peuécrire

Jo +o0 7 J Jg
apk = <Pk f1>= 22/ f)p2%t —27"k)dt = 22
int T2 (270K 4+ u)p(270u) du
ﬁ —J +oo 7 _i _J +o0
~ 272 f(277k) P(27u)du = 272 f(2-70k) d(v)dv
+o0
et, en imposant la condition (classiqu¢)  ¢(v)dv = 1, on obtient finalement I'approximation sui-

vante :

_Jo k
CLJOJC ~ 2 2 f <2JO>
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Les formules qui viennent dtre rappetes permettent de calculer les coefficientsctielle eréchelle ;

on parle parfois d’algorithmpyramidal Comme nous le verrons par la suite, ces formules interviennent
dans certains algorithmes d’inversion de la transferde Radon par ondelettes, mais nous verrons que
dans certains travaux, comme par exemple dans ceux de A. Delaney et Y. Bresler, ou ceux de S. Bonnet
et F. Peyrin [27, 10], il est fait appél d'autres algorithmes, ditson pyramidauxNous les pesentons
maintenant.

Proposition 3.1.5 (Algorithme non pyramidal)

Avec les mémes notations que ci-dessus, on se place dans le cadre d’une analyse multirésolution de
L?(R), engendrée par un filtre d’échelle h. On note J 1’échelle d’approximation la plus fine choisie.
Alors pour tout j = 1...J, on peut calculer les coefficients d’approximation a I’échelle J — j avec

a-j[k] = a; « Hj[2'k]

ou la famille de filtres (Hy )y, est définie récursivement dans le domaine direct par :

[m] sik=1
Hy[m] = § Y h]Hk 1fm —2"71] sik>1
l€Z

ou dans le domaine de Fourier selon :
y 1k71 1 k—1
TFTD(Hy)(w) = V21 TFTD(h)(2"w) = —— mo(2™w
() = var " [] TETD®)C"e) = o= [T mo(2"s)

Preuve . On pro@de par écurrence suy, limitéea J.
Initialisation : pourj = 1 puisj = 2 on peutécrire

ag_1[k] = Y _h[l — 2klag[l] etag_s[k] = > h[l — 2k|ag_q[]
l l

d’ou I'on déduit I'expression day_z[k] en fonction deay :

ay_olk] = Z( l—2kZh — 2l]ay[m > Z(aJ > h [l—2k:]h[m—2l]>
l

m

=2k ZaJ Zh [m — 4k — 2q] = Z m]Ha[m — 4k]

m

ou, confornémenta sa @finition,

Hy[k] = > hlglh[k — 2q]

Par suite
aj— 2 ZaJ Hz 4k — m] = ajg * H2[4/€]

De plus, pour le calcul de la transfoem Fouriea temps discret dE 5, on a

TFTD(Hz)(w) = QWZHz e M = mZZh hik — 2qle™"

- n e~ thw —zk'w e~ 2iqw

_ L e~ iqw /efikw — T W w
— mzq:h[q] 2 ;h[k:] \/TTFTD(h)( )TFTD(h)(2w)
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On suppose ensuite que pguixé on a

ay_;[k] = ag « H;[27k]
et que 'on a la relatioFTD () (w) = V21 HTFTD )(2"w). Alors

ay_j_1[k] = > _h[l - 2klay_j[l] = > h[l — 2k] (aJ % ﬁj) [271](hypothese deé&currence)
z z

= > h[l -2k (Z ag[m|H;[m — 2]’5]) = ay[m] <Z h[l — 2k]H;[m — 2]’5])
l m m l
= Z ay[m] (Z h[q|H;[m — 27 (2k + ¢ > Z ay[m (Z h[qH;[m — 21k — 2jq]>

= Za_] J+1 — 2j+1k:] = aJg * Hj+1[23+ k]
et

TFTD(Hj(w) =

—Z w 1 J —ikw
1k e = \/72? ; <; h[l] k: 2 l]) k
(Z H; [k — 271 _’k‘*’) = E Zl: h(i] (Z H [k o iKW —12le>
- (Z e ) <Z hU]e‘”“M) = V2rTFTD(H;)(w)TFTD(h)(2/w)
K’ l

ﬁ\

3
o 3

ﬁ\

ﬂ\

= Vor H TFTD(h)(2™w)TFTD(h)(2’w)(hypotrese de&currence)
m=0

- Vor ﬁ TFTD(h)(2™w)
m=0 [ |

Comme nous le verrons plus tard avec I'utilisation de ces formules pour inverser la tra@sfberRadon,
on peut, en utilisant I'inverse de la transf@ende Fourie temps discret, avoir recouad’expression
suivante pour le calcul non pyramidal des coefficients :

aj_j[k] = a;*H[2k]
1 T ~ i e _ N
= an ). TFTD (aJ * hj) (w)e' ke dy = /_ ) TFTD (ay) (w)TFTD (hj) (@) R oy

Geérnéralisation a des analyses bhiorthogonales

Dans certains cas, on peut souhaiter s’affranchir du caacirthonorré des analyses mulésolutions

gue nous venons degsenter, car celui-ci implique que les ondelettes églissont les dmes lors de
I'analyse et la synthbse ; pour pouvoir utiliser des ondelettesdaliffintes pour chacune de ces deux phases
(par exemple pour pouvoir disposer d’'une ondelette avec un grand nombre de moments nuls lors de
I'analyse, et une ondelette avec un supgrbit lors de la reconstruction), Mallat, dans [65] explique

que I'on peut travailler dans la base de Riestorigine de I'analyse mult&solution (cf. dernier item
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de la cefinition (3.1.2)) pour calculer les coefficientedhelle et d’ondelettes par rapparun couple
(¢, %), la reconstruction se faisant par rappin autre couple, dit dual, comprenant aussi une fonction
d’échelle et une ondelette, Beis(¢, v).

Nous ne rentrerons pas dans |&tails de la construction des ondelettes biorthogonales ici. Nous nous
contenterons de mentionner qu’une fois qu’elle est accomplie,

— on dispose de deux analyses mé#iolution dd.?(R), (Vj) ez €t (VJ) L

— pour toutj, (¢;.)n €t(¢;n)n forment respectivement une base de Riesz/detV;

— il existe deux familles d’espaces detdils embii'es(Wj)jez et (W}) o pour chacun desquels
Je

on dispose, pour chaquzhellej, d’'une base de Riesz d'ondelettes, respectivertey, ),, et

(djj,n)n ; _

— les espace§’;) .z, <V})jez’ (W;) ez € (waj)jez sont liés par les relations suivantes
Vi€Z Vig=V;aW, et Vi =V, eW,
avec les relations de biorthogonaélit
V; LW; et V; LW,

ou, autrement dit -
V(j,j/,n,n’) € Z47 < ¢j,na wj’,n/ >= 5j,j’6n,n’

Chaque fonctiorf € L?(R?) peut alorsttre cecompoge selon
F=Y0 < ftbim > bim=>_ Y < frthin > Y
JEZ nEZ JEZ nEZ
et il existe deux constanteset B strictement positives telles que
1 — |2 1
AlFIRe < 3NN £ty > < BIFIR et SlIfIE < DN |< £t > < 17122
JjEZneZ JEZnEZ

De plus, des filtres discrets obtenus, comme dans le cas ortheparpartir dequations cchelle,
permettent d’obtenir des algorithmes de calcusaitifs des coefficients.

3.1.4.2 Analyse multiésolution et bases orthonorrées d’ondelettes en dimension 2

L'approche classique pour construire une base ortho@emal?(R?) consisted s'appuyer sur une ana-
lyse multigsolution orthonori@e deL.?(R), engendee par une fonction échelles, avec une ondelette
assodkeer). On construit ainsi quatre fonctiongfihies par produit tensoriel, de la mare suivante : une

fonction®, qui constitue la fonction @chelle de I'analyse muléisolution 2D, telle que

D(x) = (1, 22) = (¢ @ @) (w1, 22) = p(1)P(22)
et trois fonctionst !, w2 w3l qui sont trois ondelettes bidimensionnelles, telles que
VW) = (9@v)(e1,22) = ¢(21)d(x2)

\11[2](X) = (Y ®9¢)(x1,x2) = Y(x1)p(z2)
UBl(x) = (Y @)(x1,22) = P(21)Y(22)
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On dit ainsi qu’on construit une analyse mudsplution §parable. Avec cette construction, Ecdmposition
d’'une fonctionf d’'une échellea I'échelle gros&re sugrieure se fait en quatsous-bandesune ap-
proximation, obtenue par analyse contre la fonctiget trois familles de coefficients détil, obtenues
respectivement contre les ondeletied, U2/, w31, chacune de ces ondelettes mettanéeidence des
détails dans une direction &gifique : ¥l met enévidence les @tails selon la variable,, donc les
detailshorizontaux tandis quel? rehausse lesatailsverticauxet &3 rehausse lesaailsdiagonaux

Les calculs rapides de transfoemen ondelettes disponibles en dimension 1 se transposent facilement,
gracea deux filtrages successifs, I'un sur les lignes, I'autre sur les colonnes. Ainsi, pour I'analyse, on ales
formules suivantes (les formules de syegh se dduisent du cas unidimensionnel de néaaisimilaire) :

ajx = Z hiy —ok, Py —2ky @411 = @541 * (hh)_ [2K]
1€Z2
At = = Mooty Gi-2k0j11 = aj41 * (hg),, [2K
1eZ2
d% = ajix(gh), [2K] etd) = ajq * (g8), [2K]

Cette approchezparable est un cas particulier d’'une approche pusmile des analyses muésolution
deL?(R?). Les travaux de S. Bonnet et F. Peyrin que nous mentionnerons par la suite comme exemple
de couplage en ondelettes et tomographie [10, 11] se placent par exemple dans un caéré@lgue

le sclema &parable ; cetteréralisation est traite par exemple dans le dernier chapitre du livre d'l.
Daubechies [24], ou aussi dans celui de F. Truchetet [95]. Voievbrment en quoi elle consiste.

On fixe une analyse mulésolution dd.?(R?), (V;),. Dans I'approche&parable, on passe d'ugehelle

a la suivante en appliquant un facteur de dilataéigala 2 dans les deux directions du éep canonique ;
dans le cas@réral, on n’applique pasatessairement une dilatation isotrope. La dilatation daoieslle
al'autre est confilée par une matrice de dilatatidhe M,,(Z), dont les valeurs propres sont strictement
sugerieuresa 1. Deux cas particuliers de matrice de dilatation sont classiques : la natriglisée dans

le cas gparable, qui est diagonale, et la mattieg utilisée pour un sadma dit “quinconce”

2 0 1 1
Ds—<0 2>etDQ_<1 _1>

Ainsi, a partir d’'une fonction dchelle®, on ce par dilatations et translations la famille de fonctions
®;1c(x) = |detD|2D(DIx — k), j € Z, k € Z2
de telle sorte que
ik, @5kl = 2

Pour toutj, la famille (®; x )xcz2 €st une base orthonoée deV.
On montre alors qu’on peut construire une base orthoaerdeL.?(R?) a partir deNp = det(D) — 1
ondelettes, conduisaatla cecomposition de tout signdl; appartenand V; sous la forme

fr = Z <[i®sx> Pk = Z ajx® sk (dansvy)
keZ? keZ?
Np J—1
= D <In®rk> ot > Y <> Uy
keZ? 1=1 j=L keZ?

Les calculs &cursifs de coefficients d’approximation vus dans le &gmamble se &€ralisent de la
mankre suivante : pour deugchelles corcutives, les coefficients d’approximation sorEslipar la
relation
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ajk =< CDJ_L]( >= aj41 * hJ[Dk}

tandis que plusé@réralement
aj—;[k] = a; * (H;j),[D’k]|

avec
h{m)] sij=1

H[m] = ¢ N "h]Hj_1[m+ D71 sij>1
!
Des formules analogues existent pour le calcul des coefficients d’ondelettes.

Notons enfin qu’'on peut&elopper des analyses mudsiolution en quinconce enégartant du cadre
orthonorng et en utilisant des bases de Riesz duales, biorthogonale€ e type que celles que nous
avons pesenées en dimension 1. C’est ce qui est udilgar exemple dans les travaux de Boretedl.
dans [10, 11].

Nous terminons cette partie, dans laquelle nous avons ragséslgrincipauxé&sultats de la #orie des
ondelettes que nous utiliserons dans la suite, par quelques exemples d’ondelettes classiques, auxquelles
nous aurons recours plus loin. Ce sont des ondeletteséffdjeb par quelque-uns des peoesévoqles

plus haut.

Exemples d’ondelettes 1D

Exemple 3.1.1 (Ondelette chapeau mexicain)
C’est une ondelette que I’on connait sous forme analytique, comme dérivée seconde d’une gaussienne,
normalisée pour || V|12 = 1, et donc définie par

2
U(s) = ——(s2 = 1)e /2
V3mi
Sa transformée de Fourier est donnée par :
~ 2 w?
(w) =— —wleT T
V3mi

: —
)
/;\ 6 8 M

Fic. 3.1 — Ondelette “chapeau mexicain” : dans le domaine digegafiche), et dans le domaine de
Fourier @ droite).
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Exemple 3.1.2 (Ondelette et fonction dchelle de Meyer et Lemarg[65])
Une ondelette de Meyer est définie dans le domaine de Fourier, ou elle est a support compact tout en
étant réguliére. Elle se construit a partir d’un filtre h pour lequel on impose que la fonction de transfert
my vérifie
V2 siwe [-% %]

mo(w) = { 0 siwe [~ 2] U [, ]
On fait ensuite en sorte que la condition vue sur la fonction de transfert liée a une fonction d’échelle soit
vérifiée :

Vw € [_77771-}7 ’mO(w)‘Q + |7TL()(UJ + 7T)’2 =1

Meyer a montré qu’un choix possible consiste a poser

=[5 (5 e 53]

ot la fonction auxiliaire (3 est définie par
B(x) = 2*(35 — 84z + 702% — 202°)
de telle sorte que 3(z) + B(1 — x) = 1 sur [0, 1] ; on construit ainsi des raccords de classe C3, de telle

. . . L 1
sorte qu’on garantit une décroissance assez rapide dans le domaine direct (en — ).
x

U et ® sont données sous forme explicite dans [65], et sont représentées en figure (3.2).

3 1

Fic. 3.2 — Ondelette de Meyer : dans le domaine diracgduche), et dans le domaine de Fouréer (
droite). C’est une ondeletteéefiniea I'origine dans le domaine de Fourietj elle esta support compact,
et de classé?.

Exemple 3.1.3 (Ondelettes de Daubechies)

Dans la suite, nous verrons que pour des applications en tomographie locale, le choix des ondelettes se
fera en prenant compte deux attributs des ondelettes : la taille du support, et le nombre de moments nuls.
Pour N € N, on dit qu’une ondelette 1) a N moments nuls si

+oo
Vk =0.N —1, Y(t)thdt =0
— 0o

Les ondelettes de Daubechies ont été construites dans le but de proposer des ondelettes dont le support est
de taille minimale pour un nombre de moments nuls fixés. Leur construction est détaillée dans I’ouvrage
d’l. Daubechies [24], et on aboutit a des ondelettes dont le support est de taille 2p — 1 pour p moments
nuls. Ces ondelettes ne sont pas définies sous forme analytique, mais a partir de la donnée du filtre discret
h permettant de les engendrer. Elles permettent ainsi de construire des bases orthonormées de L?(R.).
Nous avons tracé en figure (3.3) les graphiques des ondelettes de Daubechies pour 2, 4 et 8 moments
nuls (ces graphiques ont été obtenus grice a la fonction MakeWavelet de la boite a outils Wavelab ).
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FiG. 3.3 — Ondelettes de Daubechi@srespectivement 2, 4 et 8 moments nuls. Ces ondelettes sont
définies par la donge d’un filtre discret.

Dans cette deurime partie de chapitre, nous allongsenter plusieurs @thodes d’application de la
théorie des ondelettes pour l'inversion de la transfegrde Radon. Ceséthodes seapartissent princi-
palement en deux dagories :

— une approche sous I'angle du traitement du signal, dans laquelle les sinogrammes soas analys
projection par projection, et dans laquelle, pa@sumer, on adapte lagthode deé&troprojection
filtrée pour reconstruire la fonctighviseéea partir de transforéges en ondelettes @guates de ses
projections. Dans cette approche, il existe des travaux danstiatiite explicitement appligs
au probéme inérieur. Nous les &taillerons.

— une approche sous I'angle statistique, dans laquelle les sinogrammes sortsanalysne des
fonctions de deux variables (et pas seulement comme une succession de projections); cette ap-
proche @&t developgie pour l'inversion en @sence de do@es bruiées de certains @pateurs,
dont fait partie la transforée de Radon. L'outil principal est la transfagmen ondelettes-vaguelettes,
qui a ensuiteete adapte pour traiter plus efficacement certains types d’'images (avec les trans-
formées en ridgelets, curvelets, bandelets,..). Noasaterons cette approche dans un deugi
temps.

3.2 Inversion de latransformee de Radon par des approches de typ@&troprojection
filtr ée

Dans cette partie, nouségsentons d’abord les grands types de &giias qui permettent d’inverser la
transfornte de Radon en utilisant des transféas en ondelettes, sans nousgucuper des dogies dis-
ponibles (c’est-dire en pesence de doies globales). Dans un second temps, nous recensons diverses
applications de ces@thodes au traitement de d@as trongaes, dans le cas du prébnhe inérieur (seul
problemea donrees trongées aboré, a notre connaissance, dans ce pan de &xéiture).

Nous introduisons d’abord quelquessultats auxiliairesgtablissant des relations entre les ondelettes et
différents oprateurs qui interviennent en tomographie. C’est essentiellement sur eux que reposent les
méthodes d’inversion que nousasenterons ensuite. La plupart d’entre euxéénon@s s le c&but

des anies 90 par Walnut et Berenstein [99, 7].

3.2.1 Lemmes techniques

Dans cette partie, nous utiliserons les notations suivantes :
— Ty, désigne I'o@rateur de translation du vectéure R? : Vf, Ty, f(x) = fp(x) = f(x — b);
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— D, pour cesigner I'oferateur de dilatation du facteur> 0 : pour toute fonction éfinie surR™,
n=1oun=2,D,f(x) = fa(x) = azf (E) ;

— R, pour cesigner 'og@rateur de rotation d’ar?gle¢ € [0,2n,Vf, Rof(x) = fo(x) = f(r_p(x))
ol pour tout angle, r, désigne la rotation de centre O et d’anglsurR>.

Lemme 3.2.1 (Transfornee de Radon et ondelettes)
. Soit ¥ une fonction appartenant a L?(R?). Alors pour tout © € S', la fonction Ry est une ondelette
1D admissible.

. Pour toute fonction ¥ € L*(R?) N L2(R?), pour toute incidence 6 € [0, 27|,
Ro(Da¥) = VaD,Rp¥ (a > 0), Ro(Tp¥) = Tp.oRe¥ (b € R?), Ry(Rg¥) = Ry_4V (¢ € [0, 27])

et, par conséquent

Ro¥ab(s) = Va(Re¥),pe (5) =Re¥ (S_Z®> (3.18)

et
RoVab,o(s) = Va(Ro—¢¥), 1.0 (5) (3.19)

Preuve . On fixef € S!; la condition d’admissibilé pour les ondelettes 1D&é vue en (3.1) ; pour
la fonction 1DRy ¥, cette condition d’admissibBts’obtient de la magre suivante, en utilisant
le theoleme de coupe-projection (2.1.4) :

—_— 2 A~ 2

oo ‘Rgllf(w)‘ oo ‘\I/(w@)‘

/ P gy = 2n / P

o0 |w] N

dw

Or ¥ est une ondelette admissible 2D ; cela signifie donc que

2

\f/(k)‘
/R2 ]k|2 < 400

Or
“i/(k)r m ‘@(w@)r . ‘\j,(w@»r
/Rz I :/0 /RWde d9=/0 /Rde do

En utilisant le tltoeme de Fubini (les fonctions en jeu sont positives), on @afud que pour
~ 2
’W(w@)‘

T

chacune des ondelett&y V.

tout 4, la fonctionw — est inégrable, ce qui assure la condition d’admissiitie

Ensuite, dans le couplage entrecogteurs avec la transfoem de Radon, on a, pour I'émateur
de dilatationD,, :

+00 +oo 1 () t@J_
Ro(DaW)(s) = / v, (s@—i—t@L) dt _/ =/ <SJ;> dt

u=t /+oo 1y <s@ N u(_)J_) adu = Ry ( ) = /aD,Ry¥(s)(3.20)

S
I AN ) a
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Pour I'opérateur de translatiofi,, on a

Ro(TpU)(s) = /+OO \VJ (s@ +tO+ — b) dt = /

—0o0 —0o0

+00\1:((5—10.@)@+(t—lo.@)L)@L)dt

u=t—b-©L Feo 1
>Os _ v ((s ~b-©)0 +ud ) dt = Re¥(s —b-©) = ThoReT(s) (3.21)

—0o0

Enfin, pour I'ogerateur de rotatioR, on a

Ro(Rp¥)(s) = /+OO Ry U (se + t@L) dt = /+Oo v (r_¢(s@ + t@L)) dt
_ /_ y (SUM n tU;¢)) dt 0l Ugy = (cos(0 — ¢),sin(0 — ¢))
= Ro—¥(s)

En cumulant les effets des @mteurs de translation et de dilatation, on obtient
RoVap(s) = Ro((TpDa¥))(s) =Re (Th (Da¥)) (s)
= Tpe (Re(D.)¥)(s) (d'apres (3.21))
= Tpe (Va(DaRy¥)) (s) (d'apres (3.20))
= VaTheDaRe¥(s) = Va(Re¥), e (5)
et si 'on ajoute I'o@rateur de rotatioR 4, on obtient
RoVapo(s) =Ro (ToDaRp¥)) (s) = va(Ro(Rp¥)), .o (s) (dapres (3.22))
= Va(Ro-4¥), .0 (5) -

Lemme 3.2.2 (Ograteur A et ondelettes)
1. Soit 1) une fonction définie sur R. Pour que A1) soit une ondelette admissible, il faut et il suffit que

+oo 2
/ ‘@b(w)‘ |wldw < +00
0
et pour cela, il suffit qu’il existe un réel o > 1 et une constante réelle C' > 0 telle que

Y, [P (w)] < m

2. Pour tout facteur de dilatation a > 0, et pour toute translation b € R, on a
1
Apgyy = o (Aw)&b (3.22)

Preuve. 1. En utilisant la éfinition de I'operateurA dans le domaine de Fourier vue dans le cha-
pitre piecedent, on a :

o~ 2 ~ 2
+oo [ R(w)| +oo [(w)| [wl? roo 1
/ dw:/ dw:/ w(w)’ |w|dw
N oo wl oo
et pour que cette iggrale converge, il suffit qu’il existe udela > 1 et une constant€ > 0
telle quevw, [t(w)| < ————, car alors
quevi, [H(w)| < (i
. 2 Clw C
T p—

(L w)a "o+ (o

qui est inégrable @s que2a — 1 > 1, c’esta-direa > 1.
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Map(w) = w@j,(w):mme—w%(aw):\fe—wﬂmwaw)
= VO aw) = L, )
m

Lemme 3.2.3 (Ograteur R# et ondelettes (d’apes [8]))
Soit ) = (19)ge[o,2- une famille de fonctions définies sur le cylindre S! x R. Alors si la famille

(v0) ge0,2x] €St paire sur le cylindre S! x R, et si pour tout § € [0, 27,
2
+o0 ’%ﬁe (w)‘
oo [l
0 w

alors R7 (1)) est une ondelette admissible 2D et pour tout facteur de dilatation a > 0, et pour tout vecteur
de translationb € R?, on a

dw < +00

2m
#
(R*v),, ) f ()a b0 (x - ©)do (3.23)
Preuve. On peutéecrire lestgaligs suivantes :
— 2
)R#w on oo ‘R#@b(w@)‘
/ k]2 = /0 /0 B wdwdf
— 2
2w poo ‘2\/%@[10 (w)‘ ]
= / / wad& (d’apres le corollaire (2.1.1)
— 2
2m oo ‘we (W)’
0o Jo w
2m 2 x-®-b-0
/0 (Vo)apo(x-O)df = ; EW <a> do
1 [ Xx—b 4
— va, [ ©)do = Va(R*) ()
a Jo a a,b [ ]

Nous allons maintenant @senter plusieurs @thodes d’inversion de la transfoeede Radon.

3.2.2 Inversion par des néthodes par ondelettes de typeatroprojection filtr ée en pésence
de donrees globales

3.2.2.1 Retroprojection filtr ée d’'une transformée en ondelettes 1D de la transforie de Radon

Cette premgére methode &t sug@rée par Walnut [99], et applige ensuité des donaes locales par
Olson et al. [78], comme nous l&thillerons plus loin. Elle consistecalculer la @composition en on-
delettes 1D de chacune des projections, puagpliquer la rathode deé&troprojection filtee (FBP) aux
projections ainsi dcompoges.
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Proposition 3.2.1 (Cecomposition en ondelettes 1D et FBP)
Soit f € L?(R?), et v une ondelette admissible ID.
Pour tout § € [0, 27[, on écrit la transformée en ondelettes de Ry f par rapport a 1) :

Rof(s) = cjn(0)jr(s)

Jk

ol on a noté
cjk(0) =< Rof, ¥jx >

1 ™
= N Z/O i k(0) A 1 (x - ©)dh
7.k

Preuve. La formule est obtenue simplement en injectant dans la formulétdeprojection filtee
la decomposition en ondelettes de chacune des projections :

\ﬁ/ S 0| (x- @)

1
_ \/%BZ /0 e (0) A (x - ©)db
J.k

Alors

fx) =

3.2.2.2 Reconstruction de la transfornee en ondelettes 22 partir de la transform ée de Radon

L'id ée consiste ica reconstituer la transfoe en ondelettes 2D de la fonction que I'on cherahe
reconstruire, avant @me de reconstruire la fonction elleéme. Pour cela, ogtablit une relation entre les
coefficients en ondelettes 2D de la fonction et des coefficients en ondelette 1D de chacune des projections.
Dans cette approche, tout repose sur le choix des ondelettes qui interviennent respectivement dans chacun
des deux domaines. Nous allons voir dans la suite que I'on peut soit fixer 'ondelette 2Déelugredine
ondelette 1D adapge, soit fixer une ondelette 1D, et edddiire une ondelette 2D adépt Neanmoins,
dans les deux cas, les formules que laablit reposent sur la formulégerale que nous avoinonée
dans la propéte (2.1.7) :

f#G=R*(Rf +g)

avec 1
G=R"goug=—ARG
47

Nous pEsentons maintenant chacune des deuxegfies.

Premiere stratégie : en fixant une ondelette 2D.
On choisit une ondelette 2D. C’est le choix qui est fait par exemple par Berenstein et al., dans [8].

Proposition 3.2.2 (Ondelette 2D fike)
Si W est une ondelette 2D, alors pour tout 6, la fonction )9 = ARyW, définie dans le domaine de Fourier
par . R

Yo(w) = [w[¥(wO)

est une ondelette admissible 1D, et on a, quels que soient I’échelle a et le point b,

1 1 27

\I]a
Wf( b) 47_{_\[0

Yo . _ii o ARy¥ .
WY (Rof)(a,b @)d9_47r\/6/0 W (Rof)(a,b-0©)dl (3.24)
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Preuve. 1. ¥ étant une ondelette admissible 2D, on sait, céape lemme (3.2.1), que pour tayt
Ryt est une ondelette admissible. On fir@sse ensuite, pour taih ARy ¥. On applique
alors les esultats obtenus dans le lemme (3.2.2) : ici,

oo, 2 too | 2
/ )Rg‘ll(w)‘ w|dw:27r/ ‘\If(w@)‘ lw|dw
0 0
Or on sait quel appartienta L2(R?) ; on a donc

/ | (k)[2dk < +00
R2

. 2 +oo | 2
/ |\Il(k)|2dk:/ / ¥(0)| wawds
R2 0 0

+oo’

avec

. 2
W(w@)’

Le theoeme de Fubini permet de conclure que pour thu wdw < 400, Ce

qui montre queARy ¥ est une ondelette admissible 1D.

2. La relation entre coefficients d’ondelettes entre les deux domaines s’obtient de &enani
suivante :

WYf(a,b) = f*(\lfa)a(b)zﬁR# (Rgf*ARg ((\Ifa)o_)>(b) d'aprés la propét (2.1.7)
= R (Rof # ARy ((T,),)) (b)

27
= [ Rer AR (7),)) (b @)as

- 4171-\;5 K (Rof * (ARoT,) ) (b-©)dd d'apres (3.18) et (3.22)
0
1 1 27 -
= 1 va )y (Ref*((ARQ\Il)U)a) (b-©)do
— L1 o ARoY
- 47T\/5/o WHH(Ro f)(a, b - ©)do _

Application : calcul des coefficients d’ondelettes 2D dans une base orthono&aa partir de la
transformée de Radon

die © <10 >= WY p(27,277k)
1 4 [2 o
= 42%/ WARY (Ry£)(277,277k - ©)dh d'apres (3.24)
0 0

1 2 - iy
= 47r/o (Rof x ARy (¥5), ;) 277k - ©)df
1 _ iy
— ER# (Rof * ARg (¥s5), ;) (277k)
en reprenant legsultats interradiaires de la preuve ci-dessus.

En passant par le domaine de Fourier, dans lequel on dispose d’'une forme explicite penatdop\,
cette derrére expression sé&crit de la marére suivante :
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1 2

dix = o~ i (Rof ARy (¥s), ;) 277k - Odb
Lo e T 277 wk-©
= \/ﬂ/ F(Rof * ARy (¥s), ;) (w)e dwdf
0 —00
1 [ V2n [T — — kO . "
= = Nor- Rof (W) (AR (Ug), ;) (w)e? ", Cdwdb d'apres la propéte (A.0.4)
™ Jo m .J_o0
2m too —_ c—di
_ 4i Rl (@)|w] (Ty), ()e2 " “K© duwdd d'apres la propieé (2.1.4)
™ Jo _ oo

]_ 2m — — o—j 1)
= Rof(w)|w| ¥y (—wO)e? kO dudh
vV o /0 —o0

ou on voit appardre une formule similairéx la formule de &troprojection filtee, dans laquelle pour
chaque projection pargtrée paw, le filtre rampev — |w| aéte modifi par le filtrev — |w|¥y—; (—wO).

On ne conni pas toujours une expression analytique facilement manipulable da ¥ : pour y
remédier, on utilise les expressions des coefficients d’approximationagtdidans les algorithmes non
pyramidaux étailleés plus haut en 1D (dans la pragé 3.1.5), et grérali€s ici en 2D, pouécrire :

aji[n] =ay* I'Il [2'n] /7r /7T TFTD aJ * H1> (§)€2li§-nd§
/: /7; TFTD (ay) (OTFTD (H1> (g)eméndf = /7r /7; TFTD (ay) (5)W62ug-ndf

On veut calculer cette degme expressio partir de la transforée de Radon d¢ ; pour cela, on va
utiliser le theoeme de coupe-projection (prop#é 2.1.4), mais auparavant, on utilise I'estimation, vue
en (3.1.4.1), des coefficients d'approximation les plus fins par les valeurs du signaécpogique :

1 : 1 1 _im 9J
TRTD(a)(€) = 5 S ayle @ma -3 op (oh)
27 o J " 1 -
= o [ e 22 = ( ; )

1 .. . .
en notanty = 57 le pas choisi dans le domaine direct.
Ensuite, d'apes le tleoeme de coupe-projection, on &djali€, en coordonges polaires,

", ¥O, f(w8) = \/12?@@

Ici, la transfornée de Radon est meg&ar, pour chaque incidence, selon une griflguliere, dont nous
noterons le pass. On noteR, f[ | le vecteur de mesures, pour lequel on peut calculer la transtoda
Fouriera temps discret.

TETD (Rof[]) () = —= 3 Roflnle ™ = —= 3" Rof(nhy)e™ "5

! g L (&
e LU

12




3.2. Inversion de la transformée de Radon par des approches de typ&troprojection filtr ée 147

Finalement, utilisant ces deux approximations, on a

w () @

/ / o ( >TFTD (H)) (wO)e? “OMewdwdo

Bhg
on fait I'hypothese qu’on est dans les conditions de Nyquist :

1

aJ_l[n}

1

on noteB la frequence de coupure dgieen faisant I'hypothse queB < —

2h0
Bhyg A
= / / ( >TFTD (H)) (0©)e2'“®™n | dwdh

Bhg

Bho

V2T hfo / —Bhyg
~ / / M rETD (Rof[]) (hw> TFTD (H)) (w®)e2“O™m|y|dwdd
N vV 27r ho ’ ho :

Bho

W'=pEw 1 hO/ /Bhs , <h0w’ > 211'“/9 ho
= TFTD (R TFTD (H ® hs
i), [, TETD (Ref 1) () TETD (1) (56 )

—

Rof ( > TFTD (H)) (w®)e2 “® ™ |y|dwdf
O

|w'|dw'df

On peut aus<kcrire cette formule sous forme d’un&noprojection filtee
g 2lh,
a;_[n] :/ QY ( ; 0n-®> do
0 S

1 h how
=5 / TFID (Rof[]) () TETD (1) ( -

(le changement de bornes dans BEgtaleétant justife par le fait que dans les conditions de Nyquist
appligees cette fois-ci, pour todt a Ry f, qui estéegalemenB bande limiée, on aBh, < g)

avec

Qp(u) = @) " w]dw (3.25)

On aboutit ainsi aux formules utibes par Delaney et Bresler dans [27], Rashid, Berenstein et al.
dans [86], Bonnet et Peyrin dans [11]&Risons maintenant comment elles peuvent cranenetre
implémenées.

Pour la phase deetroprojection, on peut utiliser une formule de quadrature poureljiration en la
variablef, comme dans le cas de |le&thode deé&troprojection usuelle :

aji[n ZQ <2h0 : >

Pour la phase de filtrage, on peut s’appuyer sur la tran&feide Fourier rapide afin que les calculs soient
efficaces. Avec les normalisations choisies dans ce manuscrit, pour tout vectawsudport compact
(V indices), on a

TFD (g) [ = Y glnje"¥" = V2rTFTD (g )(2;]‘:)

n=0
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et la formule (3.25) peldtre discetisee de la marire suivante :

2k
D “N L 2mho 2k ho 27k o\ gitage | 27k
N
V21 hy < 1 21hg k s2nku | 27k
= TITSR z]; lmTFD(Rgf[])[k]TFTD(H1)< e N@>e v
:7Z+

Cette derrére quantié peut alors se calculer par une transfeende Fourier diséte inverse, comme on
I'a présengé dans le chapitre peedent pour la&troprojection filtee (proposition (2.2.1)).

Nous avons programénces formules afin de pouvoir ensuite les tester sur desegsrincales. Nous
présentons ici deux exemples de reconstruction avec degdsmgobales : dans le cas d’'un éafigure
3.4), et dans le cas du f@mhe de Shepp et Logan (figure 3.5). Les test&tineffecties avec 'ondelette
de Daubechiea 2 moments nuls, et nous avons reconstruit la tran&erem ondelette€parable 2D de
profondeur 2, puis, par transfoé® en ondelettes inverse, I'image initiale.

Fic. 3.4 — Reconstruction de la transfazeen ondelettes 2B partir de la transforée de Radon :
en hauta gauche, le fabime initial, eta droite, 'image obtenue ags inversion de la transfoée en
ondelettes 2D ; en dessous, &sultat de la reconstruction de la transfésren ondelettes 2D : sur la
premere ligne, coefficients d’approximation au niveau- 2, et coefficients deé&tail au niveauw — 2,
puis, sur la deuxime ligne, coefficients deethil au niveaw — 1, ou J désigne la@solution la plus fine
(celle de I'image initiale). On a utilessdes ondelettes de Daubechiée® moments nuls.
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FiG. 3.5 — Reconstruction de la transfazeen ondelettes 2B®partir de la transforée de Radon pour le
fantome de Shepp et Logan : en haaigauche, le fabime initial, eta droite, I'image obtenue ags in-

version de la transforée en ondelettes 2D ; en dessouséluttat de la reconstruction de la transféam

en ondelettes 2D (&me disposition que pour I'imagemedente). En dessous, une section de I'image
des coefficients, en gras (disposition classique pour les coefficients d'une analyseswolultion), pour
comparer avec la transfoBa en ondelettes 2D caléd directemerd partir de I'image (en point#s).

Sur la derrére ligne, les sections centrales horizontale et verticale des images reconstruites (en gras),
compagées au faritme (en pointiié). On a utili€ des ondelettes de Daubechée® moments nuls.
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Deuxieme straggie : en fixant des ondelettes 1D.
Cette neéthode &t propoge par Walnut dans [100]. Elle consisteecider de la nature des ondelettes
que I'on veut appliquer aux projections, pour é&ddire une ondelette 2D adapt

Proposition 3.2.3 (Reconstruction d’une TO 2D par etroprojection d’'une famille d’ondelettes 1D[100] )
Soit (1g)p une famille d’ondelettes admissibles sur R, telles que pour tout § € [0, 7[, pour tout s €
[—1,1], Yo (—s) = vg(s) ; si les fonctions (1pg)g vérifient en outre la condition
—~ 2
+oo [fo(w)
wos [T
0

57— dw < 400 (3.26)
w
alors R 1) est une ondelette admissible sur R?, et, pour toute fonction f € L2(R?), les coefficients
d’ondelette de f par rapport 4 I’ondelette R*) sont donnés par

WRF _ L [Ty
(fab) = 2= /0 W (R f)(a, b - ©)df

Preuve . La condition d’admissibili aéte vue dans le lemme (3.2.3). Pour les relations entre coef-
ficients, on peuécrire :
def

WE(f)ab) E < (REg) >

- < ;&R#«we)a,b.@) > d'aprs (3.23)

21
= \1[/ < Rof, (¥)ane > df par cefinition de 'ogerateur adjoint
aJo

B 1 2 "
= =) WU(Ref)ab-©)do .

La proposition pecedente impose une contrainte sur I'ondeleitavec laquelle on analyse les projec-
tions : elle doit werifier la condition d’admissibilé (3.26). La construction d’'une ondelette 2D prdmms
par Peyrin et al. dans [81] (dans des travauwepehdants de [100]) permet de contourner cette contrainte
suppEmentaire sup, et de s’autoriser le choix de n'importe quelle ondelette admissibRskn effet,
dans [81], les auteurs choisissent une famille d’'ondeletteRs(py), et analysent ensuite les projec-
tions non pas avec la famillg)y . »), mais avec la famill€Ay , ). En effet, dans ce casslla condition
d’admissibili& surV (3.26) sécrit
_— 2 —
oo [Ko(w) oo |o(w)|
0</ dw:/ Y dw < +00
0 0

w3 w

condition qui n’est autre que la condition d’admissiBilgur chacune des ondelettes &R On peut
alors montrer que la famille de fonctiofisy) est une famille d’'ondelettes 1D, et ensuite, avecéena
procecé que dans [100], on peut reconstruire une transéeren ondelettes 2D : la fonctiGd” Ay est
une ondelette, et on peut calculer les coefficients comme ci-dessus :

Wb = - WA Ry f) (0, b - ©)d6

Les auteurs font alors deux remarques :
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1. sitoutes les ondelettes 1By) sontidentiques (ie irfgpendantes d8, toutesegalesi une fonction
notéey, et si cette fonction) est paire, alors I'ondelette 2D correspondante est radiale ;

2. le pro@cké permet de reconstruire une transféaren ondelettes directionnelle.
Explicitons le deux@me point (dans le casigoutes les ondelettes 1D sont identiques)

WN(Ryf)(a.b-©) =

000 Rof) = <= < Rj (M)ype) />

= Va<(Ry(AY)) gy, [ >

avec, dans le cagugy est une fonction &finie sur le cylindre, indpendante de la variabie
0 = g RC = s 1—0 €1) = g -0 = 09)g
Ry 9(x) = 9(0,x - ©) = g(0,1_¢(x) - 1) = R g(r_9(x)) = (R 9)y(x)
et donc
1
Va
faisant ainsi appaftie, & une constante gs, un coefficient d’'ondelette dans une transferan onde-

lettes directionnelle.
L'ondelette-nere estRO#g ; c'est bien une ondelette admissible 2D, puisque, en remarquant que

WAY(Rof)(a,b-©) = va < (R AY)ap. [ >

T 1 . 1 ) — —~
R A (k) = o / REAY(x)e ™ Kdx = — [ Ayp(x1)e™ ™ dx = Ap(k1)d(ka) = (ki) |k1|0 (k=)
T R2 27T R?2
ona .
REAY(K) / [0k Pk 20 (ko) / o
[ = [ R = [ ) Pk = e
Finalement,

WA (Ryf)(a, b - ©) = aWRIAY(f)(a, b, 0)

Notons enfin que dans tous les cas, on dispose alors d’'une formule d’inversion de la traasfierm
Radon, puisqu’une fois que les coefficients d’ondelette 2Déttcalcués, il suffit d’appliquer une
transfornée en ondelettes inverse 2D.

Nous venons de psenter des &thodes d’inversion de la transfoeede Radon faisant intervenir des on-
delettes, pour lesquelles on faisait I'hypesie que la transforee de Radogtait compétement connue.

Si le but de l'inversion est uniguement de reconstruire la fonction du domaine direct, alorésenqe

de don®es globales, recourdr des ndthodes autres que latroprojection filtée ne se justifie pas. En
revanche, en jisence de do@es globales, si I'on est ites§ par une reconstruction muégolution

de I'image finale, et non par I'image finale ellééme, alors les ondelettesésentent I'inkret d'offrir

un aces direct cette decription mult@solution, sans passer par une phase de reconstruction de I'image.

Ici, notre objectif est autre : nous nous placons dans un contexte déamda Radon tron@es, et dans
la suite, nous allons exposer comment tirer parti des ondelettes dans ces circonstances.

3.2.3 Inversion de la transformée de Radon par ondelettea partir de données locales
3.2.3.1 Moments nuls et localisation de I'inversion

Comme on I'a dit plus haut, le filtre rampe n’est @asupport compact dans le domaine direct, et par
congquent, lors de la phase de filtrage de I'algorithmeé&lmprojection filtée, toutes les valeurs de la
transfornee de Radon sont mobiéiss. Or, dans le prolaine inérieur, par exemple, pour chaque projec-
tion Ry f, seules les valeur§Ry f(s); s € [—a,a]} sont disponibles @ [—a, a] désigne un intervalle
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strictement inclus dans le support de la projection).

Les feretres de &gularisation que I'on introduit dans I'algorithme deroprojection filtée localisent le
filtre rampe dans le domaine de Fourier, en tronquant, dearepius ou moinséguliere, les hautes
frequences. En revanche, elles n'ont aucun effet sur la singutpré porte le filtre rampa I'origine
(w — |w| est continue, mais pagdvable en 0) : cette singulagiest pesenée lors de la&gularisation
et le support du filtre rampe&gulari€ demeure non boen

Dans la suite, nous allons nousérgsserl des "madifications” suppmentaires du filtre rampe par

des convolutions par des ondelettes dans le but de localiser le filtre rampe dans le domaine direct. Les
ondelettes sont des fonctions de moyenne nulle, ou autrement dit, des fonctions oscillantesg propri
que I'on quantifie par des attributs que I'on nommements nulset que I'on peut&sumer ainsi : plus

une fonction a de moments nuls, plus elle oscille. Or, comme oréleigara ensuite, convoler le filtre
rampe avec une fonction avec moments nuls permet degelarisera I'origine dans le domaine de
Fourier, Eduisant ainsi son support. Ou, d'un autre point de vue, convoler une fonction par le filtre
rampe nélargit "pas trop” le support initial de la fonction. Cette pr@tides fonction& moments nuls

vis a vis du filtre rampe vont permettre de construire des "filtres rampes egidéie pétanta I'analyse

eta lareconstruction locales de signaux, que I'on peut mettre en oeuvre dans des algorithmes directement
inspirés de l'algorithme deatroprojection filtée.

Moments nuls PourN € N, on dit que I'ondelette) a N moments nuls si ([65]) :

“+o0
Vk=0.N —1, Y(t)thdt =0
Or
+o0 +o0o )
() thdt = () tkedt
—00 —00 w=0
avec

oo k itw oo 1 dk itw 1 dk oo itw
Pt e dt = Tkﬂ(w(we )dt:ﬁﬁ p(t)e™dt

(en appliquant le thoreme de drivation des inkégralesa paranetres [42])
Vor dF /-
— (¥) @)

ik dwk

et donc

[ sota = Y500)

et doncy a N moments nuls si et seulement si pour thut 0--- N — 1, 1)) (0) = 0. En particulier, le
premier moment d’une fonction est sa moyengiea un moment nul si et seulement/gj0) = 0.

Rappelons ici que parédinition, une ondelette) est une fonction appartenaafl.!(R) N L2(R) qui

verifie -
o0
/ L}(w)] dw < +00
0 w
~ 2
Une ondelette) est donc, en particulier, une fonction telle que la fonction- ’w(fj)' est inegrable
en 2ro. Ceci n’est possible que $(0) = 0. Toute ondelette est don@cessairement une fonction de

moyenne nulle (et donc a au moins un moment nul).
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Moments nuls et filtre rampe Nous allons expliquer ici comment les moments nuls permettent de
résister (en terme dlargissement du suppoi)l'action du filtre rampe, qui, rappelons-le, s’exprime
avec I'ogerateurA dans le domaine direct (cf. chapitre 2).

Proposition 3.2.1 (Cecroissance apés application du filtre rampe et moments nuls)

Soit a > 0, et g une fonction avec N 4+ 1 moments nuls, dont le support est inclus dans I’intervalle
[—a, al.

Alors, a I’extérieur de 'intervalle [—a, al,

Si le premier moment est non nul, mais si les N suivants sont nuls

1 1 N+2 [e Nt
[Ag(s)] < @4‘;7’8_6”]\43 /_a}g(U)u  du

Preuve . (d’apres [86]) On fixes € R, hors du supportde: s ¢ [—a, al.

Ag(s) = —%Vp (i) * 059(s) = —% < vp (i) , (1s0s9), > def 1 lim gl(st_t)dt (Cf. (??)

Or, pour toute > 0,

R e I S

€ o0

(carilexisteA > 0Otelque:|t| > A< s—t ¢ [—a,a] & g(s—1t) =0)
_ gls—+gls+e _/ gls—1)
[t|>e

€ t2

En notant alors qu'il existe, > 0 tel que, pour tout < ¢, s — € appartient un voisinage de
hors du supporit—a, a] de f, on en @duit que

Ve <es, g(s—€)=g(s+e)=0

et donc
(s —t —t ST g(s —
lim Mdt = —lim 9(372)& = / Mdt cars > a
e—0 It|>e t e—0 [t|>e t s—a 12

Par ailleurs, d’ags la formule de Taylor-Lagrange, il exigtec|s — a, s + a[ tel que pour tout
t €]s —a,s +al,

gs—1) _ gls—1)
2 (s + (= 5))?

M= )R ()RR +1) (t— )N (—1)NH(N 4 2)!

s @) (LG >+<(N+>1)! (-1) évig >)

I

CI.)

|

=
U
-

I<:+1 s—t) L (V2 - )N+1>
N+3
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et

s+a s — s+a N s — N+1
/S_ o 12 2 dt = /S g(s —1) (Z e ii)ggrg i (N - 2)JE/+3 2 ) dt

—a k=0

N+2
gls —t)(s —t)kdt + th/ g(s —t)(s — )N Tldt

s

k=0

N k+1 [ta kg N2 Vil
= Z k+2/ g(w)u"du + N+3/ g(u)u’du

k=0 —a

RN

N+2

kdu+ N+3

/ g(uw)uN*du carqg esta support dank-a, a
k=0 © -

SigaN + 1 moments nuls,

s+a —t N 2 a
/ 9(5 )dt — +/ g(u)uNHdu

—a

et donc

1 [ste —t 1
‘_/ g(s )dt‘ 1

T Js—a t2 T

1 N+2 ¢ N+1
%7]5—a|N+3 /a}g(u)u ‘du

N+2 [¢ 1 N +2
N13 / g(u)u™*du ' 7|t |N+3/ ‘Q(U)UNH‘CZ“
S —a a

<

Si le premier moment est non nul (avgg(t)dt = 1), et si lesN suivants le sont,

s+a a
“g(s—1) 1 N+2
/ 2 = 2dt = sz + W g(u)uNHdu
s s —a

—a

et

ey

T t2 T

1 N+2 [ N+1
?+7tév+3 /ag(u)u du

1 1 N+2 /a Nt
— s g(u)u du
s —aps ) |

—a
|

Les congquences en tomographie locale sont les suivantes : si I'on fixe une ondelette 2D, on a vu plus
haut que I'on peut reconstruire les coefficients d’ondelettes 2D en appliggaaue projection le filtre
ARV, qui, par rappord la ietroprojection filtee, remplace le filtre rampe. L& est alors que si 'onde-
lette ¥ a plusieurs moments nuls, alors pour t@ute support du filtreA Ry ¥ est sensiblement le&@me

que le support d&, V¥ ; par congquent, au moins aux finéghelles, c’esi-dire tant que le support de

¥ n'est pas plus large que le digtne de la&gion d’expositiond des marges ps), alors on peut filtrer

les projections localement, et, par suite, on peut reconstruire localement les coefficients d’ondelettes.

Le deuxeme point de la proposition @edente esa la base des travaux de Rashid Farrokhi et al. dans
[86] : les auteurs ont cons&atjue certaines fonctionsathelle ont un moment nul (pas le premier, puis-
gu'une fonction déchelle n'est pas de moyenne nulle, mais le suivant) ; paecuent, les coefficients
d’échelle peuvent ausstre reconstruits par des filtres dont le support est étintr

Dans I'exemple qui suit, nous illustrons le support,espapplication du filtre rampe, deR ¥, pour un
choix de I'ondelette chapeau mexicain 2D, puis/e, pour des ondelettes de Daubechies : pour ces
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dernires, on constate bien que plus une ondelette a de moments nuls, moins son suplaodi str le
filtre rampe ; en revanche, on voit appiéi@le compromis auquel on est confrentar simultaament,
plus une ondelette a de moments nuls, plus son support initial est grand.

Exemple 3.2.1 (Chapeau mexicain)
Pour I’ondelette chapeau mexicain 2D, on a

W) = War,az) = A (F) = e+ ad -2
=U(z,x2) = —A (e = —(x7+ 25 — 2)e
V2T 27
et donc, dans le domaine de Fourier,
A A 1 K24k
(k) = W(k1 ko) = == (K + k3)e™ =
2
On en déduit, par le théoréme de coupe-projection, que
—_— A WQ
Ro¥(w) = V210 (wO) = —w?e” =
puis, en appliquant le filtre rampe, on obtient :
/\ W2
ARpT(w) = —|wPe™ T
On en déduit alors I’expression du filtre dans le domaine direct :
1 o o0 w2
ARQ\IJ(S) = E / ARQ\I/( ) ws g, — _\/j ’w‘S 295
=—00
2 o 2

= —— w?e™ T cos(ws) dw

Cette derniére expression peut se réécrire de la maniére suivante (grice au logiciel Maple ) :

ARpU(s) = —ﬂ (2—s2—;e erﬁ( f) Vrsv2(3 - >)

ot on a noté erfi la fonction erreur imaginaireléfinie, pour tout réel s, par erfi(s \F / e’ dt. On

trouvera une représentation de la fonction ARV en figure (3.6).

On trouvera également, en figure (3.7), les graphiques d’ondelettes de Daubechies superposées aux filtres
obtenus apres application du filtre rampe, pour un nombre de moments nuls croissant. Ces graphiques
ont été obtenus grace a la fonction MakeWavelet de Ia boite a outils Wavelab .

3.2.3.2 Algorithmes essentiellement locaux

Nous pésentons ici une presrie classe d’algorithmes prenant en compte des&mlocales. Les al-
gorithmes expdss dans cette partie se placent dans un contexto s'intéressea la reconstruction
d’'une egion d'inérét, lorsqueoutesles valeurs de la transfoée de Radon sont accessibles (ie au tra-
vers mais aussi I'extérieur de la egion d'inerét). L'objectif est alors de faire le moins de mesures
possibles I'extérieur de laggion d'in€rét pour reconstruirexactemeria région d’'inérét (@ contrarig,

dans la partie suivante, seules des dmmlocales seront disponibles, et I'on essaiera alors de faire la
reconstruction la plus fide possible de laégion d'in€rét, tout en sachant qu’une reconstruction exacte
est impossible). Ici, on parle donc d’algorithmessentiellement locaux
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6 N

FIG. 3.6 — Ondelette 1D\'RV assodke a un chapeau mexicain 2D (a titre de comparaison, on a
également trag, en pointilés, le graphe de I'ondelette chapeau mexicain 1D)

FiG. 3.7 — Ondeletted ) superposes aux ondelettes initiales (téas en figure (3.3)), pour les ondelettes
1D de Daubechies 2, 3 et 5 moments nuls, et pour le chapeau mexicain 1D.
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Premiere méthode essentiellement locale : reconstruction aveésolution locali€e avec des @thodes
d’'ondelettes 1D.

Cette néthode @&te cevelopee par T. Olson et J. DeStefano [78]. Elle s’appuie sur la formule d’inver-
sion vue dans la progrié (3.2.1), dans laquelle on injecte urescdmposition de chacune des projections
dans la formule d’inversion paétroprojection filtee : le filtre rampe porte alors sur chacune des onde-
lettes 1D, et les coefficients d’ondelettes qui interviennent sont ceux detarghosition en ondelettes
1D de la transforr@e de Radon :

f(x) =

1 ™
Wors Z/o cjr(0)Ajp(x - ©)df
T ],k‘

ou
cjk(0) =< Rof,bjr >

L'id ée, qui exploite la “cobrence” de la transforae de Radon en la variabtdementioniée au ébut du
chapitre 2, est la suivante : si on fixe un cou@let), alors pour une incidena le coefficient d’'onde-
lettec; 1 (61) de la projectioriRy, f est peu diférent du coefficient d’'ondelettg  (6-) calcul pour une
projection voisineRy, f, ceciétant d’autant plus vrai quedthellej est grossire.

Cette affirmation, que nous justifieronsérément ensuite, peétre illustée par la figure (3.8) : pour

un signal 1D doné, on a traé, uneéchelle et une positioatant fixée, I'évolution en fonction dé des
coefficients d’'ondelettes des projections ; chaque graphique est@asooeéchelle, et pour chaque
échelle, on a traeles courbes pour quelques localisations du coefficient d'ondelette. Bobelle la

plus grossre (en haud gauche), on calcule un seul coefficient d’'ondelette pour chacune des projections,
et on constate qu'’il ne varie pas d’'une projectibbautre (ce qui est normal, puisque ce coefficient est
aussi la valeur moyenne de 'image, qui égalea la valeur moyenne de chacune des projections). En-
suite, de gaucha droite puis de haut en bagthelle devient plus fine, et I'on constate que plésiielle
augmente, plus les coefficients d’'ondelettes varient d’une projeztiamitre.

Sans la formaliser com@lement (on pourra se reportef78] pour plus de &tails) nous allons mainte-
nant donner une Bwe justification du lien qui existe entr&thelle d’analyse et la vitesse de variation
des coefficients d’'ondelettes d’'une projectibautre.

Pour uneechelle;j et une positiork fixées, le coefficient d’ondelette 1D de la projecti®pnf estégala
cik(0) = <Yk, Rof >=<jr, Rof > (3.27)

Or, on a vu dans la prof@é (2.2.3) que la transforee de Radon peutétrire comme une combinaison
linéaire de produits tensoriels de pobynes ers par des fonctionsos etsin ené :

3] 2
RE = D D> oriom < fi fri—ome > Gli—2me

lEN m=0 e=1
3] 2
= 22D o amaw(s)Uils)Yiom(6)
leENm=0 e=1
Si I'on reprend le calcul (3.27), on peut do&crire :
5] 2

ii(0) = < Rof >=D_ 3> ariome < Uik, wl; > Yi_gm(©)
leEN m=0 e=1
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FiG. 3.8 — Evolution des coefficients d’ondeletigg,(¢) vus comme des fonctions de: chaque gra-
phique correspond uneéchelle2’ ( = 0,1, -- -, 8), et pour chaquéchelle on a refssené I'évolution
des coefficients pour quelques localisatiéns
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Or il s'avere que la transforée de Fourier du polydme de Tchebycheff; vérifie la relation suivante
[75] (p. 198) :

@) = ¢ 2
ou C; est une constante, eti@;; désigne la fonction de Bessel de prena espce et de deé@rl + 1;
quel que soit I'entiet, la formule de Debye [75] permet d’affirmer qug 1 (w) ~ 0 dés quéw| > I.

Pourv;;, fixée, on sait que sa transfoee de Fourier est conceaé dans une (ou deux) bande(s) de
frequences, d’'autant plus proches(dgue I'échelle; est grossire ; par consquent, pour grossere,

seuls les coefficienté< Yj g, wU; >>z N assoages auxpetitesvaleurs dd sont non nuls (soit < [p),
€

et par congquent, il ne subsiste dans laamposition de:;;(f) que des composanté$(®) avec

r < ly, c'esta dire des composantes “bass&sgjfrences”, qui varient peu en fonctionddden revanche,
guand lechellej va devenir plus fine, des composani¢g, avecr plusélew, vont appafdre dans la
décomposition de; ;,(0), de telle sorte que les variations en fonctiorfd@nt pouvoirétre plus rapides.

De manere plus pecise, dans [78], les auteurs utilisent le fait que la plus gragdgiénce contenue dans
0 — c;(0) (a(y, k) fixés) est divise par deux quand on passe d'@utellea I'échelle imnédiatement
plus grossére, et s'appuyant sur lagbrie de Iechantillonnage de Shanndmoqlee dans le chapitre 2,
en tirent le sckma de calcul suivant :

— al'échelles la plus fine, on calcule pour chaque angteus les coefficients d’ondelettes; . (0)),
de la projectioriRy f ;

— al'échelleJ — 1, on calcule tous les coefficients d’ondelettes_; 1 (0)), seulemenpour une
incidenced sur deux, et on enétluit la valeur des coefficients integdliaires par interpolation
gracea la formule de Shannon;

— on continue ensuita I'échelleJ — 2, on calcule tous les coefficients d’ondelettes_» ,(6))
seulemenpour une incidencé sur quatre ;

k

— a I'échelle la plus grosaie gchelle0), on calcule tous les coefficients d’'ondeletteg . (¢)),
seulemenpour une incidencé sur2”’.

Le sctema de mesures des d@as permettant de reconstruire udgion in€rieure de rayom s'en
déduit :

— pour reconstruire les coefficiendsl’échelle la plus fineJ, il suffit de mesurer la transforee
de Radorma travers cetteagion, avec une marge en la variables correspondant au support de
I'ondelettea cetteachelle la plus fine (marge permettant de reconstruire les coefficients d’ondelette
des projections au bord des segménts, a|).

— pour reconstruire les coefficierit$ échelle suivantd —1, on peut eduire la fequence dchantillonnage
angulaire d’'un facteu?, et il faut doubler la marge pour reconstruire les coefficients au bord (le
support de I'ondelette est do@l;, les mesures de la transfa@erde Rador travers la &gion
intérieure sont de toute facon faites (efape pecedente) : il suffit donc d’ajouter les mesures de
la transfornée de Radon pour une incidence sur deux sur l'interyalte— 2m, a + 2m].

— on [éitere ce processus jus@ul'échelle la plus grosaie (I'echelle 0), pour laguelle on effectue
des mesures de la transf@mde Radoa travers tout I'objet (c’esi&dire des mesures globales) ;
mais au lieu d'irradier les structures les pkisigrées de la&gion d’in€rét pour chaque inci-
dence, on les irradie que pour une projection2suprojection.

Nous illustrons cette technique par deux exemples, avec un algorithme progi@anmos soins.
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Exemple 3.2.2 (Reconstruction d’urélement du noyaua partir de données essentiellement locales)
Nous reprenons I’exemple présenté dans [78]. On considére la fonction f définie dans le domaine de
Radon par

VO, Rf(O®,s) =g(0O,s)

1 osit <|s| <
_ 16 >33
9(©,s) { 0 sinon

(Par des arguments dits de consistance des do@es[75], on pourrait montrer que la fonction g est effec-
tivement dans I'image de R.)

Le sinogramme de g est présenté en haut a gauche en figure (3.9).

En appliquant I’algorithme de rétroprojection filtrée 4 R f, on obtient la fonction f, représentée au milieu
a gauche en figure (3.9).

Si on choisit comme région d’intérét le disque de rayon 6 du domaine direct, alors, comme dans

I’exemple présenté en figure (2.16), la fonction f appartient au noyau de la transformée de Radon
intérieure. Pour autant, elle n’est pas nulle a I'intérieur de la région d’intérét. Un algorithme d’inver-
sion locale qui s’appuierait sur des données strictement locales conduirait a une reconstruction nulle
dans la région d’intérét. Ce n’est pas le cas avec I’algorithme essentiellement local présenté ici. A droite
en figure (3.9), on trouvera en haut les données essentiellement locales retenues dans le sinogramme
en vue de I’inversion, et au milieu la reconstruction obtenue (on a utilisé des ondelettes de Daubechies
D6). Sur la derniere ligne sont tracées les sections centrales de ces reconstructions : on constate que la
fonction est reconstruite dans la région d’intérét de maniere similaire avec les deux méthodes.

Nous proposons un dewrne exemple, avec unégion inérieure choisie dans le faimhe de Shepp et
Logan.

Exemple 3.2.3 (Reconstructiora partir de données essentiellement locales pour le fadthe de SL)
Avec la méme technique que dans I’exemple précédent, on reconstruit une région intérieure dans le
fantéme de Shepp et Logan, a partir d’un sinogramme complet au travers de la région d’intérét, et sous-
échantillonné pour les données extérieures (a droite sur la premiére ligne en figure (3.10)). La recons-
truction obtenue a partir de données essentiellement locales est présentée sur la 2éme colonne, avec un
zoom sur la région d’intérét, et la section centrale présentée a gauche sur la derniére ligne : on parvient
a une reconstruction correcte dans la région d’intérét, la densité du fantdbme étant quasiment atteinte.

A titre de comparaison, on a représenté le résultat obtenu avec la méthode de rétroprojection filtrée
basée sur des données strictement locales. Comme on I’a dit dans le chapitre 2, cette méthode présente
une qualité d’image trés satisfaisante (méme si elle ne permet pas d’atteindre aussi bien la densité dans
la région d’intérét que la méthode essentiellement locale, elle permet de visualiser trés clairement les
différentes structures).

Deuxieme nethode essentiellement locale : reconstruction aveésolution locali€e avec des m@thodes
d’'ondelettes 2D.

Cette néthode &té propoge par Delaney et Bresler [27].
On se place dans le cadre d’une analyse n@gtlution orthonori@e del.?(R?) ; étant don@ une gion
d’intérét, les auteurs proposent de reconstruire I'image glabblsseésolution, et de lui ajouter ensuite
les seuls @dtails permettant de reconstruire &gion d’in€erét (et seulement celle-cd haute @solution.
De plus, par des observations similaigegelles que nous venons détdller dans la rathode pro-
po<e par Olson et DeStefano, les auteurs tirent partis du contequeintiel des diffrentesous-bandes
d’'images petiti petit ajouées pour&duire la quanté de mesures de la transf@mde Radon effeches :
les coefficients aukchelles groséres sont calcéka partir de mesures effe&es pour des incidences
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FiG. 3.9 — Reconstruction d’'uglément du noyau de la transfoeen de Radon igtrieure :a gauche,

la reconstruction obtenue patroprojection filtee avec des doges globalesa droite, la reconstruc-

tion obtenuea partir du sinogramme essentiellement local ; comme on peut le constater sur les sections
centrales figurant sur la deame ligne, la fonction est reconstruite danségion d’'inérét de la néme
mankgre avec les deux @thodes.



162 Chapitre 3. Repésentations multéchelles de la transfornée de Radon
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Fic. 3.10 — Reconstruction d’'uné&gion inérieure du farime de Shepp et Logan : en haut, le sino-
gramme complet, puis le sinogramme essentiellement local. Ensuite, sueledlonne, sont repsenés

le fanBme et un zoom sur l&gion d’'inerét; sur la 2me colonne, la reconstruction obteraupartir de
donrees essentiellement locales, avec la section cerdtrgiiche sur la demie ligne : on parviend
une reconstruction correcte danségion d’inerét, la densi exactettant quasiment atteinte. A titre de
comparaison, on a re@seng le ©sultat obtenu avec lagthode deé&troprojection filtee bage sur des
donrees strictement locales.



3.2. Inversion de la transformée de Radon par des approches de typ&troprojection filtr ée 163

espaées, puis, d&chelle plus fine egéchelle plus fine, la quangitd’angles pour laquelle on effectue les
mesures est multige par deux; ainsi, il y & peu pés, seulement au travers de égion d'inerét que
I'on mesure la transforée de Radon autant que pour latinode deé&troprojection filtee.

Les formules utili€es dans cette &hode onete explicieées plus haut dans le paragraphe (3.2.2.2).

3.2.3.3 Algorithmes strictement locaux

A la différence des algorithmes qui vienneritté pésengs, on se place dans le contexteseules des
donrées locales orétt mesuees (autrement dit aucune dé@enextra-locale n’est disponible).

Ces algorithmes s’appuient sur les formules de reconstruction de coefficients en ondefateng&es

dans le paragraphe (3.2.2.2). lls consistentconstruire les coefficients détdil d’'une analyse en on-
delette 2Da partir des donges locales, en se limitaatuneéchelle suffisamment fine pour que les filtres
discrets 1D modifis par le filtre rampe aient leur support inclus dans la largeur de projections dispo-
nibles (en pratique, dans [86, 11], un seul niveau &eothposition est calcg). Dans [86], les auteurs

se placent dans le cadre d’une analyse nadbtution orthonoriee, et reconstruisent donc trois familles

de coefficients de&tail, alors que dans [11], les auteurs reconstruisent les coefficientstalediune
analyse multiesolution quinconce, soit une seule famille.

Nous pésentons en figure (3.11) et (3.12) lésultats que nous avons obtenus en programmant cette
méthode dans le cas orthonanpour I'exemple du fabime de Shepp et Logan (tais6 x 256), pour

une Egion d’exposition de rayoBR pixels, et ceci pour deux ondelettes : 'ondelette de Daubeéhies
moments nuls, et 'ondelette de Daubechae$ moments nuls. Le®sultats obtenus sont visuellement
similairesa ceux qui son propés par Berenstein et Walnut dans [8], dans des travaux g@gaient

[86]. Dans les deux cas, on constate que les coefficientgtdd dont reconstruits comme si I'on appli-
guait le méme algorithme avec des dares globales au coeur de &gion d’exposition.

On est toutefois condud remarquer que I'on voit appati@ des marges entre légion correctement
reconstruite et laéggion d’exposition qui ref@sentent presque la méitdu rayon d’exposition. En ef-
fet, meme si 'ondelette de Daubechies D2 correspanah filtre discret de largeur 4, son supportespr
filtrage par le filtre rampe e&tendu. Dans le deuxine cas, I'ondelette a certes plus de moments nuls,
mais le fait que son support initial soit plus large fait qu&pfiltrage par le filtre rampe, la largeur de
donrées mobili€es pour reconstruire correctement un coefficient étstedue.

Cette néthode de reconstruction des coefficients d’ondelettes aux éicteslles et prolonge dans
[86], puis reprise dans [11], en s’appuyant sur la remarque que nous avogeee au paragraphe
(3.2.3.1) : certains filtres dchelle pesentent la propgte d’avoir des moments nuls (pas le premier,
mais plusieurs suivants), et de ce fait, sargriori peu sensibles au filtre rampe. Dans ces travaux, les
auteurs choisissent donc des filtregalielle de ce type, et affirment pouvoir reconstrassentiellement
localement les coefficients &helle (au premier niveau déecbmposition), dans la&gion d’in€rét, a
partir de don@es locales. lls obtiennent des reconstructianiaaifference entre la fonction reconstruite
et le fanbme initial dans la&gion d’in€rét esta peu pés une constante.

Nous avons reproduit ces exjences avec I'ondelette de Daubechie® moments nuls, qua priori

ne fait pas partie des ondelettegguni€es dans les travaux que nous venons de citer. Nous parvenons
également une reconstruction dans kagion d’'inérét qui differe “a peu pes” d’'une constante avec le
fantdme initial, comme on pourra le voir en figure (3.13). Il nous semble qu’en faittaitipevisible,

et ne é&pend pas du choix de I'ondelette (et des moments nuls éssagk coefficients échelle), car

nous pensons qu’en ajoutant les coefficientctelle, la fonction obtenue & inversion de la trans-
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FiG. 3.11 — Inversion de la transfofa de Radoa partir de don@es strictement locales : reconstruction
des coefficients de&daila I'échelles — 1 de la transforr@e en ondelettes 2®partir de la transforée de
Radon mesu@e au travers du disque de rayon 32 pixels dans |éfa@tle Shepp et Logan de tail&6 x

256 (région d’exposition mé&triali®e par les deux segments verticaux). En haut, I'image obtenae apr
transforngée en ondelettes inverse, avec un zoom suedgon d’exposition. En bas, la section centrale
et horizontale de I'image des coefficients detadls verticaux : en traépais,a partir de l'inversion de
donrees locales ; pour comparaison : en poiesiéi partir de I'inversion de dor@es globales, et en trait
plein, fin, dans la transforé®e en ondelettes 2D caléa directement sur le fadme initial (sans passer
dans le domaine deRadon). On a uélisne ondelette de Daubech&& moments nuls. Au coeur de la
region d’inerét, les coefficients deédiail sont reconstruits comme si I'on avait des degmglobales (la
courbe en trait gras est confondue avec la courbe en péstill
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FiGc. 3.12 — Inversion de la transfoéa de Radoa partir de don@es strictement locales : comparaison

avec la figure prcedente, pour une ondelette de Daubechies avec plus de moments nuls que dans le cas
précdent (4 moments nuls) : il existe toujours une zone au coeur égilarrd’'inérét dans laquelle on

peut reconstruire les coefficients detail a partir des donees locales comme engsence de domes
globales, mais cette zone est moins large que dans le eapnt.
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formée en ondelettes 2D n’est autre que la fonction que I'on aurait obtenue en appliquant directement
la rétroprojection filtee sur des doraes trongées, les diffrences de quaditde reconstruction que les
auteurs obtiennent par exemple dans [11] s’expliquant par lerdifte de largeur du support des filtres
apes application du filtre rampe.
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FiG. 3.13 — Inversion de la transfoéa de Radon en psence de doies locales, avec ajout des co-
efficients déchelle, pour I'ondelette de Daubech&2 moments nuls. En haut, I'image obtenuegapr
reconstruction, et zoom sur lagion d’'in€rét. Ensuite, une section dans I'image des coefficienésrien
codage que dans les imageégdentes), et en bas, les sections centrales des reconstructions, avec com-
paraison avec la reconstruction obtenue quand on utiligriagrojection filtée sur des doraes locales :

les reconstructions sont confondues.
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3.3 Inversion de la transformée de Radon bruige par methodes multichelles

Les nethodes que nous allonsgsenter dans cette paré&aient motiees au dpart par la&solution de
problemes inversea partir de don@es bruiges : c’est dans ce contexte que la transé@mn ondelettes-
vaguelettes @te developjie par D. Donoho.

Dans la fouke, d’autres familles muéichelles onétée construites, sur le @me moeéle, c’esta-dire avec
des liens forts avec le domaine de Radon. Leurgdificesé&sident dans le fait que I'objectif est de four-
nir des repesentations efficaces de classes d'images dans lesquell&olegtge” est forte, c’es-dire
des imageséagulieres sur des domaines eueimes élimités par des frorgres egulieres.

Nous allons dans la suitegsenter ces transfogas, en les abordant sous I'angle des apports du domaine
de Radon pour leur com@nension.

3.3.1 Concept fondateur : la transformeée en ondelettes-vaguelettes

La decomposition en ondelettes-vaguelettes d’un gnole inverse &t introduite au ébut des anees 90
par Donoho [30], a elle est pesente comme une alternatigela cecomposition en valeurs singéites,
congue pour permettre I'inversion de certaingigteurs d’inverse non baren pésence de does
bruitees. Un des dprateurs concegs est la transforge de Radon. Ici, nous ggsentons la transforde
en ondelettes-vaguelettes dans ce cas patrticulier.

Comme on I'a vu dans le chapitregaédent, dans le paragraphe (2.2.4.2),8aamposition en valeurs
singulieres consista travailler dans deux familles orthonages( /) ca €t (9))rea, appartenant res-
pectivement 'espace direct &t I'espace des projections, et que I'on construit avec les vecteurs propres
de l'opérateurRR*. En notant(ai)AGA les valeurs singutires deRR* (elles sont positives), on a vu
dans le paragraphe (2.2.4.2) que I'on pekta@mposer ainsi toute fonctighde I'espace direct selon

F=Y_<fhHh>h
AEA
ou .
< f,fx>=—I[Rf, 9]
oA

tandis que la transforae de Radon d¢ s’écrit

Rf=) ox<fifr>o
AEA

Comme on I'a dit dans le chapitregédent, la spcificite de la @composition en valeurs singaites
réside dans le fait que les deux famillgh) ca €t (ga)rea SoOnt simultaBment orthonori@es. On dit
souvent qu'avec la@tomposition en valeurs singgites, ordiagonalise I'ograteurR, fournissant ainsi
une modalié d’'inversion efficace de la transfoem de Radon (au seng an coefficient dans une base or-
thonornee de I'espace de Radon fournit directement un coeffiéigalement dans une base orthoneem
de I'espace direct). Mais il y a un incoemient : la base orthono@mr de I'espace direct est im@as(par
'opérateur, iciR) : c'est la base orthonoree fornée des vecteurs propres de BpteurRR*. Or il
s'avere que cette base peut séter “plus ou moins biend une repesentation des signayxmanipuks ;
Donoho, repris par Caid, rappellent que lesathodes dedgularisation de la&tomposition en valeurs
singulieres [75] consisterd introduire une fe@tre w, qui conduita ne conserver que les termes de la
somme assoées aux plus grandes valeuts(pouréviter que le bruieventuel ne soit trop amplfidans

la formulez ;A[Rf, grlf)
x

fo=Y %[y,gx]fx

A
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Or faire ceci revient, dans la&édomposition en valeurs singéites,a supprimer les termes assegiaux
grandes fequences ; pour des images dont I'information est en grande partie c@ecdatrs la locali-
sation des bords, cette skgte n’est pas optimale [16].

L'objectif des concepteurs de la transf@enen ondelettes-vaguelettesit de trouver un mode de
décomposition pgeservant la facilé des relations entre coefficients des deux domaines, tout en s’au-
torisant le choix d’'une base orthonoemd’ondelettes comme fonctions de base dangdamposition

du domaine direct (par exemple pour disposer ensuite des algorithmes existantg&lpolited des si-
gnaux); sur le premier point, on dit parfois que kcdmposition en ondelettes-vaguelettegssita
fournir une @compositiorguasi diagonalale I'opérateurR R*.

Construction d'un inverse faible On a vu dans le chapitre gedent, dans le paragraphe (2.2.1.2),
que la transforree de Radon n'admet pas d’inverse liolorsqu’elle est vue comme un@ateur entre
espaced.?, et qu'il faut avoir recours I'espace de Soboleﬂ’%(S1 x R) pour y rengédier. Or en pra-
tique, on considrera souvent que la transfoemde Radon est corrompue par un bruit dont on &tertx

le niveau en norm&?. La méthode propdse par D. Donoho consiste dans un premier teangenstruire
un inverseaible de la transforrée de Radon, pour lequel on pourra garantir la stételit normd.?.

Plus pécigment, on part d’'une base orthon@end’ondelettes du domaine direct, dans laquelle on peut
décomposer tout signgl selon

f:Z<f7\Ij)\>\Ij/\

A€A

et pour laquelle on va reconstruire chacun des coefficients en ondetefte®, > a partir de la trans-
formée de Radon. L'ide consiste alora voir chaque coefficient: f, ¥, > comme le ésultat d’'un

opérateurcy appliqe a f. Dans ces conditions, la reconstruction d’un coefficimartir de la trans-
formée de Radon est stable - le but chérehsi et seulement si il existe une constafte positive,

assock a l'opérateurc), telle que pour toute fonctiofi, on puisseecrire

lea(H) =< £, ¥x > < CA[Rf| L2 (3.28)
Dans [30], D. Donoho s’appuie sur le fait que cette majoration esfige s quel, € Im(R*), ou,
comme pecdemmentR* désigne I'ogerateur adjoint d&k (opérateur deétroprojection). En effet, si
on note alors)y, la fonction cefinie sur le cylindreS! x R et \érifiantR*y, = ¥, on a alors

< f,Un >[=|< fiR"Yr > = [< Rf, 95 >]
et l'inégalie de Cauchy-Schwarz permetdtire
< Rf, 0 > < [[all2Rfl2 (3.29)

ce qui donne finalement

VE, lex(Hl =< £, ¥ > < Cx[Rfll2 00Oy = [|9ha]l2

Si pour tout), la condition¥, € Im(R*) est \erifiée, alors on dit qu& est faiblement inversible dans
la baseg(¥), et on a, au sens de la convergence en ndife

F=) <Rfur>T, (3.30)
A
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On peut expliciter chacune des fonctiong : comme on I'a vu dans le chapitreguedent, avec la
formule d'inversion de la transforde de Radon paetroprojection filtee, pour que la fonction, vérifie
R#4py = Uy, il suffit que

1
Yy = —ARY,
41

ce qui, via le domaine de Fouriergsrit

(6, 5) € [0,27[xR, tn(0,5) — \/17
T
- ! U\ (wO)|w|e™sdw (d'apres la propiete (2.1.4))

Ar J oo

O 1 [ 1 _— .
/ (¢A)9(W)€Zwsdwz\/%/ E!wme\h(@e“sdw

Une fois chacune des fonctiofig définie, on s’inéresse la structure de la famille ainsi construite (dans
la decomposition en valeurs singaites, on a une base orthorn@enaussi dans le domaine de Radon);
ici ce n'est pas le cas de la famil{é’, ) ., comme nous allons I'expliquer ensuite.

Sysemes de écomposition dans le domaine de RadonOn se donne donc une famille orthonden
d’ondelettes permettant décomposer toute fonctiofi € L?(R?) sous la forme

f:Z<f7\Ij)\>\I/)\

A€A

et on choisit une famillg¢y, ) de fonctions éfinies sur le cylindre telles que pour toutl, = R,
de telle sorte que
VAEA, < [0\ >=< f,R¥¢y >=[Rf, )]

Chaque coefficient. f, U, > de la decomposition dg dans la base orthono&a (¥ ), du domaine
direct peut doné&tre obtenu par un produit scalaire avecaléBment;), du domaine de Radon. L'atout

de la cecomposition en valeurs singéites ésidait dans le fait que les atomes d’analyse dans le domaine
de Radon formaient aussi une base orthorgaet donc que les coefficieri f, ¢, ] apportaient une
reptesentation compte et sans redondance®¢. Ici, ce n’est pas le cas de la famillé, )., qui, telle
gu’'elle est @finie, n’a aucune raison@tre orthonorrae. Neanmoins, nous allons voir dans la suiteqqu’
défaut d’une base orthonoéms, on peuta l'aide de la famillg R ¥, ), disposer d'une base de Riesz de
I'espace des projections, que I'on sait cougleme autre base de Riesz, telles que les deux bases soient
biorthogonales.

En effet, si I'on considre la famille de fonction§R ¥ ),\ca définies sur le cylindres! x R, alors,
exploitant le caraétre orthonorrae de la famill§0 ), on a

VLX) €A, [ihy, RUN] =< R¥y, Ty >=< Ty, Ty >= Gy x

Les deux familles(RW) ) en €t (¥))rea SONt donc biorthogonales et formellement, en appliquant
'opérateurR dans la relation (3.30), on obtient

Rf =) < Rfix>RT,
A

On peut alors montrer que, convenablement nor@etisles famille§R ¥y ) ca €t (¥))rea coOnstituent
chacune une base de RieszK&S! x R). Pour cela, on calcule d’abord la norme de chacune des
fonctions«,. On se place ici dans le casi #ensembleA qui serta indexer la famille d’ondelettes
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du domaine direct est, comme c’est le cas avec les analysesésaoltitions 8parables, de la forme
A ={(j,k,e) € ZxR?x {1,2,3}}; on aainsi

V(i k,€) €A, Uik e(x) =270(2x — k) = Uyj 9y (%)
On peut alors faire appdtee trois fonctions rares, de la masare suivante :
1
YA €A, w/\(@,s) = ij,k,e(@; S) = EAR‘IJj,k,e(e’S)

On applique alors successivement (3.18) et (3.22), avec comme facteur de dilati@n’, et comme
vecteur de translatioh = 277k, et on obtient

VAEA, ¥\(O,s) = %2]’/\73%,076(9, 2s—k-O) (3.31)
soit
YA EA, PA(©,8) = 210 (0,2'5s —k-O)
ou on a nok v o . la fonction finie surS! x R par
1 1
Y0,0,6(©,5) = -ARV00,(O,5) = EAR\I/H(@, 5)
On peut alors calculer la norme de chacune des fonctigns- ;i . : pour toutA € Z x R? x

{1,2,3},

2 [e'e) 2 [e'e)
Al = jucel® = / / s (O, )2 dsdf) = / / 2% 0. (©,275 — k- ©)| dsdd

27 oo )
= / / 2 |00, (©,5) ‘2 ds'd = 27[|¢po 0 |
0 —00

et donc _
J
[l = 22{[b0,0,e]

On peut donc construire une premere famille de fonctions normaliges en posant

- 1
YA EA, uy =2 29y, Oy = TARY,
7

De meéme, en appliquant (3.18), on a
YA€ A, RUL(O,s) =RV, (O,5) = Ry¥d (25 — k- ©)

et
27 ') ) 9 27 e’} ) 9 )
||Rw|2:/ / RoWop(2is — k- O) dsdez/ / 279 [RyWo ()| ds'dd = 279 Ry Wl |
0 —00 0 —00

et donc _
_I. €
IR =272 Ry W]

On peut donc construire une seconde famille de fonctions normakes en posant

VAEA, vy = Q%R\I/)\
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Au passage, on peut noter que la relation de biorthogénatitre les famillegiy,) et (R¥)) est
conseree, puisque I'on a

YA X) € A% [uy, vy = [2 "3y, 2% R‘P,\'] — 2P [¢)\,R\I/X] — 2 2 5, A= O\
A ce stade, on dispose donc de deux famillefirdes sur le cylindr&! x R, (uy), et(vy)a, normali€es
et biorthogonales. On peut alors montrer que chacune d’elles est une base de Rig$7 deR)) : pour

cela, Donoho a recoutsdeux autres familles, que nous noterons dans la @uifg, et (wy ), définies
dans le domaine direct, que Meyer appelle dEguelettesPrécisons tout ceci.

Tout d’abord, on peut remarquer que, pour tout cogple\’) € A2,

2 +o0
[ux, ux] / / A(O, s)uy (0, s)dsdd =

2m 400
= / / (ARpYy)(w )(ARQ‘I//\/)( )dwdf (d’apres la proprete A.0.5)

it+i’ 2 +oo
272 / / ARgU(8) ARV v (s)dsdl

167T
1 ; 2 +o0 e e
= 1671'22J+ZJ/ / |Ww*RoW\ (W) RV y (w)dwdb
1 2 —+o00
= 8—2 / / |w|? \I’/\(w@)\li)\/ (wO)dwdl (d’aprés la propete 2.1.4)
s
2 1
= o [ BT Mdk = 2 [ (kR )) (k] () di
8 R2 47 R?2
1 = 1 N
= 87r < w)\,w)\, >= § < w)\,wx >
ou on a poé
1 j —~ ,
wy (x) = 2—%/ k|20, (k)™ *dk (3.32)
2T R2
De méme,
it +o00 2r p4o0 P
[ua, o] = 2 RoWUr(s)ReW(s) (RQ\II)\)(W)(RG\I’)\/)(LU)deG
0 —00
mo oo itd! 1~ —
= =27 U5 (wO) Wy (wO)dwdh = 4 2775 H\I!A(k)\llx(k)dk
R2
— 4ot (]k\‘f\lfﬁk)) <\k[‘§\I/X(k)) dk = A < wy Wy, >
R?2
= Ar <w,,wy, >
ou on a poé
1 ,
wy(x) = o 2/ K|~ % T (k)™ > dk (3.33)
s

On peut @sa ptesent remarquer que les famillgs ) et(w, ) sont biorthogonales; en effet
VL N) € A2, < wf,wy, >=< wi,wy, >= / k|20 (k)|k| 2T (K)dk =< Ty, T} >=0
R2

Donoho montre alors qu’on peut car@dser la structure des famillésy) et (w) ) ; pour cela, nous
admettrons ici, comme dans [30], l&sultats suivants :
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Lemme 3.3.1 (Ondelettes et multiplicateurs de Fourier[30])
Si ¥ : R? — R est une fonction a support compact, de classe C™ sur R?, avec M moments nuls®, alors,
pour tout réel o vérifiant o < M — 3, la fonction w : R?> — R. définie par

1 [ . .
w(x) = 27T/ U (k)|k|*ek>dk

vérifie les trois propriétés suivantes

1

3 2 < — .34
C’1>O|VX6R,|w(x)|_(1+|x‘3) (3.34)

(autrement dit la fonction w est bien localisée en espace) ;
/ w(x)dx =0 (3.35)

R2
(autrement dit la fonction w est oscillante) ;

30 > 0] V(x,y) € R, Jw(x) —w(y)| < Ca[x —y] (3.36)

(autrement dit on contrble la régularité de la fonction w : w est lipschitzienne (de constante de Lipschitz

C2)

Les proprétesénonées dans ce lemme conduisata notion deraguelette$73], au sens de laédinition
suivante :

Définition 3.3.1 (Vaguelettes [73, 30])
Soit w : R?> — R une fonction appartenant a LQ(R) vérifiant les propriétés (3.34),(3.35) et (3.36),
engendrant par dilatations et translations la famille (wjx) jcz xer2 définie par

w;k(x) = 27w(2'x — k)
On dit que la famille (wj k) jez ker2 est une famille de vaguelettes sur R?.

L'intérét que I'on aa mettre erevidence une famille de vaguelettes apfieaaec la prop@t suivante,
gue lI'on doita Y. Meyer [73].

Proposition 3.3.1 (Vaguelettes et stabilé [73, 30])
Si (wy)xen est une famille de vaguelettes, alors il existe une constante C' > 0 telle que

Y(en)rea € 12(2), 1Y axwall < Cli(ax)liyz)
AEA

A ce stade, Donoho explique que ces @iffnts esultats sont suffisants pour affirmer que les familles
(wy) et(w; ) apparues en (3.32) et (3.33) sont des vaguelettes dans le domaine direct : enfést, si
une ondelette de clas€é, avec 4 moments nuls, alors les fonctians etw— définies par

1
Cor

1

wt(x) S

/ k|20 (k)e**dk etw™ (x) / k|2 B (k)ek*dk
R2 R2

vérifient les hypothses du lemme (3.3.1).

'On dit qu'une ondelette 2DF a N moments nuls si pour tout couple,b) € N2 tels quea + b < N — 1,
/ U(x,y)z"y’dedy =0
R2
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De plus, la famille(w ) aété construite en posant

1 j 1~ .
wy (x) = 5277 /R €12 WA (€)e™s > de

mais ceci revienh écrire que

1 i — ) - .
W) = 527 /R €227 wld (279 g)e ™ kel g
1 . — r L et . .
= 37 / €2l (¢")e ke X g = 2Tt (2x — k)
™ R?2

ce qui signifie, au sens de l&fihition (3.3.1), que la famillewj) est une famille de vaguelettes.

De méme, la famille(w) ) aéte construite en posant
Wi = 528 [ e
A a 2 R?2 A

mais ceci reviena écrire que

1 — e
wjjk7€(x) = %2% /R2 |g|—%2—ﬂxy[e}(2—15)€—z2 TEkibx e

]. - - ) e . .
= 52 [T R — 2w (27 - K)
27T R?2

ce qui signifie, au sens de l&fihition (3.3.1), que la famill¢w, ) est une famille de vaguelettes.

Par congquent, en appliquant ensuite la proposition (3.3.1), on peut affirmer qu’il existe deux constantes
Cy etC_ telles que

V(ea)aea € 1a(Z), | axwi|l < Coll(an)lliyz et | D aawy || < C- (el 2z
\eA NeA

De plus, comme on I'a vu plus haut, les familles;”) et (w; ) sont biorthogonales. Ceci permeédtire

V(aaea € 12(2), < Y anwl, Y aywy, >=Y > axay <wi,wy >=>"a} = [[(a)|} g

A€A MNeA AEA N eEA A€A

Or, d'apes l'inégalié de Cauchy-Schwarz, on a aussi

V(aa)ren € 12(Z), |< Z awy, Z aywy, > < Z awi ] Z aAwy||
NeA NeA NeA NeA
< Cl(an) @l D cawd ||
NeA

On en @duit que

V(@aen € (Z), (@)@ < C-I1 Y axwy|
XEA

et on a donc I'encadrement

1
o el < | >l < Coll(@n) iy
N AEA
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De meéme, on peut prouver qu’on a
1 _
all(ax)llzz(m <1 aawy || < C-fl(ax)lliz)
AEA

On remarque enfin que

I Za)\w;HQ = < Za,\w;, Z oz,\/w;\r, >= Z Z aray < w;\r,w; >

AEA AEA NeA AEA N EA
= 47TZ ZOO\OZ/\’ < Uy, U >:47r||Za,\u>\||2
AEA N EA AEA

et, de néme, que
_ 1
1Y enwsll = 1Y axvll
AeA AEA
Finalement, en notadt = max (ﬁ&r, 2\/7?0,) , 0N obtient les encadrements suivants, céréstiques
des bases de Riesz : pour toute suite de coefficients.ca € l2(Z),

1 1
cl@n)llzz) < | > aauallz < Cli(an) iz et=lla)liee < | > axvallz < Cll(an) iz
A€A AEA

On aboutit finalemerd la proposition suivante :

Proposition 3.3.2 (Cecomposition en ondelettes-vaguelettes appligea la transformée de Radon [30])
On suppose que (V) est une famille d’ondelettes bidimensionnelles, avec au moins 4 moments nuls. On
pose

VA E A uy =2 SARY, etvy = 23R,

Alors ((ux)x, (va)a) forment un systeme de bases de Riesz biorthogonales, normées, et, pour toute fonc-
tion f € L?(R?), on peut écrire

F=> 20[RfupUy

AEA

et

Rf = [Rf uslvx

AEA

Nous pésentons en figure (3.14) une ondeléttquatre moments nuls (connue explicitement, et que
nous pésenterons plus eréthil en (4.2.2))a differente€chelles, en plagant en \dsvis le sinogramme
de la fonctionu assocdke (calcud via le domaine de Fourier en utilisant (3.31)) ; on voit que lorsque
I’ échelle devient fine, I'ondelette se concentre autour d’'un point dans le domaine direct, tandis que dans
le domaine de Radon, la fonctianse concentre autour d’'une sinice.

Application de la transformée en ondelettes-vaguelettes en tomographie : inversion de la trans-
formée de Radon en pesence de donges bruittes. Dans ce paragraphe, nous expliquonsyement,
et sans entrer dans lestdils, comment la transfo@e en ondelettes-vaguelettes pour la transéeroe
Radon est explai#te pour traiter des dogas bruiges.

Nous rappelons d’abord le€finitions des bruits blancs gaussiens discret et continu.
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theta theta

FiG. 3.14 — Pour une ondeletéequatre moments nuls, r&zentation d’'une ondelette dans le domaine
direct, et de la fonctiom assocke dans le domaine de Radon, pour &eselles de plus en plus fines (de
gauchea droite). On constate que quanédhelle devient plus fine, les ondelettes se concentrent autour
de points dans le domaine direct, tandis que les fonctions qui permettent d’analyser le sinogramme se
concentrent autour de sintides dans le domaine de Radon.

Soit e un signal del.2(R) ; on dit que le signat est unbruit blanc gaussien continu de niveau> 0
lorsque pour tout signaf € L?(R), le produit scalaire; =< f, ¢ > est une variable ahtoire suivant
la loi normaleN (0, o|| f||?) ; autrement dit,

VfeL’R), < f.e >> N(0,0|/fl]), E(<fe>)=0, et Var(< f,e>)=o|f|?

Soite = (¢;)ic7 uUn signal indeg par un ensemble discrét on dit quee est unbruit blanc gaussien
discret de niveau de bruit (ou de variance), lorsque les composantes deont des variables&atoires
centées, in@épendantes et identiquement distéba selon la loi normal&’ (0, o) :

Viel, E(g) =0
Vie I, Vjel, E(eej) =ad;; (en particulieni € I, Var(e;) = E(e}) = o)

Nous allons maintenant expliquer &kement pourquoi on chercledecomposer des signaux dans des
famillesorthonornéesdans des contextesia@es donées sont bruies : I'idee ck est qu’un bruit blanc
reste un bruit blanc quand il estcompogé dans une famille orthono#ém, ou, plus frciement, que les
coefficients dans une famille orthonogmd’un bruit blanc gaussien continu ont une structure de bruit
blanc gaussien discret : gmmatiquement, connaissant cette structure, éedite la forme que prend

le bruit une fois qu’il estéparti dans les coefficients, on pe@velopper des algorithmes pour l'isoler
puis I'eliminer au mieux ; et le fait que le bruit soiedompoé en composantes iagendantes autorise

a mettre en place des algorithmes dans lesquels on peut traiter chacun des coeffi@petsdathment
des autres.

Le fait qu’un bruit blanc continu donne un bruit blanc discre&spmecomposition dans une base ortho-
normeée se justifie ainsi : congédons une famille orthonor@e () ca de L2(R?), et un bruit blanc
gaussien contina de niveaw. e peutétre cecompog dans la familléy ) xca, Selon

€= <eda>

A€A



3.3. Inversion de la transformée de Radon bruige par méthodes multéchelles 177

Sil'on s’intéresse ensuitela famille des coefficients< ¢, 1) >)ca, On peut erifier qu’elle a la forme

un bruit blanc gaussien discret; en effet, péfinition d’un bruit blanc gaussien continu, chacun des
coefficients< ¢, > est une variable ahtoire qui suit la loi normald/(0, o||,||), qui, puisque la
famille (1)) xea €St nornée, est la loi normald/ (0, o).

Reste alors \€rifier que les variables@htoires < ¢, 1)\ >)\ca Sont dewa deux in@pendantes, c’est-
a-dire, puisque les variables sont gaussiennes, noalees: On reviend la cEfinition de la covariance
de deux variables ahtoires : pour toutes variablegatoiresX etY,

orior v & E((X — E(X))(Y — E(Y)))
ov(X,Y) = 5 (Var(X +Y) — Var(X) — Var(Y))
Orici
V(A N) € A?, E(< ey >< ey >) =E((< e,y > —E(< 6,95 >))(< &,¥n > —E(< €,y >)))

(car, par @finition du bruit blanc continug(< €, ¢, >) = E(< ¢,¢), >) = 0)
= Cov(< e,y >, < €19y >)

= % (Var(< €,9) > + < €,9y >) — Var(< €,1) >) — Var(< €,y >))

Par cefinition du bruit blanc continu, on a pour les deux derniers termes
Var(< €,1) >) = Var(< €,y >) =0
Pour le premier, on pecrire

Var(< e,y > 4+ < e,y >) = Var(< e,y + vy >) =o|n + %\’HQ
alloall? + ollvall® + 20 < ¢, a >
= 20+ 206, » (carlafamille(yy) ca est orthonorrae.)

Finalement,
g
E(< ey ><ey >) = 5 (24 26\ —2) =

ce qui montre le dernier item permettant deifier que la suite des coefficients ¢, ) >)xca €st un
bruit blanc gaussien discret.

Un bruit blanc @compoé dans une base orthondrereste donc un bruit blanc. Nous allons maintenant
expliquer brevement comment cette propié est exploite dans des algorithmes delduitage.

On pourra se reportex I'état de I'art dress par Antoniadis et al [3] pour avoir une revuetaillée des
techniques deé&bruitage utilisant des ondelettes. Ici, nous nous contenterons de dire que les algorithmes
de cebruitage dans des bases orthoneemd’ondelettes ont d’aboé&g congus pour les pradinesdi-

rects c’'esta-dire les prol#mes dans lesquels c’est la fonction que I'on chegheconstruire qui est
corrompue par du bruit. Les preénes stragies linéaires consisteng calculer une transforee en on-
delettes du signal brut eta ne conserver que Ids plus grands coefficients d'ondeleti®, ayantéte

fixéa I'avance, puis effectuer une transfor®e en ondelette inverse ; comme alternadives dermires,

des algorithmeson linéairesde seuillage onéte developps ; on pourrait enésumer groserement le
principe de la mar@re suivante : connaissant le fait que les coefficients ont une structure de bruit blanc
gaussien dont on conitde niveau, on peut fixer un sedil, de telle sorte que les coefficients non nuls

du fait uniguement de la psence du bruit aient une grande probabilietre en dessous de
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Les probémesindirects sont des prol@mes dans lesquels le bruit n'affecte pl®ctementa fonc-
tion que I'on cherché reconstruire, mais une transfa@ende celle-ci (ici les mesures radiographiques,
c’esta-dire la transforree de Radon). Dans la transf@enen ondelettes-vaguelettes, la transé@de
Radon est dcompoée dans une famille qui n’est pas orthonéamet les composantes du bruit ainsi
decompoées ne sont pas des variablesépendantes ; en effed, la difference du cas orthonoanon
peutécrire ici :

V(A N) € A% E(< e,uy >< e,uy >) = E((< e,uy > —B(< e,up >))(< e,uy > —E(< ¢, uy >)))
= Cov(< e, uy >, < €,uy >)
1
= 3 (Var(< e,up > + < €,uy >) — Var(< €,uy >) — Var(< €, uy >))

I

1
= 5 (lux +un[* = fluall® = flux[?)

= <u,\,u')\>

C’est le caracire quasi-orthonorré des bases de Riegz) ), et (vy)x qui autorisea consi@rer les

(< z,uy >) comme quasi-inépendantes, de telle sorte que I'on peut mettre en place une technique de
seuillage des coefficients similaigecelle que I'on aurait mise en place si le piabke avait€ direct,

avec comme seule défence le fait que la valeur du seuil appkoaux coefficients@end de Bchelle ;

la preuve de ceésultat fait I'objet d’'uneétude @taillee dans [30], 0 il est monté que le risque de
I'estimateur ainsi construit eéguivalent au risque de I'estimateur que I'on aurait construit si la fonction
avaitéte directement bruste.

Impl émentation de la transformée en ondelettes-vaguelettesUne mise en oeuvre de la transfdren
en ondelettes-vaguelettes pour l'inversion de la trandgferde Radon est propgeespar Kolaczyk dans sa
thése [55] puis dans l'article [56].

L'ondelette¥ choisie est une ondelette de Meyer 2D (constraipartir de I'ondelette 1D pisenge dans
I'exemple 3.1.2), qui est une ondeletéele ; elle engendre une base orthoneenl', ), deL?(R?) (a
partir d'une analyse mulésolution).

On notef la fonctiona reconstruire ; on cherche aiasieconstituer la famille de coefficierits f, ¥y >),
a partir de la transforge de RadofR f. Kolaczyk constate alors que I'on pedrire que

<fU> = <fU>=[ fe)U(E)de

R2

1 ——— -
= # 1 by .
Word RERF(€)|€]U(€)de (d'apres le corollaire (2.1.2)

1 e .
= # — ¢
Ner- /R2R RF(€)|E[F(—€)de (carT est gelle)

et, plus @réralement, pour 'ondeletté; ;, : x — 27 (2/x — k), avec

Ta(6) = iz Ieng (5)

27 27
ona
-iex g (&
<AV = s [ RFRAOIET-0ds = o [ RFRFOIle? o (-5 ) ae

_ \/;51 <R#Rf(£)|€|21j‘i’ (—f)) (;{)
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et plus peci€ment, avec la normalisation adepé la transforrée en ondelettes-vaguelettes, on calcule

J j — . k
RS tjsee =272 < W50 >= 2—2\@51 <R#Rf(§)]§|21j\1/ <_25j>> <2j>

Cette formule est similaira la formule d’inversion de la transfoéa de Radom laquelle nous avons

fait allusion dans le chapitre 2, au paragraphe (2.2.3) : on a vu que I'on peut reconstruire une fonc-
tion f en retroprojetant sa transfo@e de Radon, puis en filtrant, par un filtrage 2D @suitat obtenu,

avant de calculey par transforrge de Fourier 2D inverse; ici, Kolaczyk obtient les coefficients de la
decomposition en ondelettes en modifiagtdipe centrale : le filtre 2D est moéifpar I'ondelette utilige.

L'algorithme qu'il applique est le suivant :
1. Mesure de la transforee de RadofR [ ;

2. Retroprojection de la transfo@e de Radon sur une grille déstenne R#*Rf (algorithme vu
pour la Etroprojection filtee) ;

3. Calcul de la transforée de Fourier dR*R f par transforrée de Fourier rapide ;

4. Multiplication deR/#Ef (échantillon®@ sur une grille@guliereG) par la fonctiort — || (calcuke
sur cette rdme grille) ;

5. Pour chaquéchellej

(a) Calcul sur la grilleg des valeurs de — 2%\1/ <—2€> :

(b) Multiplication termea terme des grilles obtenues en (4) et (5a) ;

(c) Calcul de la grille des coefficients d’ondeleétd’échelle;j par FFT2 inverse des valeurs
obtenues en (5b).

Nous pouvons noter que l'algorithme ainsi proposst un algorithme global : il ne segpe pas au
traitement de dores locales.

3.3.2 Transformée en vaguelettes-ondelettes

Nous mentionnons &s brevement une transfoi@e propogée comme alternativa la transforrée en
ondelettes-vaguelettes par Abramovich et Silverman dans [1], poésddution de pro@mes inverses
en pésence de do@es bruiées. A la diference de la transfo@e en ondelettes-vaguelettes, son appli-
cation sggcifiquea la transfornde de Radon n’est pas expl@#, mais nous la psentons bévement ici
dans ce cas particulier.

Dans la transfori@e en vaguelettes-ondelettes, on fixe une base orthé@eadandelettes 2B. Ainsi :
— a la difference de la transfoi@e en ondelettes-vaguelettes, c’est dans le domaine de Radon que
I'on fixe une famille de fonctions d’analyse ;
— aladifference des approches dites de tygisaprojection filtee cevelopgee dans la partie pedente,
on n'appligue plus une famille d’ondelettes 1D “tertngrme’a la famille de projections 1D, mais
une famille d’'ondelettes bidimensionnelles, qui se concentrent donc chacune autour d’un point du
sinogramme aux fineichelles.

On choisit une base orthonoé® d’ondelettesyy ), définies sur le cylindr&! x R, telle que I'ondelette-
mere appartienn@Im(R) : pour touth € A, il existe doncV, définie sur le domaine direct telle que
P =RV,

2pour la transforrée de Radon, un exemple d’une telle base est peopas Donoho dans [31], pour la construction des
ridgelets orthonorréesdéfinies sur le cylindr&® x R. Nous y reviendrons au paragraphe suivant.
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Si I'on note f une fonctiona reconstruire, alors sa transfd@rende Radofk f peut se dcomposer dans
la base orthonorge (), :
Vi, RE=D_ < Rf x>y
AEA

et formellement, en appliquant I'épateur inverse de la transfoes de Radon, on peut reconstruire la
fonction f enécrivant :

=Y <Rfwr>R 7y =Y <Rf > R¥AY,

A€A A€A

On peut alors montrer, de mané analoguex ce qui aéte fait pour la transforie en ondelettes-
vaguelettes, qu'il existe une normalisation aéapéchelle paechelle, de la famillé R Ay, pour

gue celle-ci forme une base de Riesz dans le domaine direct. Cette normalisation permet ensuite de
mettre en place un algorithme deltuitage par seuillage de coefficients, comme pour la trangf®man
ondelettes-vaguelettes.

Sous lI'impulsion de la transforee en ondelettes-vaguelettes, d'autres modeédandposition des fonc-
tions deR? construits eux-aussi en liggtroit avec le domaine de Radon ont vu le jour, miatipar
I'envie de proposer des sgshes de dcomposition encore mieux adapt la description de certaines
fonctions : les fonctionségulieres, sauf le long de certaines courbes; une pgrenfamille a ainséte
propo®e : lesridgelets destireesa la repésentation des fonctionsgmentant des singulgd lirgaires,
puis lescurvelets qui, elles, sont destées aux fonctions psentant des singulai le long de courbes
régulieres (typiquement des fonctions de clag$sauf au travers de courbes ellegmes de classe?).
Nous allons les @senter b@vement, en nous focalisant sur la nearidont le passage dans le domaine
de Radon &t exploi€ pour leur construction. Nous verrons en outre que, pour les curvelets, des appli-
cations en tomographie existent dans l&tdture. Enfin, nous citerons un autre type @eanposition,

la decomposition en bandelets, pour laquelle des applications en tomographézemmmengéte pro-
poses.

Toutes ces @compositions ont un&hominateur commun : vouloir tirer paétila fois des principes de
I'analyse multiesolution et de la “gonetrie” des images [18].

3.3.3 Latransformée en ridgelets et ses liens avec la transfoée de Radon

La transfornée en ridgelets continueé&é propogea la fin des anies 90 par Cars et Donoho [14],
motivés par l'icee suivante : I'image d’une droite du domaine direct est un point dans le domaine de
Radon, et, dicea des ésultats d’analyse micro-locale, on sait que s'il y a une singél&itong d'une
droite dans le domaine direct, il y a aussi une singu@ait voisinage du pointimage dans le sinogramme.
Or les ondelettes sont des outils efficaces pouraésgter des singulags ponctuelles : en associant

une famille d’ondelettes 1D la famille de fonctions 2Bds, on peut donc esger construire ici un mode

de repesentation efficace des signaux du domaine diréxtgumtant des singulad le long de droites.

La transforn@e en ridgelets est de fait une transféemapplicable aux fonctions du domaine direct, dans
laquelle chaque coefficient peétre calcugé dans le domaine de Radon. C’est sous cet angle que nous
allons la pésenter.

Définition et Construction de frames de ridgelets Uneridgelet est par éfinition une fonction
définie surR? par

U(x) =1 (x1) ol estune ondelette unidimensionnekelie
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Par dilatation, translation et rotation, on engendre la famille

Vopo(x) =ta(x-© —b) = \}5 (Xgab)

a partir de laquelle on peut calculer les coefficients de ridgelefmis par

1 Xx-0-0>
RYf(a,b,0) =<V, 0, f >= — - )d 3.37
Fa.0.0) =< Vapont >= = [ 160w (F20) ax 337
Avec la terminologie utilige en tomographie, on peut aussfidir une ridgeler comme la etroprojeée
d’une ondelette) selon une direction doe :

\I/@(X) = R#w(x)7 et \I]a,b,(-)(x) = R#wa,b(x)

Ainsi définie, la fonction¥ est constante le long de chacune des droites du plararédas(ridgesen

anglais), déquationDy s : x - ® = s. Dans la direction orthogonale, chaque section d’un faisceau de
droites de direction dorae ® est uneondelettg(wavele] : 'ondelettey : la fonction ¥ ainsi construite

a éte bapti€eridgelet On construit ensuite par dilatations, translations et rotations - comme pour une
transfornée en ondelettes directionnelle - la fami(, 1, e ). b ©. Aux échelles fines, les ridgelets se
concentrent le long des droites pour toutes les orientations et positions possibles (alors que les ondelettes
directionnelles se concentrent autour de points).

Lien avec la transformée de Radon : Sil'on voit une ridgelet comme l&troprojeée d’'une ondelette
1D, alors on peutéécrire la @finition (3.37) de la magre suivante :

R'\Ilf(a7 b70) = < \Ija,b,@7 f >=< R#wa,by f >
< Yap, Rof >=Rof * (ta), (b) (3.38)

Proposition 3.3.3 (Inversion et stabili€e de la transformée en ridgelets continue)
Soit vy une ondelette réelle 1D admissible, c’est-a-dire telle que

:

dw < +00

O<C¢—27r/ ¥)

R w

et U Ia fonction définie par ¥ = R#1) ; pour tout triplet (a,b, ®) tel que a > 0,b € R et ® € S, on
note

RY f(a,0,0) =< Vope, f >= ;a /R ) <x(:)1—b> o

Alors la transformée en ridgelets continue peut étre inversée selon

) ) B 1 /277/00 /oo v @
Vfe L' NL*R), f(x) = wCy Jo | o R f(a,b,@)\Ifa,b,g(x)asddeppx

et la conservation de I’énergie est vérifiée :

2 . 1 /QW/OO /oo v 2@
/beeR2|f(x)| dx_47er ! IRY f(a,b,0)] g dbdf

Preuve . On s’interesse la quantié

+o0o
/ RY f(a,b,0)V,40(x)db

—00
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Or, comme on I'a dit plus haut, €h38

RY f(a,b,0) =< Rof,vap >= Rof * (a), (b)
On adonc

+o0 +o0
/ RY f(a,0,0)V,40(x)db = Rof * (Va), (b)ha(x - © — b)db

: — Rof # (), * vu(x - ©)

On calcule alors la transforme de Fourier de cette deéné fonction

F(Rof * (Wa)y %) (@) = V20F (Rgf # (tha)o) ()ih(aw)

= 27Ro f (@) (V) (W)P(aw)

— V2raf(w®) |d(aw)[? (en appliquant le tome de coupe-projection 2.1.4)
Donc

da

f(Ref x (), * ba) (0)E“*Odu ‘f‘da

/:“/m
I

27 +oo +oo .
/ / a m F(wO) |9 (aw)|2e*©dw dﬁda

= W
27 +o00 +oo d N -
_ 27T/O /_OO </0 |¢(aw)|2a§> F(w®)e*© duwds

Or, w étant fixe, on a, siv > 0

oo oda dmaw [T pwPd) AP Cy ¢
2— :aw 2 ey 7: i
| br = [ e [ e — Gt~ eics gt

et, siw < 0,
+oo da = 0o w2d\ +o0o ‘w( )|
20a —aw 2 - _ LA NRANIRY Y
/0 9(aw) s / WP = /0 A

+oo 9 .
= —w/ \wglz)l d\ (cary est eelle)= ‘wﬁ — ||
0

Cy
2

et donc

400 2 +o00
/ Rq’fm,b?ewa,be()dbfde— /0 [ Ros (), < vl @)

da

do

27 +o0o +o00 da 2w +o0o C"/} N .
/ / / RY f(a,b,0) Wy () db 2 = 2 / / G (@) e ®dudp
0 0 —00 T a 0 oo 2m

™ +oo R )
= 2C w|f(w®)e“*®dwdl = AnCy f(x
Y 0 Y

Pour la conservation dedhergie

/%/ / R 7 ”\mdbd@—/%/ / [Rof * (), () db

- /%/ / \F (Rof * (tha),) (w) !dde_/%/ / 27r‘7€gf ‘ aw)r

21 2
— 2t / / ‘Rgf ‘|w!dwd9—2w0¢,/ / w@’ lw|dwdd
T

47TC1/,/0 /_OO ‘f(w@)‘ (wldwdd = 47C, /R F)dk = 4xCill fI

dw@dH
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Candes a mon# gu'il est possible de disetiser la transfori@e continue en ridgelets avec des frames
[14]; dans la fouke, Donoho a morérque, quittea modifier Egerement la construction des ridgelets,

il est possible de construire des bases orthogesrde fonctions bien adégsa la repésentation de
singularigés rectilignes dans le domaine direct. Cette construction se fait aussi via le domaine de Radon.
Nous en donnons legéments principaux dans la suite.

Les ridgelets deuxeme gnération [31]

On construit une base orthoncemdu cylindreS! x R vérifiant la @riodisation de la transforae de
Radon, par produit tensoriel de deux bases d’ondelettes (varialeeg) : (1)) telle que, pour tout
(57 9)! W)\(g +m, 75) = W)\(9+7 5)'

On construit ensuite une base orthonéendel.?(R?) en “rapatriant” la base orthonoge du cylindre
dans le domaine direct. Pour cela, on utilise éagteur deé&troprojection, mais pour avoir une isétrie,
on le fait peceder de l'ograteurA™ tel queﬁ(w) = w!/2. Ainsi, on construit, dans le domaine de
Radon

T = (A+ ® I) W

puis

Il = |
=k
el

— s [ [ 1W(s) 2 dsdt = | W
0 R

pr=R¥,

2
R#T)\(X)‘ dX:/
R?2
2

|w|dwdf d’apres le corollaire (2.1.1), en utilisant la pé&rider,.

—_— 2 ™ —_— 2
R#T)\(k)‘ dk:/ / "R#T)\(w@)‘ lw|dwd
0 R

2\/%(/7'}‘)0’(‘0)

—_— 1 2
Wao(w)lw|2 \w]dwd9:87r/ /’(Wx)e(w)’ dwdf
|w] 0 IR

etainsi on d|Wy|| = ||pal|-

On montre alors que la familig, ) ainsi construite est une base orthonéendeL.?(R?), et du coup, on
a la cecomposition suivante :

VIEL2R), f=)Y <fim>p=) <[ REn>p=) <Rfm>p
A A A
=> < (AT QI)Rf, Wy > pa
A

et
Rf = Z< RS, T\ > 0) avecoy = Rp
)\

3.3.4 Analyse en curvelets

La decomposition en curvelets, progespar Cangs et al. avec deux vagues de travaux successifs (deux
gérerations de curvelets [16, 15, 17]), est ugeamposition de I'espace direct dans la construction de la-
quelle la transforree de Radon joue, aussi, Wie essentiel : elle est construite de n@aaisimilairea la
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transforneée en ondelettes-vaguelettes appigau cas particulier de la transf@ende Radon. La moti-
vation de ses conceptew@ient la suivante : fournir un mode decmposition des fonctions dé(R?)
efficace pour re@senter des fonctionggulieres sauf au travers de courbes ellésyma egulieres (@
la regularie est, typiqguement, I'appartenance respeditespace des fonctions de clagddR?) et
C%(R).

Ainsi, une transforrae en curvelets permet deabmposer une fonctiofide L2(R?) sous la forme

F=Y <fm>n
A

ou, par rapport la transforrée en ondelettes-vaguelettes, la familig), n’est plus une base ortho-
normée d’ondelettes, mais un frard&oit, c'esta-dire tel que

VAEA, Il =1 et [flfz=> [ <fom> P
A

les fonctions(y,) pos€dant, outre des protes de localisation en un point &tune certainéchelle,
unedirection avec une loi de dilatation @thelle erechelle ditegparabolique: le ratio longueur-largeur
augmente au fil deéchelles, c’esi-dire le support degléments s’affine au fil degchelles, et plus
précigment, quandi I'échellej, la longueur est divise par2/, la largeur est divise par?/ (alors que
pour les ondelettes, le facteur est |émme dans chacune des directions). Dans la éeuxigerération de
curvelets, cette construction est aggudans I'espace de Fourier 2Bocdmpoé en couronnes puis en
secteurs angulaires de taille adsmtchacumtant ensuite muni d’'une base locale de fonctions.

Par ailleurs, comme dans la transf@enen ondelettes vaguelettes, on construit simaitemt deux
familles de I'espace de Radon [16] : la famille, ) , telle que

1
YAEAN, v\ = —R*uy
K

de telle sorte que

VAeA, < fiy>=—[Rf,ul

1
K[
et la famille(v, ), telle que

Ve A, Ry = KUy

Pour tout), «, est une constante de normalisation, choisie telle que les deux familles soiel@easorm

A la difference de la tranforée en ondelettes-vaguelettes, ces deux familles ne sont pas biorthogonales,
mais forment @anmoins chacun des frames dans I'espace de Radon.

En lien avec lesésultatsenon@&s pour I'analyse micro-locale, les fonctiofxs,) sontégalement lo-
calistes en un point et dans une direction dans I'espace de Radon : comme I'expliquss Cand

[15, 16], et conforrement aux &sultats d’analyse micro-locale que nous avons réspali chapitre 2,

si I'on considere une curvelety, localige au poinikg du domaine direct, et dont le support est alleng
dans la direction orthogonat®, c’esta-dire aligré selon la droite @quationx - ¢ = xq - O¢, alors

dans le domaine de Radon, la fonctionest locali€e au point de coordoBrs(d, s) = (0y, %o - O¢) €t

est dirigee selon le vecteyi, xq - Of ), C’'esta-dire selon une droite dont la pente egalea

70 = arctan(xg - @)

Les coefficients aukchelles fines dans le domaine de Radon permettent de reconstruire des bords dans
le domaine direct.
Candbs explique que la transfofa en curvelets pedtre utili€e pour les pro@imes de tomographie
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angle limié.

En piesence de domes bruiges, un algorithme de seuillage démme type que celui de la transfozmen
ondelettes-vagueletteste proposg ; il permet de faire une reconstruction dans laquellédailarisation
de l'image interente aux algorithmes detloruitage traditionnels est adapta la pésence de bords
(“edge-preserving image reconstruction”).

3.3.5 Bandelettes

Nous nous contentons enfin de citer une autre familleég@mhposition des fonctions du domaine direct

pour laquelle des applicatiomsla transforrde de Radon onEcemmenété propoges : les bandelettes.
Initialement @velopgees par E. Le Pennec et S. Mallat [63], elles ont fait I'objet de travaux pour I'inver-

sion de la transforge de Rado@ partir de don@es bruiges (tkeses de C.Dossal et G. PeyB2, 80]).

Les algorithmes qui sont mis en place sont ifspides techniques délfuitage pour la transfor@e en
ondelettes-vaguelettes, et permettent, comme les curvelets, de prendre en compte dans la reconstruction
la préesence de bords dans des images par aill@grdiéres.

3.4 Récapitulatif

Nous terminons ce chapitre en rassemblant dans@martableau les principaux types de relation entre
la transfornée de Radon et la transfoem en ondelettes que nous avéwsqles. Ce tableau figure en
page suivante.

Bien gua notre connaissance, aucune “passerelle” ne soit explicitement faite darerddulit, il nous
semble que I'on peut trouver des liens entre les approches dedyppnojection filtée et les approches
avec vaguelettes, ridgelets, curvelets,... :

— les fonctions que I'on manipule quand on fixe une ondelette admissible 2D ¢deeixas dans le
tableau) sonta une constante de normalisatioegrles ndmes que celles qui sont construites dans
la transforn@e en ondelettes-vaguelettes ; la&liffnce entre les deux approclaeant que dans le
deuxime cas, on s'iressea la structure de la famille 2D &e dans le sinogramme, alors que
dans le premier, on s'iatesse& la structure 1D des fonctions qui analysent chaque projection.

— les coefficients qui sont reconstruits dans le domaine 2Bsagoroir fiXe une ondelette 1D &ne
et 42me cas dans le tableau) peuvetie vus comme des aggats (sur toutes les directiofisde
coefficients de ridgelets.
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Chapitre 4

Une nouvelle approche de l'inversion
locale de la transformee de Radon par
ondelettes

Nous avons receisdans le chapitre predent diferentes rathodes d'inversion de la transfoem de
Radon s’appuyant sur degebmpositions en ondelettes. Toutes ont en commun de s’appuyer sur deux
décompositions : une&tomposition de la transfoé® de Radon calceé par rappord une prengre
famille de fonctions, et unesttomposition de la fonction 2D par rappantine autre famille de fonctions.
Dans ce chapitre, nous allons proposer une auéthaode d'inversion de la transfoam de Radon uti-
lisant des écompositions en ondelettes. Elle s’appuie sur des travaoritfues eali®s par M. Hol-
schneider [49], quia notre connaissance, n’'ont jusqu’alors fait I'objet d’aucune mise en pratique. En
particulier, nous allons montrer qu’ils sedpent tes biena I'exploitation de donees locales : nous pro-
posons ainsi une nouvellegthode locale d’inversion de la transfdrende Radon.

L'id ée qui guide ces travaux est la suivante : la transéerde Radon d’une fonctighpeut aussetre vue

comme undransfornée en ondelettestgéralisée bidimensionnelle, 0 la fonction d’analyse de base,
c’est-a-dire lafonction nere, n’est plus une ondelette, mais une distribution ; par dilatation, translation,
rotation, celle-ci peut, comme une ondelette classique, engendrer une famille de fonctions analysantes,
qui, appligeesa un signal, fournissent des coefficients d’analyse qui ne sont autres que les valeurs de
la transfornie de Radon. Les valeurs de la transfeendle Radon sont ainsi integpablesdirectement

sans calcul supgimentaire comme des coefficients en ondelettes 2D, et I'on peut alors, choisissant une
ondelette de reconstruction admissible, reconstruire alors la fonction initiale par une simple traasform
inverse en ondelettes 2D.

Dans ce qui suit, nous exposons d’abord les modifications qui permetétandie le formalisme de
la transforn@e en ondelettes aux distributions. Ce cadéotiyueétant po&, nous pesentons la for-

mule d’inversion globale de la transfoem de Radon, propés par Holschneider, qui erecoule. Nous

montrons ensuite comment cette formule pitoe utilie pour traiter des doBes locales.

4.1 Extension de la transfornee en ondelettes directionnelle aux distribu-
tions, et formules de reconstructions assoees

4.1.1 Extension de la transforn@e en ondelettes

La famille de fonctions analysantes est construite, pour une transfoem ondelettes classiques (cf.
paragraphe 3.1.1.2% partir de translations, dilatations, rotations app#iega la fonction nére. Afin
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de choisir comme “fonction” mre une distribution, nous rappelons d’abord comment ces trois types
d’opérateurs peuvetdtre prolon@s aux distributions.

Opérateur de translation Ty, b € R? :

Cas egulier : sig est une fonction appartenans (R?), Ty,g est la fonction éfinie par

Thg(x) = g(x — b)
On a alors

Vo € S(R?), < Thyg, ¢ >= /R2 g(x — b)p(x)dx = /R2 9¥)e(y + b)dy =< g, T_pp >

Onétend cette éfinition aux distributions en posant :
Vg € S'(R?), Vo € S(R?), < Thyg, ¢ >=< g, T_pp >

Opérateur de dilatation D, a > 0:
Cas egulier : sig est une fonction appartenans(R?), Ty, g est la fonction éfinie par
Dag(x) = L <§)
a a
On a alors
X

1 7=y
Vo € S(R?), < Dyg, ¢ >= / —g (*)@(X)dx = / g(y)ap(ay)dy =< g,Dip >
R?2 a a R?2 a

On étend cette éfinition aux distributions en posant :
Vg € S'(R?), Vo € S(R?), < Dyg, ¢ >=< g, D1¢p >

Opérateur de rotation Ry, 0 € [0, 27| :
Cas egulier : sig est une fonction appartenans (R?), Ryg est la fonction éfinie par

Rog(x) = g (r-p(x))
ol pour toutd € [0, 27|, rg désigne la rotation d’angleé surR?2.
On a alors

Ve € SR, < Ragup>= | GG atletax= [ 35 (uly)) dy =< o.Ronp >
On étend cette @finition aux distributions en posant :
Vg € S'(R?), Vo € S(R?), < Rgg, ¢ >=< g,R_gp >

Transformée en ondelettes@néralisée :

Dans cette partief désigne le signak analyser. On suppose gfi@ppartien S(R?).

Dans le cas @ g est une ondelette appartena@galemena S(R?), la transfornge en ondelettes direc-
tionnelle def par rapport g est cfinie par :

ng(aabae) = < TbDaRG'gvf >L2(R2)

/Rz 2 <T“’ (X;b» f(x)dX:a/Rzg(u)f(ar@u+b) du

= < g, R ¢D1T pf >12(R2)

ce qui permet dcrire que

W, f(a,b,8)

On étend cette @finition a 'espaceS’(R?) des distributions ten@ées, en posant, pogre S’(R?), et
a,b, 0 donrés :

Vf € S(RQ),ng(a, b70) =< TbDaR9g7 f >=<9, R79DlT7bf > (41)

eton al',D,Reg € S'(R?).
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4.1.2 Extension de la formule de reconstruction continue et de la condition d’admissibi-
lite assode

Théoreme 4.1.1 (Inversion de la transfornee en ondelettes@néralisée [49])

Soit g € S'(R?), et h € S(R?), telles que g et h vérifient g, * h € L'(R?). On pose

go * h(K)
= = _—~ ~dk
Con /R kP

Alors, si Cy, < oo et siCyp # 0, tout signal f € S(R?) peut étre reconstruit selon la formule

F(x) ! /+OO /27r W, f(a, b, 0)DaRoh(x — b)dbd ™
X) = a a X — —
271'09’}1 0 0 R?2 g T 0 a3

autrement dit g et h forment une paire d’ondelettes généralisées admissibles, g intervenant dans I’analyse,
et h intervenant dans la synthése.

Preuve . Nous Eécrivons la preuve de ceéb®eme en nous appuyant sur le formalisme des distribu-
tions.

Rappelons d’abord que poyrc S(R?), G € S'(R?), ¢ * G est la fonctionx — ¢ * G(x) =<
T_xG, ps >, €ty * G est une distribution tengée.

La transfornge en ondelettes directionnef¢endue aux distributions temges sécrit, pour
feSR?),ge SR,
ng(aa b7 90) =< TbDaRc997 f > = fU * DaRﬁg(_b)
= [ (DaRgg), (b) = f * DaRygo (b)
D,Ryg, appartientS'(R?), donc pour touff € S(R?), W, f(a, ., 0) appartiena S’ (R?).
Soit alors une ondelette appartenanh S(R?), destirgea jouer le dle d’ondelette de recons-

truction compatible avec I'ondelette singaré d’analysg. x € R? étant fixe, on s'inéressex
I'expression suivante :

ng(aa ba G)TbDaRQh(X)db = ng(av ) 9) * (DaRQh) (X)
beR?

On obtient un produit de convolution entre une distribution tere et une fonction de I'espace
S(R?) : on en eduit que cette convolution est biekfhie et queW, f(a, .,0) x D,Rgh est
elle-méme une distribution tenggee. Dans la suite, on notg g = W, f(a, ., 6) * DoRyh.

Puisquey, ¢ est une distribution tengée, on peut calculer sa transfa@ende Fourier au sens des
distributions, et puisque qu’elle est du tygex S, on a

Tai = 27W, [ (a, . 0)DaRgh
puis, comméV, f(a, ., ¢) = f * DqaRygo €St elle-n@me une distribution de typ#' + S, on a
Fas = 47* (fDaRags ) DaRoh

puis, par associativetet en reconnaissant la transf@ende Fourier d’'une nouvelle convolution
de typeS’ * S, on obtient enfin

Yoo = 27 f (DaRogo * DaRoh)
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On peut alors simplifier la derdiie expression obtenue, en remarquant que
DaRegcr * DaRHh(X) =< T*XDaRegcn DaROhU >=< DaR9907 TxDaRQhU >=<do, R—GDlTxDaRGhU >
avec, pour la fonctior,

vu € R RgD1TxDaRoho(w) = Ry (D1TxDaRoho ) (w) = (D1TxDaRoh, ) (rgu)
= aTxD4Rohs (arg(u)) = aDRghs (arg(u) — x)
he

~ by (19 (are(u)—x)) =hg (w14 (7))

= Tr_g(g)ho-(u)
et donc
¥x € R?, DaRogo * DaRoh(x) = <go. T, (x)ho >=<T_,_ (x)90,ho >
X
= goxh (1= (2)) = aDuRo (g5  h) (x)

donc

o —

(DaRogs * DaRoh) = a(DeRy (go * 1))
Or, pour toute distribution tengreeG,

—

Yo € S(R?), < D,ReG, 9> = <D,RyG,p>=<G,R_4D1§ >=< G, (R_gDuy) >
= < G,R_¢Dgp >=<RyD.G, ¢ >

c’est-a-dire qud)ff{?G = RyD. G, et donc, pour la distribution terggee, g, * h,

o —

(DaRo (g0 * 1)) = RoD1 (g0 % )
Finalement,
Yoo = 2maf ReDi(gy * h) (4.2)

On suppose alors qug * h est une fonction iréigrable suR? ; dans ces conditions, sa trans-
formée de Fourier estédinie au sens des fonctions Bé(R?), et on peugcrire :

+oo 27 e da +o0o 2T P da
aRyD1 (g5 x b)) (k)d0— = / / a%(go * h) (ar_gk) dd—
L[ (arapy o)) goyan [ e gt a0

u=ar_gk — du
= = o h _—
Jon GG

Reprenant (4.2), on a alors

+o00 2 d .
/ / mdeai; = 27Cynf
0 0

ou on a poé
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Par congquent, siC 5, est non nul et fini, on obtient la formule de reconstruction suivante : La
formule de reconstruction erédoule :

+oo 2T 0 +oo 2 Hda

fo = 2WCM/ | w0 = ot [ [T Wasta, )« DaRaGode
+o0 21 da
- D, _ aa

- Cg,h / / [ Wi (ab.0)D Roh(x — b dbas -

Avec le esultat pecadent, nous disposons d’'une formule d’inversion valable au sens des distributions.
Nous allons voir dans la suite que I'on peuégiser le type de convergence.

Théoreme 4.1.2 (Convergence - Formule de reconstruction[49])
Soit f € LP(R?), 1 < p < oc. On suppose que (g, h) sont tels que g, * h € L'(R?), ot

g * (k)
= ———2dk
Cg,h /R2 ‘k’Q dk < o0
On note alors .
Vr >0, Fyu(r) = 7"2/ h * g-(u)du

[u|<r

et on suppose que r +— 1Fy 5 (r) € LY(RT) et que

oo
/ rFy p(r)dr < 400
0

Poure > 0, p > 0, on définit

p 2w d
Fop(x) = / / W, f(a,b,0)DeRoh(x — b)dbd@—a
’ 27TC197h R2
Alors, dans LP(R?), on a
+oo 2w da
f(x) = / / W, f(a,b,0)DeRoh(x — b)dbd@—
27TCg,h R2

au sens ol

|f — fepllLre 0—_>+>0 pourl <p < oo

Si de plus f est bornée, alors f. , converge ponctuellement vers f en tout point oll f est continue.

Preuve . Cette preuve s’inspire largement de la preéudte par Holschneider, dont nous avons ex-
plicité certains passages.

Onécrit d’abord que pour tom{s

1
27C4g 1

p);
feo(x) = // / f( bODRh(—)dbdG@
o\ %)= 27rC'gh g/ 4 ohx a’
- / / / ( * DaRogy) (b)DaRoh(x — b)dbdg 2
= 27T0gh aggo allg a3
1 da
= 27rC'gh / / *D Rggg) *D Rgh( )deﬁ
1 da
— 27TCgh/ / * (DaRogs * DaRoh) (x )d9—

f x aDgRy (g * h)) (X)d&% = f % Be p(x)
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2.

ou

Or

p 2w
= / / aD,Rg (go * h) (x )dH@
€ 0

/ep/O%aDaRg(ga*h de— //27r (g0 * h) 7”9( ))cw@

u=r_g(%) du
) /“ER23"2<IH|<’:' (o) >IX\2 TP /";<|u|<’:' (9o ) ()
1 1
— |x|2/|u|<’;' (90 * h) (u)du — P /u|< (9o * ) (w)du

1 €

1 p?
= 2P /|u<x| (go * h) (u)du — 22 T2 /u|<|" (go * h) (u)du
3 p

et donc, pour tout couplg, p)

Boy(x) = éFg,h <|’6‘|) ~LE, (X|> (4.3)

ol on a poé

1
Vr >0, Fyu(r) = 7’2/ h * g-(u)du

[u|<r

Cette nouvell&criture va permettre de montrer la convergence (en divers selfs) @ , vers
f quande tend vers &ro, etp tend vers I'infini.
Pour cela, on vaa partir de la famillg B, ). ,» Mettre erevidence unapproximation de I'uni.

Définition 4.1.1 (Approximation de l'unit & [13])
On dit qu’une famille de fonctions (gog)geRi de fonctions appartenant a L' (R?) est une identite
approcleeou une approximation de l'uné si

1. pour tout € > 0, / Ye(x)dx =1;

sup
e>0

R2

/ e ()] dx < +00;
RQ

3. Vn >0, lim we(x)dx = 0.

=0 J)x|>n

On dispose alors desultat suivant :

Lemme 4.1.1 (Convolution par une approximation de l'uni€ et convergence)
Soit (‘Pt)teRj_ une approximation de I’unité ;

. si f € LP(R?) (1 < p < +00), alors, pour toutt > 0, f * @y appartient 2 LP(R?), et la suite de

fonctions (f * @), converge vers f au sens de la convergence dans LP(R?) :

If = f * oL oY
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2. si f est mesurable et bornée sur R? (c’est-a-dire si ||f]lco < 00) alors la suite de fonctions
(f * ©t)4~ converge ponctuellement vers f en tout point oui f est continue :

f*vr(xo0) P f(x0) en tout point xg ol f est continue

3. si f est mesurable et bornée sur R?, et si de plus f est uniformément continue sur R?, alors la
suite de fonctions (f * ), converge uniformément vers f sur R2:

sup /(%) = £+ ()| — 0
xeR? -

Si I’on ne dispose que de la continuité de f sur un compact de K de R?, alors (f * ©t) =0
converge uniformément vers f sur K :

sup |f(x) — f * pr(x)] Pl
xeK -

Onavuen (4.3) que
1 X 1 X
V(E, p)7 Be,p(x) = 72Fg,h <H> — 72Fg,h (H>

€ €

o= o5 () 315 (5)

Nous admettons ici qué « F, ;, est bor@ en0, et donc que le terme gntend vers &ro quang
tend vers l'infini.

on a donc

Ensuite, sous certaines conditions, la fam(li& ,) va constituer une approximation de I'ugit
Précisons-les.

Pour la prenmére conditiora \érifier pour avoir une approximation de I'idejton a

L (Y, we voo om oo
Ve > 0, —Fyn|— )dx = Fypn (Jul) du = Fyp(r)dfrdr = 2m rFyp(r)dr
xeR? € € R? 0 0 0

On retrouve une des conditions dty, énon&e dans le thoreme.

Pour la seconde, en effectuant I@mme changement de variable, @arit

1 |X‘ +o0
Ve >0, —Fgn | — ||dx=27 | Fyn(r)|dr
x€R? | € € 0

Par conéquent,
1 |X’ +o00
sup —Fgn | — ||dx) =27 | Fgp(r)|dr
e>0 xcR2 | € € 0

et dire que cette quandiiest finie reviena dire quer — rF, () appartiena L' (R™).

La troisieme condition est alors automatiquemeatifiee, en appliquant le &oeme de conver-
gence domige :

1 ] e
Vn > 0, SFgn|— |dx = Fyp (Ju])du =27 rFy p(r)dr
Ix|>n € € lu[>12 2

+o0
= 277/ 1 Fg n(r)Ln oof(r)dr
0 <
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Ve > 0,,

PEyn(M1p2 (r)| < [rFy ()

et
7 Eg 0 (1)1 oo (1) —5> OpP T

1
/ 2Fg,h<|x|>dx—>0
Ix|>n € € e—0 [ |

Remarque : Holschneider introduit une autre condition/Syf pour garantir la convergence ponctelle
de f. , vers f en tout point @ f est continue : il requiert I'existence suppientaire de deux constantes
~ > 0 ete > 0 tels queg et h vérifient la condition

1
752/ h* go(x)dx| <
Ix|<t

Ici, les fonctions que nous manipulons sont t&@s : nous sommes donc dans les conditions du lemme
(4.1.1), et la convergence ponctuelle est assisans contrainte sugphentaire sug et h. De plus, pour

des fonctions qui sont des sommes finies d’'indicatrices de domaines compacis deux disjoints
(comme les fariimes), la convergence uniforme sur chacun de ces compacts est garantie.

On en éduit que

C

vt >0 —
’ (1+ 62

4.1.3 Discektisation exacte

Les formules utili@es par Holschneider sont des formules continues. Dans la partie qui vient, nous allons
exposer comment les digtiser,a I'aide de la @réralisation de la transforee en ondelettes “presque
continue” vue au ébut du chapitre @oedent.

Proposition 4.1.1
S’il existe une constante strictement positive, notée Cy ,, telle que, au sens des distributions,

2T .
/ RoD.1 (3, + h)d0 = Ci,
jEZao

alors

1 I :
f=—=> 2]/0 (Wyf(aj,..0)+ D,y Roh) db

Preuve. On notey,; , = W, f(a},.,0) * D_;Roh.
0 0
Comme dans la preuve pour la formule de reconstruction (cf. (4.2)), on a

—

Yia= 27ra6f RoD 1 (g, * h)

L
0 ol

et dans ces conditions, on péudfire

2
Z 2]/ 7ao,

JEZ JEZ

27
27f Yy — / Rng(gU*h)dH
ag

O
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Remarque : comme dans le cégulier, la normalisation pa:ﬁ” est obtenue en séféranta la
condition d’admissibilié continue.
On constate ainsi que si la distribution

R 1 1 2
/= =7 | Vel o
2nCyh jez. % 70 o
et
F— Zl/% = — Zl/QW(Wf(j 6) « D ;Roh) df
= o a 2 Tad 0 = == 2. 35 FEACHERE a 9)
27TCg,h jez OJ 0 0 27TCghjeZ CLOJ 0 0 ]

4.2 Application a la transformée de Radon

Nous revenona la theorie eveloppee par Holschneider dans [49], en montrant comment la tranéform
en ondelettes&réralie qui vient détre pésenée peuktre exploiée pour construire une formule d’in-
version de la transforée de Radon.

4.2.1 Latransformée de Radon : une transfornge en ondelettes@néralisée

Avec la cefinition de la transforiiee en ondeletteségérali€e vue plus haut, la transfoé®@ de Radon
s’écrit comme une “transforée en ondelettesegérali€e”. En effet, en choisissant comrtundelette”
d’analyse :

geS'(R?): f € SR2) o< g, f >= /R £(0, 22)des (4.9)

(notations Holschneiderg(xz) = (< e,z >), qu’on peutécrire aussig(x) = 6(x1)1(x2))
on a, en appliquant la&dinition (4.1),

Vf € S(R2), Wyf(a,b,0) < g RyDiT_pf >
puis, en introduisant (4.4)

ngT bf) (0, x9)dxe = /R (D%T,bf> (ro(zoez)) dzo

(
( ) (a:Q@L) das = /RaT_bf (a@@i) dis

af (axg@ + b) dry = / af ((b -0)0 + (az2 + b - @l)@J‘) dxs
R

ng<a7ba0) =

D

w\w\w\w\

f ((b .©)0 + u@L) du = Rf(©,b - O)

Wyf(a,b,0) =<TyDaRog, f >=Ref(b- ©) (4.5)
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4.2.2 Formule d’inversion continue de la transfornee de Radon

Onchoisity e §': f € S+ f(0, z9)dxs.
2€R

La condition d’admissibilié surh s’'obtient alors de la maére suivante. On remarque d’abord que
puisqueg = §*1 ® 1%2, alors, pour toute fonction tegt on a

!/
TH=—1T2

< Gorf S=< g, fr >= / F(0, —z2)ds 2= / (0,2 dws =< g, f >
z2€R $2€R

doncg, = g.
D’autre part, au sens des distributions, on a

~ ~ 1 )
a = 71 ® 172 = 1k1> ® \/%5162 — 1k1 ®5k
g (\/27‘( ( )
Par congéquent, pour toute fonctiolh appartenana S(R?),
(95 % ) =27 (1M 265} h

et la condition d’admissibilé croige surg eth s'écrit

R2 R k

k|2 2

La formule de reconstruction&rit alors

da

+o00 2m
f(x) = /0 /0 RzRgf(b-@)DaRgh(x—b)dde—

27C),

avec

Cy, = 271'/ h(kl’f) dki < 00, % 0
r |kl

Condition de convergence ponctuelle On rappelle qu’on a&fini, pour toute > 0,

1
Fynle) = 2/ hx go(y)dy
ly|<e

€

Ici, g estimpoge, etona:

h*gs(y) =hx*g(y) =hx* (" @1%2)(y) = / . 1(z2)h(y1,y2 — x2)dro = /Rh(yla v)dv

Par conéquent,

1 Ve—y?
Fne) = = h* g, (y / / (/ (yl,v)dv> dyadyyy

€ (y1,y2)|\/y3+y2<e —e
1 €

= 2 g (/Rh(y1,v)dv) —yldyl // mh (y1,v)dyrdv

—euw 1 1

- 2// zmh(eu,v)edudvzz// V1 — u2h(eu, v)dudv

€ JRrRJ1 RJ-1
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€) = Q/R/ll V1 —u?h(eu,v)dudv (4.6)

Les conditions de convergence en norlife et de convergence ponctuelle vues plus haut dans le cas
géreral peuvent alorgtre appligées. Nous verrons plus loin comment on peut les calculer pour des
ondelettes particudres.

Nous disposons donc ainsi d’'une formule d’inversion de la tran&erde Radon. Dans la suite, nous
allons I'ecrire sous une autre forme, pour faire apfiegde lien avec la rathode de&troprojection filtée.

Lien avec la formule de retroprojection filtr eée
1 oo p2m 1. (r_p(x—Db) da
= b-©)-h| ——— | dbdf—
J () 27Cy, /0 /0 R2 Ral( )a < a > ad

b=s@+t0~+ 1 oo /QW// 1
2rCy, /o o JrRJR of ((8 +i07) )

h (7"9 (x-©)O + (x- 01O+ — (50 +107) )) ) da

— 27T10h /0+oo /027r /R/RRgf(s)h <(X O —s)es v;(x O - t)e2> dtdsdﬁ%
u=x©—t 27r10h /m /QW/ Ref(S)/ h <(X'®_‘2el+ue2> dudsd@%

_ 27T0h/2ﬂ/7€9f //+oo1 <X-®—.s;)e1+ue2> @d dsdd 4.7)

- = /OM/RRgf(s) </RH((X~®—s)e1+ue2)du> dsdo

Hix) = /a>0 Dah(X)% N /a>0 ah <a> ZE’L

En reconnaissant une transf@ende Radon dans la deené expression de la formule de reconstruction,
on peutécrire

ou

1 27
f(x) = oCh /0 /RRf(G),s)RH (e1,x- O — s)dsdb
1 2
= H *
27TCh ) Rgf * Ro (X @) do

On voit ainsi appaifitre une formule similair@ la €troprojection filtee (vue dans la prog@te (2.2.2)),
dans laquelle le filtre rampeé&é remplaé par la transfore de Radon de la fonctidi, calcuke dans
la directionf = 0 (® = eq) : rampe :

rampe(s) «— Cl'hRH (e1,s) = Cl'hROH (s)

Lint érét de cette nouvellécriture du filtre rampe est le suivant : on dispose ainsi d'W@@ohposition
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du filtre rampeechelle paéchelle :

ware = fyena o)
- /Ma/ (3 0)os = [ (L) 5= [ rn(2) 5

soit finalement, p
1 S a
Roh (7) da

V2rCy, /a>0 0% \a) @3

On voit ainsi appaiitre une prop@t que I'on exploitera pour traiter des dé@ws localesa la difference
des nethodes de typeétroprojection filtee que nous avons gsenkes dans le chapitre gédent, on
filtre la transforngée de Radon par des filtres qui ne sont pas des ondelettes @éasdifiais des onde-
lettes “brutes” : on peut donc cobter pieciment le support des filtres utilis, inependamment du
nombre de moments nuls pris en compte dans cethades pour anticiperélargissement des filtres
sous l'action du filtre rampe.

rampe(s) «—

En exploitant la paré de la transforime de Radon, vue dans la pra@i#i(2.1.1), on peut, sous certaines
proprietes de la fonctiorff, réduire le domaine d'iigration pour la variablé, comme c’est le cas pour
la formule classique deétroprojection filtee.

Proposition 4.2.1 (Formule d’'inversion réduite aux directions comprises entre 0 et)
Si H est paire en sa premiere variable, alors la formule d’inversion se réduit a

f(x) = / Rof *RoH (x-©)db
7rCh
Preuve. On peutécrire, en écoupant le domaine d’iagrration :

1 2

f(x):%_ch Rof *RoH (x-©O)do

21
= / Rof x RoH (X @) df + Rof x RoH (X . @) df
27TCh T
On peut alors effectuer le changement de variébte 6 — 7 (soit®’ = —©) dans la deuxime

intégrale
2m 2m
Rof *RoH (x-©O)do —/ / Rf(®,s)RH(e1,x-® — s)dsdf
/ / Rf(—O' s)RH(e1,—x - O — s)dsdf
S= / / Rf(—O', —s"YRH(e1,—x - O + ' )ds'do’

/ / Rf(O®, "YRH(e1,—x- O + s')ds'dd’ d'aprés la parié deR f vue dans la propéite (2.1.1)

On constate alors queRgH = RH (e, .) est paire, alors
/ / Rf(O,s"YRH(e1,—x-O + ' )ds'dd = / / Rf(O' s YRH(e1,x O — s')ds'dd’

_ /Rezf*RoH(x-G'—s’)dG’
0
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et donc

F(x) = / Rof + RoH (x - ©) df = / Rof % RoH (x - ©) df

21 CY, 7TCh

Remarquons enfin que la pé&ritle la fonctionRgH = RH(e1,.) est \érifiée s lors que la
fonction H est elle-n&éme paire en sa preare variable ; en effet,

Vs e R, RoH(— /H —sep + teg)dt = /H —s,t)d

et si H est paire en sa pregrie variable, alors on a

/ H(—s,t)dt :/ H(s,t)dt = RH(s)
R R

H(s,t):/ 1, (S,t> dfj
00 \a a) a

Il suffit donc que I'ondelette de reconstructifrsoit paire en sa premaie variable pour assurer
la pari€ de la fonction en sa prengire variable, et donc celle d&,H. |

Or, par cfinition,

4.2.3 Discetisation de la formule d’inversion

On appligue ici la formule de disetisation vue dans la progie (4.1.1). On s'inéresse ainsi la quantié

o 27
Con = / RoD 1 (go * h)d0
JEZ aO JO
Oriciona
2 2m — 27 —
Vo, </ RoD 1 (g * h)d6, ® >= / RoD 1 (gy * ), d9:/ <(gg*h),DajR_9<I>>d0
0 a}) 0 a) 0 0
27 2
- / / (k1,0) (D R 9c1>> (K1, )dk:lde— / (k1,0) @ dkydf
. a12 2 k k1 @ ddf ol o 2 sih est paire en sa presrie variable.
B k>0 1,0 a ! Y271 sihestanalytique.
u:k—jl-@
a «
4 12/ (adul, 0)® (u) —alz/ h(adul, 0)® ()M
donc

2m 1 h(al|ul,0
Vo, < / RoD 1 (go * h)db, <I>> - a12/ S :fw & (u) du
a} o R2 2 u
j€Z ~0 0

jez 0
et la condition d’admissibil& est donc la suivante :

0 —
3C), > 0| Vu € R?, algzM—Ch

JEZ (10’11|
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c’est-a-dire,si i est paire en sa premére variable,

— WMdlo 0) ~
EICh>O|Vp>O,2ZM:Ch
jez %P
etsi h est analytique
— o0 —
30h>oyvp>o,ZM:Ch

jez %P

La formule de reconstruction qui, dans le césagal, sécrit

fo—1 1/2W<Wf(j 6) * D Rh)de
= —— B apy -y a' 0
27TCg’h = CLSJ 0 I 0 0
devient ici
f(x) L —> ! /27r Rof(b-©)D ;Rgh(x — b)dbdf
27TCh ]EZ 2j 0 R?2 @
2 o
= L Rof(b-©)Y " %h To(x=b)) s
2rCy Jo  JR2 ez aOJ a%
u=s9110" ) / Rof(s / E O —slert (x- O —tea) .
27TCh jEZ a%
t/jx-@%—t 9
(1] i
0 / Rof(s / Z ( )el +t e2> dtdsdf (4.8)
27TCh Rz @
1 2 B 1 27 B
= — / Rof(s)RoH (x- 0O — s)dsdf = —— Rof * RoH (x-0©)db
2w Cly, 2nChy Jo
(4.9)
ou on a poé

A0 =3 oy 09 =3 5 ()

jez %
Reprenant (4.8), on peut aussirire

2 x-0 —3s)
%Ch / Rof(s Z <QJ> dsdf (4.10)

]GZ 0

f(x) =

Remarque : ceci permet d’assurer la vaéditune discetisation que I'on aurait pu obtenir “heement”,

en faisant le “changement de variable” entre “a” et “j” dans la formule continue (en choisissant un pas
suffisamment fin pour obtendr une constante s une bonne approximation de la condition d’admissi-
bilité continue) :

+o0 7 J N

Ch = 47r/ ik, )dk: ~ 4mIn(ap) Z ML{;’O) = 27 In(ag)Ch(p)
0 kr? iz Py

autrement dityy doit permettre de garantir que pour taut

1
27 In a

Ch(ao, p) = (4.11)
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On peut alorscrire

1 .-
_ n“”/ Rof [ Y 2]R0h< 5) do

JEZ ag

Pour I'implémentation pratique, on calcule agplable le filtre 1D analytiquement :

RoH (s 27rC'hZ 5 R (d’) (4.12)

JEZ 0

On pro@de ensuite comme pour I'algorithme dgroprojection filtee classique, vue au chapitre 2 : on
calcule le filtrage des projections 1D par FFT sur une grédlgutiere, puis on calcule lg&troprojection
sur une grille caésienne, ags interpolation lidaire des projections fites (voir (2.26)). Le pas de la
grille pour le filtrage 1D est le &me que dans l&troprojection filtée (il est impos par les conditions
d’échantillonnage).

De la néme margre que dans l'algorithme dé&troprojection filtée le filtre rampe est trongua la
frequence de coupure des projections, on appliqguetlmentroncature aux filtres 1D que I'on applique
1D, tout au moins aukchelles fines pour lesquelles il existe des composantes donédpgefrces sont
superieuresa cette fequence de coupure.

4.2.4 Choix d’'une ondelette de reconstruction admissible pour la transfor@e de Radon

Dans la suite, nous allons faire des tests avec plusieurs ondelettes geerdiffelon leur nombre de
moments nuls. Nous appliquons d’abord lesultats qui grcedent dans chacun des trois cas.

Exemple 4.2.1 (Chapeau mexicain)
On choisit I’ondelette appelée chapeau mexicajmui, a une constante prés, est égale au Laplacien d’une
gaussienne (on la normalise pour que ||h||2 = 1) :

1 z +y
h(z, Tt 4y —2 4.13
(z,y) = \/ﬁ( y* —2)e” (4.13)
Sa transformée de Fourier est réelle, isotrope, paire en sa premicére variable ; elle est donnée par
—i(ka+l _ 2 g2y B
= [ iy
Cette ondelette forme avec g une paire d’ondelettes admissibles, puisque I’on a :
h(X,0) o 22 o
Cp =2m d\ = ——= d)\——— 2m = =27
h /R A2 Vo V2or

Le filtre 1D que I’on applique aux projections s’exprime analytiquement :

Roh(s) = /Zh(, t)dt = \/ﬂ/ s+ 12— 2)e”

s2 412

dt

- = (s> —2)e 2 / e‘tQ/th—ke_s;/ 2e=t° /2t
var oo oo

1 52 52 o0
= — <\/ om(s? —2)e” 7T +e 2 </ (2 —1)e v/ 2dt +/ _t2/2dt)>

2 —00 —00

52 52 1 2 & S
= (=2 2 +e 2 <2 [—te_z] + 1) —e 2 (52— 1)
m —o0



202 Chapitre 4. Une nouvelle approche de l'inversion locale de la transforée de Radon par ondelettes

FiG. 4.1 — L'ondelette chapeau mexicain (en haut), et sa trangae Fourier (en bas).

et plus précisément, a I’échelle a, on applique aux projections le filtre suivant

On constate ainsi que le filtre 1D que I’on applique aux projections n’est autre que le chapeau mexicain
1D (dérivée seconde d’une gaussienne).
Condition de convergence ponctuelle :

1 2 1 2,2 ,2
Fn(t) = 2/ / V1 —u2h(tu,v)dudv = \[/ / V1 —u2(t?u? +0v? — 2)e_t 2 dudv
R /-1 TJRJ-1

On obtient
2 2 2
= xet (1(12) 1(0.2)

ou I désigne la fonction de Bessel modifiée de premicre espéce, avec [75]

1 /2 1
I(1,2) = 1(0,2) ~3— 400 —4\/;6"”363

22w

F(t) ~tetoo — .

On en déduit que

Les conditions de convergence ponctuelle sont donc vérifiées.
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FiG. 4.2 — Filtre 1D assoéiau chapeau mexicain

Condition de discrétisation : comme on I’a vu dans I’approximation (4.11), on cherche un pas ag suffi-
samment fin pour que la quantité

25 2

— h(alp,0 2 o _agle
Ch(GOap):2Z (0/0 ):_mzpa{) € 02

J
jez %P jez

soit indépendante de p, ou, autrement dit pour qu’elle fournisse, quelle que soit la valeur de p, une bonne
approximation de la condition d’admissibilité continue : on veut que le choix de ag permette d’écrire

1 o
~ 2rlnag "t In(agp)

va Oh(a07 10)
puisque, comme on I’a vu plus haut, pour I’ondelette chapeau mexicain, on a :

2
Ch = —\/27r/ e~ T d\ = —2r
R

. L 1
Numériquement, comme on pourra le visualiser a droite en figure (4.3), on constate que pour ag = 24,

cette quantité est constante (elle I’est presque pour ag = 22, puisque I’amplitude du signal est de I’ordre
de 1079,

Exemple 4.2.2 (Ondelette agant un filtre a quatre moments nuls.)

On utilise une ondelette construite a partir d’une gaussienne, que I’on dérive 4 fois en = et en y, puis que
I’on normalise (pour le chapeau mexicain, on utilisait des dérivées d’ordre 2) ; on obtient ainsi I’ondelette
suivante

2 12+y2

2
VA YL

(z* +y* — 627 — 6y* 4+ 6)e” ;
dont la transformée de Fourier, est réelle, isotrope, et paire en sa premiére variable, et s’écrit

h(I,y) =

- 2
h(k,1) = ﬁ(zﬁ + ez (FH)

heth sont représentées en figure (4.4).

h est une ondelette a quatre moments nuls, car on peut vérifier que pour tout couple d’entiers naturels

(o, 3) € N? tels que oo + 3 < 3, on a/ YO h(z,y)dzdy = 0.
R2
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-1.438 -5.77078
-2.88538

2 585382

. 57707601
T 2685384
2685356

5.7707802
-1.442 -2.885368
288539

5.7707803
1444 2685392
-2.605394

-5.7707804

4.006 2585396

-2.585398

| -5.7707805 i 0 ] & 1d0
288545 Eil il &0 &0 0o

-lassg 20 40 60 0 100

FiG. 4.3 —Recherche d'un pas de distisation pour lequel la disetisation par transforée en ondelettes
presque continue esiditime, dans le cas de I'ondelette chapeau mexicain 2D ; on@ératraitepais la
constante que I'on souhaite approcher, et en trait plus fin, le graphe de la fafigtian .), et ceci pour
a =2, puisl,a = /2, puisa = 21, Numériqguement, la fonction peétre consi@ree comme constante
poura = 21,

Cette ondelette est bien une ondelette admissible pour I’inversion de la transformée de Radon, puisqu’elle
vérifie

h(X,0) 4m 9 _ =A% 4m 2
C':27r/ L 2d\ = ANe 2 d\= —— V21 =4m [ —
g R A VOTim JRr VDT 57

Le filtre que I’on applique a chacune des projections est une somme de dilatées de la fonction

o0 2 o0 52 2
Rh(er,s) = / h(s,t)dt == \/Eﬂ/ (s* +t* — 652 —6t2+6)e "2 dt
2 200y 2 V2 2, 9
= e 2 ((85—6s5"+6)V2r+3V2r —6V21 | = e 2 (s —6s“+3
N ks <( ) ) V57 ( )

I est représenté en figure (4.5).

La condition de convergence en norme L?, et de convergence ponctuelle aux points de continuité de la
fonction s’obtient avec

1 9 1 202402
Fi(t) = 2/R/1 V1 —u?h(tu,v)dudv = i /R/l V1 —u2(ttut + 0t — 6t2u% — 602 +6)e” 7 dudv

En évaluant cette expression avec le logiciel Maple , on obtient

=2t (10 () -0 (1)

(mémes notations que dans I’exemple précédent). La fonction asympt de Maple fournit I’équivalent
suivant :

e 4

Fh(t) = Ot—>+oo tT

Les conditions de convergence ponctuelle sont donc vérifiées.
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il

-

FIG. 4.4 — Ondelett@& 4 moments nuls (en haut), et sa transfeerde Fourier (en bas).

°

o

o

o S N o

FiG. 4.5 — Filtre 1D assoéia I'ondelettea quatre moments nulsgsenge en (4.4).
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Condition de discrétisation : Comme dans I’exemple on cherche un “pas” a¢ suffisamment fin pour que la
fonction p — C},(ag, p) puisse étre considérée comme constante. Ici, cette fonction a la forme suivante :

ao, —22 (a = ZangBe a

Op7
JEZ aop ]GZ

et, étant donnée la valeur de la constante d’admissibilité continue, on veut donc que

1 22

Vp, Cp(ag, p) ~ mch - m

06 1.0811 216194
1.08108 2161938
0.58 1.08106 2161936

1.08104: 2161934

0.56 1.08102: 2161932
216193

(\ /\ 1.081

IRy, PN A
S imAvaRs

1.08092 2161922

s 5 T F F oo 1.0809 Fil i il @ o 2418192 il M il 0 10

tho

FiG. 4.6 — Recherche d'un pas de distisation pour la disétisation par transforge en ondelettes
presque continue, dans le cas de I'ondelattgiatre moments nuls ; on a téaen traitepais la constante
que I'on souhaite approcher, et en trait plus fin, le graphe de la fon€jdm, .), et ceci pourn = 2,

puis a = V2, puisa = 21, Numériguement, la fonction pe@tre consiérée comme constante pour

a =21,

Exemple 4.2.3 (Ondelette engendrant un filtre avec un grand nombre de moments nuls)
On part d’une ondelette de Morlet 2D, définie par

X (12+y2)
m(z,y) = 52
dont la transformée de Fourier est égale a
N (h=6)?+12
m(k,l) =e 2

Cette fonction n’est pas exactement de moyenne nulle, mais on a coutume de considérer qu’elle I’est

approximativement. Néanmoins, ici, en I’état, elle n’est pas admissible pour I’inversion de la transformée
_ (k—6)2
2

de Radon (en effet, k — € 5
rendre admissible. Il suffit pour cela d’introduire par exemple la fonction suivante [2] :

om om P G ,
_W(‘rvy)_aiyg(xay):€6 e 2 (2—(33—61)2—?/2)

n’est pas intégrable en 0). On peut cependant la modifier, pour la

Apres normalisation, on obtient

()

szef

(2= (z = 60)* — %)
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Sa transformée de Fourier est égale a

~ 1 (k—6)2+12
k)= ———e " 2z (K> +12
(k.1) V14427 ( )
Ainsi modifiée, cette fonction a été rendue admissible pour la transformée de Radon :
(), 0) e 2 2
Cy=2m / ———d\ = / = ——V21 =
" R A2 \/1442w IVivror V721

La fonction h est une ondelette complexe, analytique en sa premiére variable, car sa transformée de Fou-
rier peut étre considérée comme numériquement nulle pour k < 0.

Le filtre 1D appliqué aux projections est égal a :

« Lo g ) -
Roh(s) = / B )t = / eSise= T (2 — (5 — 6i)2 — (2)dt
1

2
—5 6is 2
— e 2e(l—(s— 62
1 ( ( )7)

avec des calculs d’intégrales similaires a ceux que I’on a effectués dans les exemples précédents.

—
[ S R o N RO
—_—

—

-

L R R LS. |
—
—

FiG. 4.7 — Ondelette directionnelle complexe (ondelette de Morlet néajifisa partiegelle, sa partie
imaginaire et sa transfoi@e de Fourier.

Condition de discrétisation : Comme dans les exemples précédents, on cherche un “pas” ag suffisamment
fin pour que la fonction p — C},(ag, p) puisse étre considérée comme constante. Ici, cette fonction a la
forme suivante (puisque I’ondelette est analytique en sa premiére variable)

—~ h(alp,0) <%pﬁ :
Ch(ao,p) = 0o — Tz (a
w(a0, ) ; alp Y. 14427r Z (aar)
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: C\v \/}S - vﬁﬂvu: m\f\ 4

FiG. 4.8 — Filtre 1D assoéia I'ondelette de Morlet modifie (partie eelle et partie imaginaire)

et, étant donnée la valeur de la constante d’admissibilité continue, on veut donc que

1 2

Vp, Ch, ~ Ch=——o——
p, Ch(ao, p) rnao "~ Vil In(ay)

Condition de convergence :

Fu(t) = 2//1 V1 — u2h(tu, v)dudv

t2u2+v2)
= V1 —u2e8e™" 2 (38 4 12itu — —t*u® — v?)dudv
Vi 14427/ /
t2u2+1) )
= V1—ue” (cos(6tu) (38 — t2u? — 02) — 12sin(6tu)tu) dudv
Vi 14427T/ /

(seule la partie éelle subS|ste la partie imaginaire est nylle

+U

I [ [ Ve coston (35 - 02 )~ 2sin(om) du
™ Jo

Nous ne sommes pas parvenus a une expression explicite de F}, ; néanmoins, par la méthode des rec-
tangles, on peut se convaincre que les intégrales t — |Fy(t)| ett — t|F},(t)| sont intégrables sur R™ -
o

oo
nous avons obtenu / |Fpn(t)| dt ~ 1,9 et/ t|Fy(t)| dt ~ 0,5 (dans les deux cas a 10~1 pres).
0 0

02 02 0.42988

2 (AN Ty
= VARV (IIAATRY I

0.205

0.42981
027y 0 a0 50 50 100 0 20 40 60 a0 100
rho

FiG. 4.9 — Recherche d'un pas de distisation pour la disétisation par transforée en ondelettes
presque continue, dans le cas de I'ondelette de Morlet néedifin a traé en traitepais la constante que
I'on souhaite approcher, et en trait plus fin, le graphe de la fonctigao, .), et ceci pour = 2, puis
a = /2, puisa = 21, Numeériquement, la fonction peétre consiéree comme constante poure= 21,
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4.2.5 Tests de reconstructiora partir de données globales

Nous avons img@ment la formule (4.10) pour les trois ondeletteésenées dans le paragraphé@pdent.

Nous pEsentons lesisultats obtenus pour I'ondelette chapeau mexicain en figure (4.10) et pour I'onde-
lette de Morlet modife en figure (4.11) : les reconstructions obtenues (dand la colonne de gauche) sont
tout a fait satisfaisantes, et en tout cas comparables @udtats obtenus avec laéthode classique de
rétroprojection filtee (dans la colonne de droite). Elles sont similaires pour les deux choix d’'ondelettes.

Dans tous les cas, on se place dans les conditi@thenhtillonnage de la transfoem de RadoBnoné&es
dans le chapitre 2, c’est-dire que pour des images de tailles x 256, le pas ers estégala 1 (unié :
pixel), et on utilise 450 projections s, 7|.

Vers la méthode locale : reconstructionsa partir de données globales différenteséchelles Nous
avons repeseng en figure (4.12) la reconstruction du famte de Shepp et Loganpartir de donees
globales, en ajoutant progressivement éelselles. On peut visualiser la convergence ponctuelle de la
reconstruction vers la fonction initiale en tout poiitla fonction initiale est continue.
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FiG. 4.10 — Reconstructioa partir de don@es globales - Ondelette chapeau mexicain.
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FIG. 4.11 — Reconstructioa partir de don@es globales - Ondelette de Morlet mogki
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Notre méthode - section horizoniale
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FiGc. 4.12 — Convergence de la reconstruction au fil@dwelles (chapeau mexicaiaghelle minimale :
11, . 2 6 10 14 .
271 ; échelles maximales : de haut en bas sur la colonne de ga@che2™ 4,271 274 | puis de haut
. 18 22 26 32 . ;o ur . s
en bas sur la colonne de droit2™ '« ,27 4 274 27 1 . Les reconstructions olte normali€es entre O et

1, mais pour les sections, les valeurs exacteg@npeserees, de telle sorte que la convergence puisse
étre visualige.
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4.3 Formule d’'inversion locale de la transfornee de Radon

4.3.1 Le probleme interieur

La formule continuetablie dans le cas de ddres globales est la suivante :

B 1 too r2m 1. (r_g(x—Db) da
flx) = 27r0h/0 /0 [ Rof(b-©) <a) dbds"

Nous allons maintenarm@tudier comment elle peut s’adapgetexploitation de don@es locales. L'ide
gue nous allons mettre en oeuvre ici consisteconstruire partiellement la fonctigren ne reconstrui-
sant dans laégion d'inérét que les composantes @& certainegchellesa savoir celles qui auraient
eté reconstruites de masie similaire si I'on avait dispé@sde toutes les doges.

Il y a alors deux mardres d'appehender la troncature : soit en tronquantéaamposition dgf en on-
delette2D dans le domaine direct, soit en appliquant un filtre tr@ngux projections. Nous allons les
exposer I'une agrs l'autre.

4.3.1.1 ProbEme interieur et troncature de la formule dans le domaine direct

On suppose que I'on conit&R f (O, s) pour tous les angles mais seulement pour les abscissés que
|s| < po. Une direction® étant fixee, on dispose donc d& f(b-©) en tous led tels queb - O] < py.
On dispose en particulier des vale®gf (b - ©) en tous les pointb tels quelb| < p, (car alors, quelle
que soit la valeur dé dans[0, 7], |b - ©| < |b| |®] = |b| < pp).

On fixe uneéchellea et une direction® ; on isole dans la formule de reconstruction la composante
assocke :

1 _9(x—Db
frecons,a,@(x) = R@f(b : @)*]’L (TQ(X)> db = Ref(b . @)haﬂ (X — b) db
R2 a a R2
On suppose que le support dest inclus dans le disque de raydh ou M > 0.
Pourf € [0, 7[ eta > 0, le support dé, » est donc inclus dans le disque de rayad.
On cherche alors les poinksgui vont avoir une contribution non nulle dans le calculfdgqns q.0(x).

hap(x —b) #0=x—Db € supp(hqp) = |[x —b| <aM

ce qui permet decrire, en utilisant l'iegali©

b| < |b — x| + |x/|, I'implication suivante :
hap(x—b) # 0= |b|] <aM + |x|

Par congquent, on constate que si I'on se place en un poitl domaine direca I'intérieur du disque
de rayonpy — aM (|x| < pp — aM), alors on est ass@rde I'implication

hag (x = b) #0 = |b| < py

c'esta-dire que les pointd qui apportent une contribution non nulle au calcul figons o,0(x) sont
des points @ les coefficients assds,a savoirRy f(b - ©), sont connus quelle que soit la valeur de
6 ; autrement diten se restreignanta la région desx tels que x| < pg — aM, alors & partir des
données locales disponibles, on peut reconstruirecons,q,0(x) dans les némes conditions que si
I'on avait disposé de toutes les don@es La région d’exposition de rayop, étant fixee, on a dfini

en la eriphérie de son irétrieur des marges de rayafi/ (donc de largeur croissante quanéchelle
devient plus grossre)a l'intérieur desquelles on peut reconstruff&ons,.,o COmme si I'on avait eu des
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donrees globales.
On a donc

VX, |x| < po—aM = frecons,a,0(X) = / Rof(b-O)hyp(x—b)db= / Rof(b-O)hyp(x —b)db
R? b;|b|<po

4.3.1.2 ProbEme interieur et troncature du filtre 1D

Comme on I'a vu plus haut quand on a fait le lien avec la formulétteprojection filtee, en conservant
R? comme domaine d'i@gration et en faisant le changement de variabless® +t©, © étant fixe,
on sait que

frecons,a,0(X) = Rof(b-O)hsg(x —b)db = / Rof(s)aRh, (e1,x-© —s)ds
R2 R

En utilisant une gréralisation de la propgié vue dans la propate (2.1.2) sur le support de la transfdren
de Radon, on sait que supposer le supporhigénclus dans la boule de rayamV/ permet de dire
que le support de sa transfogmde Radon dans la directieq Rh,(e1,.) est inclus dans l'intervalle
[—aM, aM]. Comme plus haut, si I'on chercledentifier less qui vont apporter une contribution non
nulle a la reconstructioff,.cons,q,0(x) dans cette formulation, on pegtrire les implications :

Rhg(e1,x- O —s)#0=>x-O@ —se[-aM,aM]=x-0—aM <s<x-0O +aM

et si I'on restreint les pointg ou I'on garantit la reconstruction aux tels que|x| < py — aM, alors
guelle que soit la valeur d®, on a

aM —po <x-© < pg —aM

et donc
Rhg(€1,x-0O —35)£0= —py < s < pg
Ainsi, on peut ausgcrire
PO
Vx, x| < po—aM = freconsa0(X) = Rof(s)aRhy (e1,x- O — s)ds
—pPo
Remarque : a la difference des &thodes du typetroprojection filtee vue dans le chapitregzédent,

le filtres 1D ne sont pas modi§ par le filtre rampe, et ils ont un support dogténdue est parfaitement
connuea chaquechelle.

C’est cette dermire approche que nous avons mise en oeuvre dans notremmplation de la for-
mule de reconstruction locale : en effet, 'adaptation de &hmde utili€e pour les dorées locales
est imnediate : il suffit de tronquer convenablementéamelles le filtre 1D, vu en (4.12), que I'on&ar
calcule, les autrestapes (filtrage egtroprojectiongtant inchanges. Notons toutefois que, comme nous
I'avons mentioné en (2.36), il est connu en tomographie locale que prolonger les projectionséesnqu
par continuié permet de&duire les artefacts au bord de &mion d’expsoition : nous I'appliquons ici.

4.3.1.3 Tests de reconstruction locale

Tests sur le fanbme de Shepp etLogan Reconstruction de lagion centrale du fanbme de Shepp
et Logan avec l'ondelette chapeau mexicain.

Nous avons d’abordéeali€ les tests classiques degtimodes pour le probine inérieur,a savoir la
reconstruction de laégion centrale du faitme de Shepp et Logan.

Dans ces tests,
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— le rayon du support de I'ondelette chapeau mexicain peuéngoemengétre consiére égala
M =6;

— nous avons choisi, comme dans les exemples&@wodans le chapitre @eedent, de fixer le rayon
de la Egion d’exposition 32 pixelsRE = 32;

— supposons qu’un rayon degion d’inerét aitéte fixé, par exemplé?l = 23 : alors on peut garan-
. . L . j o In3 —1n2
tir une reconstruction de la fonction jus@u’échelle; telle que6aj, = 9, soitj = Lnlinj,
1 ag

Soit, pouray = 2%,j = 2.
La figure (4.13) pesente lesasultats obtenus avec ces paedires.

Reconstruction d’'une région cecentrée du fanbme de Shepp et Logan avec l'ondelette chapeau
mexicain.

Nous comptons le test classiquegsent ci-dessus par une reconstruction locale d'é@ggan cecentée
du fanbme de Shepp et Logan.

On atoujoursM = 6; RE = 32; RI = 23; ag = ﬁ, Jmax = 2. La région d’exposition est cerite
autour du point de coordogrs(206, 128).

La figure (4.14) pesente lesasultats obtenus avec ces paedires.

Mise en defaut de la méthode de Etroprojection filtr e tronquée dans le cas du prolime intrieur,

et application de notre methode. Comme nous I'avons expli@dans le chapitre 2, nous avons coréstat
dans les ex@riences que nous avorgaties pour ce travail, quess souvent la gthode de&troprojection
filtrée a un comportements satisfaisant en@sence de dorees locales ; par coeguent, il nous semble
gue cherchea cevelopper de nouvellesé&thodes locales ne se justifie que si lestimodes nouvelles
propofes se comportent “au moins aussi bien” qué&teoprojection filtee quand celle-ci a un compor-
tement satisfaisant, et si ellesegentent dessultats meilleurs quand létroprojection filtee est mise
en cefaut.

Nous revenons i@ I'exemple que nous avionsgsené dans le chapitre 2 (figure 2.31), pour lequel nous
avions dit que la&troprojection filtte nétait pas satisfaisante car, du fait de lagamce de structures
exterieuresa la egion d’in€érét, des structures identiques dansdgion d'inérét dans le faritme initial
n'étaient pas reconstruitse de mnmai similaire dans la reconstruction finale ; de plus les discorgmuit
présentes engriphérie de la égion d'inerét étaient difficilement visibles dans la reconstruction. Nous
présentons legisultats obtenus avec notréthode en figure (4.15) : en restreignantdekelles utiliges

dans la reconstruction awechelles fines, on arrivé reconstruire les émes coefficients que ceux que
I'on aurait reconstruits avec des d@as globales (cf. exempleguedent, avec la figure (4.14)), et la
synetrie de I'image initiale est resp@&et dans la reconstruction obtenue. De plus, dans I'image obtenue,
les discontinuiés sont clairement visibles (froate entre les deux cercles les pluseeiurs comprise).



216 Chapitre 4. Une nouvelle approche de l'inversion locale de la transforée de Radon par ondelettes

Notre méthode - section horizontale Rétroprojection filtrée - section horizontale
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FiG. 4.13 — Reconstruction de I&gion centrale du fa@itne de Shepp et Logam partir de donees
locales (les limites de€gions d'inérét et d'exposition sont matialisees par des pointédk verticaux).
Comparaison entre notreathode & gauche), et la Bthode deétroprojection filtee @ droite) ;a gauche,
on a repeseng également, en pointélk épais, la reconstruction obtenue avec notéthade, pour la
méme gamme @&chelle,mais avec des ddres comptes.
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Notre méthode - section horizontale Rétroprojection filtrée - section horizontale
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FiG. 4.14 — Reconstruction d'unégion decentee du fanbme de Shepp et Loganpartir de donaes
locales. Comparaison entre notrétimode & gauche), et la gthode deé&troprojection filtee @ droite)
(mémes conventions que dans la figureg@dente).
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FiGc. 4.15 — Un exempleln sur des dor&es locales, notre @hode & gauche) a un comportement plus
satisfaisant que la&troprojection filtee@ droite) : comme on peut le constater sur les reconstructions (en
2eme ligne), etles zooms sur kgion d’in€érét (en me ligne), les discontind@s sont plus nettes,@me

en eriphérie de la égion d'inérét ; de plus, comme on peut le voir sur les sections des reconstructions,
la synétrie initiale de I'image est giseree, ce qui n'est pas le cas avecé&roprojection filtee.
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4.3.2 Tomographie 2Da angle limité

On connait la transforée de Radon pour un intervalle d’ang[8s.i,, fmax] (OU une eunion finie d’in-
tervalles de ce type). Dans la formule de reconstruction globale, ne sont donc identifiables que les com-
posantes suivantes :

1 +00 Omax 1 r—_o (X — b) da
recons,fm; . = b- — _ bdfd— (4.14

min

On pourrait se contenter de tronquer ainsi la formule : toute I'information disponible sur la tragsform
de Radon serait mobik®, mais alors on reconstruirait exactement&ara fonction qu’avec la gthode

de ietroprojection filtee trongée, dont on sait qu’elle enfree des artefacts que I'on voudréititer ; ces
artefacts sont sifs au voisinage des tangentes aux structueseptes dans I'image, tangentes dans les
directionsfin, €tfmax.

La présence d'une singulagiten un pointy du domaine direct selon une directi@, engendre des
valeurs non nulles au voisinage du point d’'abscigs@® (dans le domaine de Radon) aprfiltrage de
Rof. Si on se place en un poist alors, lors de laétroprojection dans la directio®, un coefficient
est attrib@ dans la reconstruction au poixt et ceci du seul fait de la psence de la singulagiten

y , et meme s'il n'y a pas de singulaétdans la directio® en ce pointx. En pésence de dotees
compktes, ce coefficient est aniybar les etroprojections ex selon les autres directions ; s'il manque
des directions degtroprojection, cette compensation n’est plus accompliej d&s artefacts.

A la difféerence de laatroprojection filtee, la formule que nous utilisons iciggente I'avantage de pou-
voir égalementtre trongée enéchelle ; par coreqjuent, le filtrage (par des filtré®yh,, limités aux
échelles: fines) que I'on applique aux projections devient local, et les coefficients qui apparaissent dans
le filtrage deRy f du fait de la singularé enx sont concenés autour du point d’'abscisse: ©, la
concentratioretant d’'autant plus forte que l&shelles utiliges sont fines. Lors de l&troprojection
dans la directior®, l'influence de la singular@ enx est donc éduitea une bande de largeur d’autant
plus étroite que le€chelles utilies sont fines. On pourra visualiser c&mpbnene en figure (4.17) :
les artefacts dans la direction horizontalégents avec lg&troprojection filtee (bandes homeges ver-
ticales, sur I'imagea droite en prengire ligne) sont quasimegliminés avec notre gthode (ésultats
présenés pour trois types d’ondelettes, en dé&usme ligne).

Le carackre local du filtrage par ondelettes permet doncéthiire les artefacts ; on peut tirer parti de
I'utilisation des ondelettes en jouant sur un autre aspect : les moments nuls. Comme on peut le voir sur la
deuxeme ligne de la figure(4.17), lessultats obtenus d#éfent selon I'ondelette de reconstruction choi-
sie ; or ces dergres diferent par leur nombre de moments, croissant de gaacheite ; les effets sont
cette fois-ci visibles dans la direction verticale : il appaoue plus il y a de moments nuls, meilleure
est la localisation des singula@#. La conjecture que nous faisons est la suivante : plus I'ondelette de
reconstruction frsente de moments nuls, pluggise est laétection des singulaés 1D dans le filtrage

des projections (celles-ci sont loc@és de mawire plus pecise), plugtroite est la bande des directions
voisines de la direction de la singul&riaffecées par cette singulagitplus efficace est la compensation
lors de la etroprojection aux points qui negsentent pas de singul&itPour illustrer ceci, on a ieg

en figure (4.16) les sinogrammes fi&rdans le cas de 'ondelette chapeau mexicain et de 'ondelette de
Morlet. Dans le deuxime cas, les effets des singulesitverticales sont beaucoup mog@iendus.

Remarque : on auraita priori pu penser que le comportement ditfnt de I'ondelette de Morlet pouvait
s’expliquer par le fait que celle-ci est une ondelette directionnelle. En fait, il n’en est rien, car lorsqu’on
appligue aux projections le filtre 1D assecie caradtre directionnel de I'ondelette 2D n’apptrpas.

En revanche, les moments nuls, eux, sont transmis de I'ondelette 2D au filtre 1D.
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FiGc. 4.16 — Sinogrammes avant et agffiltrage par le filtréRyh, pour uneéchellea trés fine, dans le

cas des reconstructioasangle limié pésenées en figure (4.17), avec sur la preneiligne I'ondelette
chapeau mexicain et sur la deewie I'ondelette de Morlet : les effets des singuésiterticales sont plus
concentes dans le deugime cas (0 le nombre de moments nuls est plus important) que dans le premier.

Nous avons appliqunotre néthode de reconstruction trorisgien angles et eechellesa un fanbme
inspire du fanbme utili par Natterer dans [75] pour le prébtea angle limié. Les ésultats sont
présenés en figure (4.18) pour une gamme d’angleédixon a seulement conseérles projections as-
sockeesal € [15,165]), puis pour plusieurs gammes d’angles, de ragra visualiser le comportement
de notre rethode en fonction de la quai&titie donées disponibles (figure 4.18).

Nous pésentons enfin un dernier test dans ce paragraphe, en adoptant un point deéreatdiff
précedent : on peut aussi imaginer que I'on fixe une direction, et que I'on souhaite reconstruire dans
une image seulement les singulasidirigees selon cette direction. Dans ce cas, notthode peuétre
utilisée, en tronquant la reconstruction @ohelles t&s fines, et en ne conservant dans la reconstruction
gue les angles au voisinage de la directiorggisc’est ce qui &t fait en figure (4.20) : on a construit

un fanbme avec des rectangles dont |é&s avaient des directions &gs (verticale et horizontale pour

le caré en haut gauchea 60° et 150° pour le caia droite, ea 45° et 135° pour le rectangle en lzas
gauche).

Dans le premier cas (preare ligne), nous avons effe@wne reconstructiontoseules les directions

entre 85° et 95° ongte conserges; dans ce cas, c’est la reconstruction des bords horizontaux qui est
visée. Pougvaluer la qualié de la reconstruction, nous avons appdigun cetecteur de contours simple
al'image initiale (en clair), puia I'image reconstruite (en foay. Conforn@ment aux constatations faites
préalablement, on constate que dans la direction de la sin@l@ribord est d’autant mieux locaisjue
I'ondelette pésente un grand nombre de moments nuls (qeraticolonne par rappadtla troiseme) ;
cependant, dans la direction orthogonale, I'effet est inverse : plus I'ondelette a de moments nuls, plus
elle oscille, et moindre est la @eision de la localisation. &anmoins, lesésultats de localisation sont
indeniablement meilleurs qu’avec latroprojection filtee (pesenés en deuxime colonne).

Dans le dewdme cas (deugime ligne du tableau), nous avons seulement coadesvprojections ef-

!Nous avons utilié comme @étecteur de contours la fonctiedge du logicielMatlab , pour le filtre de Sobel.
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FiG. 4.17 — Comparaison entre trois ondelettes. Reconstruction éfteetvec une seulechelle, tés
fine. On mesure seulement sur 0°-5° et 175°-18@troprojection filtée, puis, de gauche droite, re-
construction avec I'ondelette chapeau mexicain, 'ondeket@atre moments nuls, puis I'ondelette de

Morlet modifiee.
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FIG. 4.18 — Visualisation de laéduction des artefacts proé&er par I'utilisation de notre éthode. Re-
construction dans le cas du préebiea angle limié [image256 x 256 ; seules les mesures effeéts

pourd € [15,165] sont conser&es]. Prengre ligne : le farme, similaire au fai®me utili® par Nat-

terer dans [75] (V.2), puis des reconstructions, avec les traces des sections verticale puis horizontale :
deuxieme ligne : parétroprojection filtee ; troiseme ligne : ondelette de Morlet mod@ié. quat@éme

ligne : avec une ondeletiequatre moments nuls.

300
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Fic. 4.19 — Comparaison de notreethode avec laétroprojection filtee dans le cas du pravhea
angle limié ; de gaucha droite, la néthode deé&troprojection filtée, notre rethode avec une ondelette
a quatre moments nuls, et notr&tinode avec I'ondelette de Morlet modii. De haut en bas, sont mises
a zero les projections correspondant aux angles [5° 175°], [10°,170°], [45°,135°], et [85° 95°]
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fectuees entre 55° et 65°. Les conclusions sont similaires.

Dans le troisgme cas, nous avons suppéne caré de droite : il n’y a donc plus de bor@s60° dans
I'image. L'objectif est alors que la @thode de reconstruction netdcte pas de bord. Avec notré&thode,

des singularés sont certesadecées, mais restent concezes aux sommets des @&sr alors qu’avec la
rétroprojection filtée, on retrouve I'influence des sommets, mais diffusur toute I'image.
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FIG. 4.20 — Reconstructions aveglsction de direction : autour de 90° ([85°-95°]), autour de 60° ([55°-
65°]), autour de 60° aps avoir enleg& un care.).
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4.3.3 D’autres problemes locaux
4.3.3.1 Probkme interieur a angle limité

Nous avons vu dans les deux paragraphésagients deux adaptations de la formule d'inversion de la
transfornée de Radon (4.10) : la prise en compte de éesntrongées selon la variable, ou selon

la variabled. Nous proposons ici un testide sinogramme est simultament trongé en ces deux va-
riables ; I'objectif est alors de reconstruire dans uegan ingrieure les discontinés plaées selon les
directions pesenees. Les&sultats sont @senés en figure (4.21), pour I'ondeletéequatre moments
nuls, et pour I'ondelette de Morlet modg.

4.3.3.2 Reconstruction en pgsence du bruit

L'objectif de notre travailetait de proposer une &thode permettant le traitement de dees locales,
non corrompues par du bruit. Le traitement de dmamtomographiques bréaés fait I'objet de la trans-
formée en ondelettes vaguelettes, et des tran&esnen curvelets et bandeletea®qiees dans le cha-
pitre piecedent : nous n'avons donc pas I'ambition de nous positionnerdaes réthodes en @sence
de dones bruiées. Nbanmoins, nous avons voul@nfier qu’en pésence de bruits, notreathode
n'adoptait pas un comportement aberrant. Nous n'avons pas #&itd# tieorique sur ce point, mais
nous l'illustrons par quelques exemples.

Nous avons d'abord testie comportement de notre algorithme eggance de do@es compltes et
bruitées, corrompues par un bruit blanc gaussien d@uialt-type eségala 1% du maximum de la
transfornee de Radon, dans le cas du fante de Shepp et Logan. Lessultats sont @senésa gauche
sur la deux@me ligne de la figure (4.22)nan a utili€ 'ondelette chapeau mexicain, en supprimant les
échelles les plus fines utiies pour une reconstructianpartir de donees comgites non bruées. La
qualitt de la reconstruction est comparahleelle obtenue avec lagthode deé&troprojection filtee @
droite), tout eretant moins granuleuse.

Nous avons ensuite congi@ des donees bruiges et trongees, dans le cas du prebhe in€rieur
(mémes paragtres de bruit que pour les dares compites, avedRE = 40); le principal probéme

qui se pose alors est celui du prolongement des projections : ici, nous avons choisi de maintenir les pro-
jections non mes@esa zro (pour ne pas prolonger des dées bruigées). Les &sultats obtenus sont

sur la troiseme ligne de la figure (4.22), avec un zoom detigion d’'inerét en quateéme ligne. Il reste
possible de localiser les bords des structures dargglanm d’in€rét, méme si la qualé est @égrade par

rapport au caswles donges ne sont pas brags (cf. figure 4.13).

Enfin, nous avons effeckudes tests dans le cas du pesbka angle limié. Les Esultats sont f@sengs

en figure (4.23). Le bruit est le@me que dans les testepedents; sur la deugime ligne, les doréres
sont compétes ; sur la troigime, on a conseeves incidences comprises entre 45° et 135°; enfin, sur la
dernkiere ligne, on a seulement consetgs incidences comprises entre 55° et 65°. L'ondeletteagilist
'ondelettea quatre moments nulsgsenge plus haut, et on a consénune seuléchelle dans la recons-
truction (la néme que celle que I'on avait utiée pour les tests avec ddres non bruées). On constate

ici que les bords sont clairement identifiables (et en tout cas beaucoup mieux qu’adeopeojection
filtrée).
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FIG. 4.21 — Reconstructions obtenues dans le cas deédsrinongées ens et end : dans les deux cas
RE = 34; dans le premier (deugime et troiggme lignes) seuls les angles compris entre 85° et 95° sont
conseres ; dans le deugme cas (quatime et cingueme lignes), seuls les angles compris entre 0° et 5°,

et 175°t 180° sont cons@&y.
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FiG. 4.22 — Prob¥me in€rieur et donées bruiges : reconstruction du farhe de Shepp et Logan, par
notre néthode & gauche) et pagétroprojection filtee @ droite), en pesence de doi@es bruikes. Sur
la deuxeme ligne, les reconstructions sont obtenagsartir de donees compites; sur la troigme
ligne, les reconstructions sont obten@epartir des donges acquises au travers de égion indiquee
sur le fanbme (premére ligne) ; en dme ligne, on propose un zoom sur &gion d'inérét dans les
reconstructions obtenues.
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FIG. 4.23 — Prok®mea angle limié et donies bruiées : reconstructions par notré&thode & gauche)
et par Etroprojection filtee @ droite), en pesence de domes bruiges. Sur la deugime ligne, les re-
constructions sont obtenuaspartir de donees compites ; sur la troigme ligne, les reconstructions
sont obtenuea partir des dones éduites aux incidences [45°-135°]; earde ligne, les doréres sont

réduites aux incidences [55°-65°].
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4.3.4 Liens entre notre neéthode et les nethodes existantes

Pour conclure ce chapitre, nous souhaitons expliciter des liens entre ragtreda et les #thodes exis-
tantes.

Le lien le plus naturel peut se faire par avec leéstlodes de typeetroprojection filtee pour lesquelles

on fixe une ondelette admissible2D : on reconstruit les coefficients en ondelettes 2D agsagpartir

de coefficients en ondelettes 1D caksildans le domaine de Radon par rapport aux ondelettes 1D de
la forme ARy ¥. Dans notre rathode, nous nous plagons dans le cadre d’une transéoem ondelettes

2D directionnelle, dans laquelle les ondelettes choisies pour I'analyse et la&sgrabnt diffrentes.
Nous fixons une ondelette 2Binguliere, et nous reconstruisons les coefficients d’ondekefpartir du
domaine de Radon, mais sans calcul sappntaire : les coefficients sont directement les valeurs de la
transfornée de Radon.

On peutégalement faire un lien avec la transf@eren ridgelets continue. En effet, nous avons vu que si
I'on fixe une ondelette) 1D, alors la formule de reconstruction pel#aire sous la forme suivante :

1 I oo oo 1 X-®—-b)\ da
— | ——— | —dbdl 4.15
ve [ < vanror > oo (S Gaw aas)

Or, comme on I'a vu, la formule de reconstruction obtenue par@thotde de M. Holschneider&rit

1 oo 2w 1. [r_p(x—Db) da
f(x) = 27TCh/0 /0 - Ref(b-@)ah (a) dlode5

f(x) =

et donc, si I'on choisit une ondelette de reconstruction sous la féfmg x2) = 1 (z1)@(x2), ou ¥ est
une ondelette 1Dé&rifiant la condition d’admissibilé

(k)
k‘2

dk # 0, < 400

et al ¢ est normalige de telle sorte queé ¢ = 1, alors la formule de reconstructiorestit
R

0 g [ o (25 o (4522 o

1 oo 27 1 .O—b- .t —pb.-eL
_ / / Rof(b©) Ly (@b O (x O b0\ da
2Ch Jo o Jr2 a a a a3

— 1 too 2w 1 .O — Ot —t¢ d
b=s@+6" / / Rof(s)= (= No (X dtdsdd™>
2Ch o o Jr2 a a a ad

/R(;S <X®;t> dt uzxj‘l - a/RgZ)(u)du =a

ce qui permet degecrire I'expression @oadente sous la forme

1 Foo 2w X-0—s da
f(x) = 520 /0 /0 - Rof(s)y <a ) dsdﬁg

En comparant avec la formule (4.15), nous pouvons constater que, sous des conditicGneuiziles
sur I'ondelette de reconstruction, nous obtenons une formule de ggmagbosition en ridgelets, dans
laquelle on utiliserait une ridgelet singéite pour I'analyse (un pic de Dirac), et une ridgekguliere
pour la syntse - c’esta-dire exactement comme pour l'integpation que nous avons damci-dessus,
mais a ici les ridgelets remplacent les ondelettes.

avec




Chapitre 5

Methode geometrique

Le travail que nous @senterona la fin de ce chapitre s’inscrit dans la legde la thse de Markus Fleute
[39], ol une neéthode d’identification de la surface d’'une wmtea partir d'images fluoroscopiquégait
propo®e ; I'idéeétait de se dispenser du recoardes images poperatoires, et de compenser le manque
d’information 3D (que I'on aurait pu apporter avec un scannéeoperatoire) par un mete statistique
de surface de verbre.

Nous allons tout d’abord rappeler les grandes lignes deéthode de reconstruction (on pourra se
reportera [39] pour plus de éktails), puis nous @ciserons notre contribution dans ce travail, relative
a l'intégration d’'uneétape semi-automatique deétdctions de contours de velbres dans les images
fluoroscopiques.

5.1 Reconstruction de surfaces par recalagelastique

Comme on vient de le dire, I'iek de la rethode de reconstruction mise en oeuvre ici est la suivante : au
bloc operatoire, au @but de I'intervention, on effectue quelques images fluoroscopiques de ddneert
que I'on veut instrumenter, sous difents angles (en pratique deux dans la mise en application actuelle) :
une ankéro-posérieure, c'esti-dire de face, et une kxale, c’esta-dire de profil. La rathode consiste
alorsa reconstruire une image 3D de la surface de laebeet en éformant un moéle gerérique de
surface de veébre, de ma@irea le faire concider, en projection, avec les deux images fluoroscopiques.

5.1.1 Le mockle statistique de surface de vedbre

Le mockle que nous utilisons ici est celui quié&®e construit par M. Fleute pendant sa¢k ; il aéte
élabok a partir d'une base de doees d’examens scanners de &bres, traiés de la mamire suivante :

— Chacun desv examens scanner de la base est segemamir en extraire la surface de la édmte
concerree, selon un algorithmeggelopge dans [39].

— On plague un maillage triangulaire sur chacune des surfaces (tous les maillages issus de cette
phase comportent le&me nombre de sommets et I@€me nombre de facettes).

— On calcule une surface moyenne; pour cela, on calcule, pour chague sommet du maillage, ses
coordon@es moyennes au sein de la population de maillages : chaque shirésteepesenge
par M points (n = (1,1, 21, ---, LM, YM, 20 ))- CeS surfaces sont aliges, permettant ainsi de

231
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construire uneurface moyennee vergbre :

1 N
S=+ Z Si
=1
Cette surface moyenne constitue la premiinformation consigee dans le male statistique uti-

lisé ensuite.

— On compéte I'information statistique du premier ordre qu’est la surface moyenne par une infor-
mation statistique du deuxine ordre, en effectuant uaaalyse en composantes principases la
famille de maillages ; pour cela, on calcule la matrice de covariancedtestillons par rappoé
cette moyenne :

op— Y S S)*
=512 (5= 98- 9)
i=1
Ainsi construite, cette matrice est sgirique, éelle et positive(x, x” Cx > 0), donc diagonali-
sable dans une base orthonéerdeR 3" formée de vecteurs propres de (ei)i=1.3n:m ; les3M
valeurs propres ass@gs éelles, positives ou nulles, peuveite ranges par ordre &roissant
A1 > A > Az > 0.
Les vecteurs propres sont les directions principalesftarohation obser@es dans leschantillons,
appeés aussinodes principaux desdormations concetement, ils éfinissent les axes défbrmation
autorigsa partir de la surface moyenne d’une edite.

On fait alors I'hypotlése que I'on dispose ainsi d'un nild permettant deétrire I'éventail des veétbres
naturelles, une surface de v@&lte sécrivant sous la forme

3M
S=5+) wie; (5.1)
i=1
Chaque surface de vetire autorige dans le matele est ainsi paragétrée par la famille de coefficients
(wi)i=1-3p € R3*M. amplitude des poidss; possibles est en pratique bémen fonction de I'am-
plitude des valeurs propres (par exemple, dans I'algorithme que nous avons eétilla majoration
w; < 24/ etait impoge).

En pratique, seuled” (ou N << M) valeurs propres d€' sont non nulles , et par codguent, seulgv
modes de éformation autour de la surface moyenne sont awéeri s'aere en plus que les tous pre-
miers modes deé&formation suffisena decrire un fort pourcentage des variations de formes observ
dans la population : on peut donédtire le moéle avec un nombre faible de paraimes. L'image 5.1
présente le mogle utilisg, pour la forme moyenne et les cing principaux modeséaderthations.

5.1.2 Algorithme de recalage du modle deformable avec les images fluoroscopiques.

Nous allons écrire ici les grandes lignes de l&thode de reconstruction. Ici aussi, on pourra se reporter
aux travaux initiaux de M. Fleute [64, 40] pour plus dsalls.

Idée Gerérale L'id ée consista trouver parmi les veebres possibles dans le domaine du eledelle
qui, si elle avaiéte projeee dans les Bmes conditions que les conditions peé@ioires, aurait dorn
les images fluoroscopiques dont on dispose, ou, plecigment, dont la projection de la surface aurait
donre les contours&ecés sur les radiographies.
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Fic. 5.1 — Le moéle statistique de surface de \&hte : la forme moyenne (vue sneure, de face et de
profil) et les formes exémes autorises par les cing principaux modes ddaimation.

Une fois les deux radiographies acquises, on les calibren(les replace dans ugférentiel commun

a celui du patient), et on isole les contouis €kt Ietape actuellement critique, qui fera I'objet de notre
contribution expliciée plus loin). On "é&pose” alors virtuellement la surface moyenne du @wdans

la s@ne, et, par un algorithme d’optimisation, on kepthce et le dorme jusqua converger vers une
position dans laguelle @oriquement, si on acquigékitnouveau deux images fluoroscopiques, on retrouve
les deux images initiales. En pratique, on cherche la position deladen translation et en rotation),
ainsi que les poids de l&édomposition (5.1), qui permettent de minimiser la distance de cette surface
aux faisceaux dettroprojection issus des deux images fluoroscopiques.

Lafigure 5.2 montre en haut, laéste a1 a lieu le recalage, le mete ceformable par rapport aux faisceau

de ietroprojection, avant et a@s recalage, et sur les deux lignes suivantes, comment, sur une simulation,
au fil de quelquesétapes de I'algorithme, la vétire &formable -en vert - vient se fondre dans la&bre

a reconstruire (en jaune, et en pratique inconnue).

L'algorithme d’optimisation  Nous explicitons ici I'algorithme d’optimisation mobiésdans cette
méthode. Rappelons que le but de cette phase est de mettre en correspondancddebfarchable
d’une part, le faisceau de rayons @troprojection d’autre part.

Pour cela, M. Fleute a eu recours a un algorithrgeatif, dont chaqué&tape est écoupke en deux
phases : une phase geealage rigideau cours de laquelle on chercaekfinir la translation et la rotation
optimalea appliquer au magle, puis une phase decalageélastique au cours de laguelle, une position
du mockle étant fixee, on le éforme sous les contraintes deformation du modle statistique éfinies
plus haut.

Avant de cetailler chacune des deux phases, noégigons le crigre de minimisation utilis; a chaque
itération, on minimise la distance entre deux faisceaux de deogtayoir :
— d’une part le faisceau des rayons, issus degmifftes radios ; on note ces droites (qui constituent
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FiG. 5.2 — En hauta gauche, la sme : les radios calibes, la source de rayons X et les faisceaux qui
en sont issus et qui viennent frapper le raled au milieu, le moéle ceformable au coeur des faisceaux,
avant recalage, €t droite, apes recalage. Sur les deux lignes suivantes, en vuésisupe et larale,

la verebre de gference, en jaune, en pratique inconnue, et leagtedeformable, avant recalage, apr
recalage rigide et aps quelques@rations de recalages rigidesaddstiques : la surface verte vient petit
a petit se fondre dans la jaune.

lesdonréesdu probEme de recalage) de la mare suivante :
djj=1--p

— d'autre part, ce que M. Fleute, edférencea [43], nomme lexzontours apparentsiu maillage
triangulaire dans la postion courante ; ce sont I&eardu maillage telles que I'une des facettes
adjacentes egiclaie par la source de rayons X, et I'autre est’'dmbre” : on fait I'hypotlese
que les points de contours qui apparaissent en projection sur les radiographies sont les images
des sommets de cesetes. Pour une combinaison de paids= (w;); fixée, on note ces droites
(attactees aumodele ceformable de la mangre suivante :

(mj (w>)j:1...J

Les aBtes apparentes ne sont pas I&mas d’'une positioa I'autre et d’'une @formationa l'autre
(incidence de la source de rayons X sur le ratebtant modifeea chaquettape) : il faut donc
les recalculer au fil desétations.
Une fois que, dans la position courante, lest@s apparentes oae determirees, on associe chaque
droite de etroprojectiond;, I'aréte apparente la plyzoched, parmi les agétes apparentes du neld
(au sens de la distance euclidienne entre deux droites de I'espacegeglauline ethode de moindres
cares).

Vk=1---K, dy — de(w) = arg .mlinjd(mj(w),dk)
=T

Lors de cette phase d’appariemment entre une droitétdeprojection et une ate, sont assoes deux
points : un poinDy (w) appartenana dy (w), et un pointMy (w) appartenanh my (w) tels que

(Dy(w), My(w)) = arg min min IDM]|
(D, M) €dy (w) X B (&)
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(c’esta-dire que les pointBy (w) etMy (w) sont les points les plus proches, pour la distance euclidienne
classique, entre les segments apgari

On recherche alors la transformation (rigide @astique, selon la phase courante de l'algorithee)
appliquer au mogle, afin de minimiser cette distance. On distingue alors les deux phases.

Phase 1 : recalage rigide On cherche la rotatioR et la translation optimalg, a appliquer au maele
pour minimiser la distance entre les deux nuages de points (iésraipes la proédure d'appariemment
des droites) :

K
> IDi = (RoM; + to) ||
i=1

Pour identifielRg ettg, M. Fleute a utili€ une néthode d’optimisation connue sous le nonmeithode
des quaternionfs0]. Nous I'explicitons ici.
Rappelons ici que I'on appeltpiaterniond’ensemble des nombressrivanta+bi+cj+dk, (a, b, c,d) €
R*, ol (1,14, j, k) verifient

==k =ijk=—1,ij=k, ik=—j, ji=—k, jk=1, ki=j, kj =1
Lintérét de cette re@sentation pour le codage des transformations rigides esedemature que le
recours aux hombres complexes pour ésgnter les rotations du plan : de |&mme margre que dans
le plan, une rotation d’angle peut se reg@senter efficacemeatl’aide du nombre complexe de module
1 €, comme la transformation qué tout nombre complexe = x + iy, rep@esentant le point du
plan de coordores(z, i), associe son imagé = €'z, les quaternions fournissent un moyen efficace
de repésentation des rotations et translations de I'espace, au geihgxste un isomorphisme entre
I'ensemble des quaternionsRtx R3 : un regre de 'espacétant fxe, le quaterniom + bi + ¢j + dk
peutétre asso@ de margre unique au coupléz, u), ol u désigne le vecteur dR? de coordonées
(b, c,d). Pour exploiter ceci pour coder des transformations rigides, on a recours @natiops @finies
sur les quaternions. Rappelons ici que I'ensemble des quaternions forme éime gdgur les ogrations
suivantes :

(a1,v1) + (az,v2) = (a1 + a2, v1 + v2)

et
(a1,v1) X (az,v2) = (a1a2 — v1 - V2,a1Vve + asvi + vi A va)

Ce produit de deux quaternions, non commutatif, peut aussiig2 sous forme matricielle

a;  —vi1 —vi2 —U13 as
Uil a1 —Uiz V12 U1
q1 X g2 = (a1, v11, v12,v13) X (a2, va1, V22, v23) = = Mg (q1)a2
V12 V13 ai —V11 V22
Ui —vi2 V11 4 Va3
as —U1 —V22 —Ua3 ai
U1 @y V23—V v11
= = Ma(g2)q1
Vo —U23 Gz V21 V12
U2 U2  —U21 G2 v13

ou on a introduit les deux matrices de taillex 4, notees respectiveme,(¢;) (matricea gauche,
assocée au quaterniog) etMq(g2) (matricea droite, assoée au quaterniog).

On cefinit le produit scalaire de deux quaternions

(a1,v1) - (ag,v2) = ajag + v1 - v
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la norme d’un quaternion

(@, v)Il = V(a,v) - (a,v)y/a? + || v]?

et le conjugeé d’'un quaternion
(a’v V) = ((1, _V)

On peut alors introduire le codage des rotations par quaternions : la rotation ddamglmur de la droite
dirigée par le vecteur unitaine est la transformation gui tout vecteur du plan, @compoé selon

v=(v-n)n+(v—(v-n)n)
—_—— ——

€Vect(n) € nt
associe le vectew’ tel que

v/ = (v-n)n+cosf(v—(v-n)n)+sinfdnA(v— (v -n)n)

= (1 —cosf)(v-n)n+cosfv+sinfnAv

On peut alors é&rifier que dans I'ensemble des quaternions, cette relationis’

0,v") = (cosg,sin gn) x (0,v) x (cosg, —singn) =qgx(0,v)xq

. . i 0 . 0 N . .
ou on a noé ¢ le quaternion unitair¢cos 5-sin §n), qui suffit donc pour reg@senter la rotation d’angle
6 autour de la droite dirige par le vecteur unitaine.

On peut alors revenir au praishe du recalage rigide : on cherdRg ett, minimisant le criére
P
> " |IDs — (RoM; + to) ||
i=1

On introduit les centres de gra&itles deux nuages de points :

D :P;DietM :P;Mi

La transformation rigide optimal@R, to) devra \erifier une pren@re contrainte : les centres de gravit
doiventétre confondus aps la transformation optimale, autrement(dt, t) vérifient

D* = RogM* + tg

Introduite dans la sommeeminimiser, cette condition permet d&crire le crierea minimiser selon :

K K
|D; — (RoM; +to) |2 = [(D; — D*) — (Ro(M; — M*) + to) + D* — RoM* ||

K
= (D~ D*) — Ro(M; — M)
=1

Pour aleger les calculs dans la suite, on pose, pourtedtl - - - K, §; = D; — D* etu; = M; — M*;
on noted etn les parardtres de la rotation chereh, ety le quaternion assoei Le crierea minimiser
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s'ecrit alors :

P
le5i — (Ro) 1> = ZII (0,81) =g x (0, 1) x 7> = Z 1€0,81) — g x (0, 1) x ql*[la]|?

=1

= ZHO5 xq—qx(0,1)xqxq|* = ZHO5 X q—qx (0, )]
=1 =1

.
= I (0,6 0 — Mo (0, ) P

avec les matriceBl, ((0,0;)) etMg ((0, 1;)) définies plus haut. Le calcul se poursuit ainsi :

P

Zt (Mg ((0,63)) ¢ = Ma ((0, 1)) @) (Mg ((0,63)) g — Ma ((0, 14)) q)

=1

-
= > " (Mg ((0,61)) — Ma (0, 1)) (Mg ((0,61)) — Ma ((0,14))) ¢

i=1
P

=g (Zt (Mg ((0,05)) — Ma ((0, 1)) (Mg ((0,6)) — Mqg ((QMi)))) ¢ ="qBq
i=1

P
ol on a noé B la matrice syratrique éelle (Z F (Mg ((0,83)) — Mq ((0, 45))) (Mg ((0, 63)) — Mq ((0, m)))) .
i=1
Le probEme initial est donc raméra la recherche d’'un quaternion unitair@ui minimise la quanté
f(q) = tqBq. Ceci est un prol@me de minimisation sous la contrainte de tgelie g(¢) = 0 avec
g(q) = 1—||q||*> = 1 —tqq. En appliquant la technique des multiplicateurs de Lagrange [21], on sait que
si g est solution du proeime, alors acessairement il existe) € R tel que(qo, A\o) sont solutions du
syseme

{ 1 —"q0q0 =0
Vf(q)+AoVyglqp) = 0
ce qui ici apes calcul des diffrentielles def et g, s'écrit
{ 1 —"q0q0 = 0 Soit { fgoqo = 1
2Bgqo —2Xq0 = 0 Bgy = Xoqo

On en aduit que
— Ao est une valeur propre de la matriBe donc Eelle (carB est synétrique Eelle), et positive (car
B est de la forméM M)
— ¢o est un vecteur propre de norme 1 as8@ch,
De plus on a alorg'(q0) = ‘q0Bqo = Mo'qogo = Mo : Ao est donc la plus petite des valeurs propres
de la matriceB, et gy un vecteur propre de norme 1 qui lui est aséo€leci permet d’expliciter la ro-
tation optimaleR, de laquelle on @duit la translation optimakappliquer au mage :tg = Rom*—d*.

Phase 2 : recalageelastique Pour un vecteur dedormationw = (w;);=1..., donre, le moele que
I'on déforme sécrit B
S(w) =5+ Ew

ou E désigne la matricéeq |ez| - - - |er,) des directions principales défrmation, de taill8 N x L, ou
N désigne le nombre de sommets du maillagd, désigne le nombre de modes defarmation.
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La phasetlastique de l'algorithme deéfbormation consista identifier le vecteur de poids optimal

pour minimiser la distance au faisceau @draoprojection. L'algorithme de Levenberg-Marquardt est
alors utili ; nous ne le @senterons pas eréil ici, mais nous mentionnerons simplement que c’est
un couplage entre deux algorithmes de minimisation : I'algorithme de Newton-Gauss, et I'algorithme
de descente de gradient; le but de son utilisation ici éstitdr au maximum 'a@&t de I'algorithme de
minimisation dans un minimum local. On en trouvera une description dans [82].

Algorithme global de reconstruction : cet algorithme est uneétation de phases dans lesquelles sont
réaliges unetape de recalage rigide et ustape de recalagdastique ; en pratiqué, partir d’'une posi-
tion initiale du mo@lea deformer, une prergéreétape de recalage rigide est effésusuivie d’'unétape

de recalageélastique, dans laquelle on cheréhiéentifier seulement le premier poigds correspondard

la direction principale de&formation (celle qui est asséeia la plus grande valeur propre dans I'analyse
en composantes principales). Une fois une estimation du poids opéai@kte, on iere les deuetapes

de recalage, en ajoutaatthaque #ration un nouveau poids dans kcomposition.

5.1.3 Mise erevidence de I'importance de l'initialisation du mocele

Nous abordons ici un des premiers pgrbes noné&solus dans la mise en oeuvre qu’en avait prépd4.
Fleute : l'étape d'initialisation de I'algorithme de recalage. Céttpe consista determiner une position

a donner au magle ceformable au ébut de I'algorithme de reconstruction pour que la reconstruction
qui suit ne @marre pas sur des bases aberrantes, et pour limiter les risqués d&attalgorithme de
déeformation dans un minimum local.

Dans les validations aatieures ([39]), cette initialisatiogtait effect@&e manuellement, I'grateur pou-

vant ceplacenr la souris le mogle ceformable au sein des faisceaux @&woprojection via une interface

du type de celle @senke en 5.2. Nous souhaitions travailler sur I'automatisation, au moins partielle, de
cetteétape.

Il est ai€ de e&finir une position initiale grossaie :

1. enrotation : nous supposons que I'orientation globale de labmerdu patient est connue (on sait
dans quelle position est couebur la table d’opration). Par coréxjuent, en rotation, les paraines
a donner au magle ceformable son& peu pés connus (axe de la velre connu, position de la

. LT
vertebre par rappor cet axe connui 7 pres).

2. en translation : nous faisons I'hypéde que le centre de gra&ite la verbre 3D se projette
au centre de gratde chacune des projections. Nous proposons de calculer pour chaque image
fluoroscopique dans laquelle les points de contougétinisoks le centre de gragtde chacun des
nuages de points, et de positionner alors le centre de grdwimo@lea deformera I'intersection
des deux droites d&troprojectioremergeant de des deux points.

Nous obtenons ainsi une paosition initiale qui auraige une position manuelle (c’'eatdire que I'on
se place dans des conditions jusqu’alors a@eg)t Malheureusement, ceci ne permet pas de garantir
gu’a coup §ir, la reconstruction va seetbuler convenablement et converger vers la surface redwrch
Il s’avere que l'algorithme de reconstruction eststinstable : si I'on consete deux postures initiales
définies par des paragtres tes proches, I'une peut conduiieune reconstruction convenable, et I'autre
non : ceci provient du fait que I'algorithme d’optimisation peut f€&&r dans un minimum local du
critere d’optimisation.

Néanmoins, nous avons congtaikferimentalement que ce type de cas ne se produit pastuvent, et
I'on arrive souventa obtenir une reconstruction correcte avec une position initiale gressent fike.

Il nous semble donc que I'on pourraésoudre ce probme en mettant en place degtimodes stochas-
tiques, de type recuit simeil étant donBe une position initiale grogssiement connue, I'iee consisterait
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a lancer en paralle un grand nombre de simulationsaegjarder comme surface reconstruite la surface
vers laquelle la plupart des expences aurait tendanéeconverger. Ceci pourrait constituer un prolon-
gementa notre travail.

5.2 Le probleme de la @tection des contours dans les images radiogra-
phiques

L'algorithme propoé par Markus Fleute @t valice en reconstruisant des surfaces del@es n’ayant
pas serva katir le mockle statistique et conduitdes erreurs de recalage d’ordre mibitmque. N\anmoins,
pour ces tests, les contours des projections radiographiques adieatcuésa partir des surfaces de
vertebres parfaitement connues, étéipe de segmentationétait donc pas prise en compte (ou suppo-
sait que la étection des contours dans les images fluoroscopiques serait efestinuellement, ce qui
n'est pas envisageable en routine clinique :8gedtion de contours est uréeche fastidieuse, qu'il péita
difficile de faire executer par un chirurgien aletut de chaque intervention). L'un de nos objectifs de
théseétait de proposer une automatisation, au moins partielle, deatatie.

5.2.1 Difficultés inherentes aux radiographies de vegbres et cfinition d’'un cahier des
charges de la néthode de segmentatiom développer

Détecter des bords dans une radiographie estastetcompligée, car comme on I'a expli@udans le
chapitre d’'introduction, une radiographie est I'image d’une superposition de structures (c'e &@remdéf
avec une image en coupe, dans laqueliedter des bords est un prébile en gréral beaucoup plus
simple) : si certains bords apparaissent facilement, d'autres soriéaeln d'autres structures super-
poses plus absorbantes (on parle démimene dbcclusion de plus il existe un certain nombre de
zones (par exemple dans &gion de [Epineuse) 0 la vertbre et les structures environnantes se fondent
dans les rames niveaux de gris.

Cherchei deétecter automatiquement tous les contours d’unékestsur une image fluoroscopique nous
parat ainsi illusoire, et il semble difficile de se passer de I'interaction @xpertpour guider la élection
des contours pertinents.

Dans ces conditions, nous avons donc cheidnoncer a cefaut de conditions suffisantes - des condi-
tions recessairea \erifier pendant Btape de étection de contours poeéwiter de compromettre le bon
déeroulement de I'algorithme de reconstruction qui suit. Il est ainsi apparu quetheodea proposer doit
vérifier les points suivants :

1. elle doit se ptera une interaction avec un expert, permettant que son intervention, indispensable,
puisseétre effectée rapidement et confortablement par ce dernier : par exemple, nous avens jug
souhaitable que leédecteur de contours netli/re pas des points de contour i8] mais des
segments, rapidemer#lsctionnables par I'expert si celui-ci les juge pertinents.

2. elle ne peut pas se limitada cetection des seuls contours clairement identifiables : dan$ieqre
monttee en figure 5.3, on a comaees reconstructions obtenues avec deux types de contours sur
la vue laérale (toutes chosé&gales par ailleurs) : 'un complet, et I'autra seules les projections
du corps vekbral et des @dicules on&té conserges. Dans le deudime cas, la reconstruction
est catastrophique : se contenter de ces informations dans la segmentation d’'unérailedat
insuffisant, et il faut doncé&tecter des bords dans d’autrégions. D’autre part, nous en tirons un
autre enseignement :@me si toutes les informations accessibles en projection sur une structure
donrée sont mises e@vidence dans laélection des contours relatiéscette zone en projection
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(comme c'est le cas ici pour le corps \@tal et les pdicules), rien n‘assure que cégions-

la seront correctement reconstruites. La reconstruction n'est pas énatiop locale, mais au
contraire fortement&pendante de doBes globales (ce qui est conforme au mode de description
du mockle statistique : lesaformations appligges au mogle moyen sont, au moins pour les pre-
miers modes, desflormations globales, et on ne peéfarmer le moéle en un sommet sans que
les autres sommets “ne suivent”).

3. nous avonggalement constaigue deux familles de points de contour contenantdemnombre
de points de contour exacts, mais avec dans la éewd% de points de contours su@ohentaires,
mais errols, on pouvait observer une reconstruction de cudlién inErieure. Il nous semble
donc que I'expert, lors de la phase ddextions de segments, ne doit conserver que les segments
dont il est certain.

FiGc. 5.3 — Exg@rience de reconstructianpartir d'images fluoroscopiques dans lesquelles les points de
contour ontete deteceés manuellement; sur la premne ligne, des contours conéids comme complets
sont utiligs, alors que sur la dedne, on a supprigles points correspondant aux processugaside

la verebre ; dans le premier cas, la reconstruction est correcte, alors que dans éardexireconstruc-
tion est catastrophique,&me dans laggion du corps vegbral pour laquelle tous les points de contour
étaient pesents.

5.2.2 Contours : premeres cfinitions et méthodes de @tection simples assoées

Nous avons tout d’abord effe@uwn travail peliminaire qui a consigta évaluer les @sultats fournis
par differentes rathodes "classiques” dettection de contours ditede bas niveaiyc’esta-dire sans
introduction d’informatiora priori sur les structures que I'on cherchésoler), sur des images obtenues
avec un amplificateur de brillance. Nous noéf&rons icia deux ouvrages [58, 22].

Outils de détection de contour : Nous nous iréressons ich des images en niveaux de gris. L'inte@sit
d’une image peugtre vue soit comme une fonctiogfihie sur un compact de deR?, [-1,1] x [-1, 1]
pour fixer les i@es, soit comme une fonctioréfihie sur un sous-ensemble discietde R? (grille
réguliere).

Dans le cas continu, lorsqueest une fonction difrentiable, le gradient de I'intensif est le vecteur
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défini par

Y(z,y) € D, VI(z,y) = <3I(%y) 3I(x,y)>

or Oy

auquel on associe, avec l'integpation classique dégéments déR? vus comme deéléements deC, un

module
V(z,y) € D, |VI(z,y)| = \/<8I(8:1;,y))2 - <8I(8$g;y)>2

et un argument (ldirectiondu gradient)

V(z,y) € D, ¢(z,y) = arg (VI(z,y)) = arg ((W) i <€9Igcyy)>>

Une premeére cefinition classique consiste alaienoncer que les points de contour sont les points de
maxima locaux de la norme du gradient dans la direction du gradient
Pour une intens#t/, on aégalement recouis son Laplacien &fini par

%1 (x,y) N O*I(z,y)

V(z,y) € D, Al(z,y) = —5 5 oy

Une deuxéme finition consisted compeéter la @finition pecadente par le crire suivant : les points
de contour sones points de passage par&zo du Laplacien de l'intensite. Ceci permet d’ar@liorer la
robustesse duédecteur de contours quand une image est&suit

Rappelons comment ceéfthitions peuvenétre adapesa une image disete! : le gradient de l'inten-
sité I est approch par filtrage de I'image initial par des @pteurs locaux :

Y(k,1) € D, VI(k,1) ~ (Gy* +I(k,1), Gy * +I(k,1))

ou #x* désigne la convolution selon les lignes puis selon les colonnes de deux imagetediser a les
filtres que I'on a introduit sont des filtre@dvateurs dans chacune des directions principales de I'image
(a savoir verticale et horizontale) :

1 -1 0 1 1 1 1 1
Gy, = 3 -1 0 1 etGy = 5 0 0 0
-1 1 -1 -1 -1

De la méme margre, le Laplacien d’'une image digte peugtre calcud de la marére suivante :

0 1 0

- 2
V(k,l) € D, AI(k,l) ~ L« =I(k,l) avecL = 3 1 -4 1
0 1 0

M éthodes simples de etection de contours |l existe deux grandes approches pour &edtion de
bords dans les images. Une approche dfproche contourset uneapproche ggions(dans ce cas on
parle plubt desegmentation

Nous avons tout d’abord té&stifferentes rathodes correspondaatla premeére approche; en effet la
deuxieme approche consistéemettre erevidence les "homdgreités” dans une image, c'eatdire les
zones de pixels connexes ayant des pé&i#psi similaires pour un céte de regroupement daanDans

le probEme des images fluoroscopiques de alaes, ces gthodes ne semblent pas exploitables : les
vertebres sont en effet des structur@stinhomognes, et, si I'on se place par exemple au voisinage de
la frontiere d’'une vekbre, il est difficile de classifier les pixels environnants en pixekxigtrsa la
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vertebre et exérieursa la verébre.

Nous nous sommes donc concéstsur la prengire approche, en utilisant degthodes ba&es sur les
définitions d’un point de contowgnon&es plus haut : elles utilisent les@pteurs locaux d’approxima-
tion du gradient ou du Laplacien que I'on &penés, couptsa des oprateurs de lissage, qui permettent
de duire 'amplification du bruieventuel, inerentea I'application d’un ograteur dif€rentiel ; elles
fournissent, afrs seuillage des points critiques obtenus, des images binaismnbreprés les points
potentiels de singulaBt Des néthodes connues de ce tygedont notamment les &thodes dites de
Sobel, Prewitt, Roberts, et convolution par le Laplacien d’'une Gaussienne [58, 22]. Par exemple, dans la
méthode de Sobel, on utilise un filtre directement consaartir des filtres7, et G, préesenés plus
haut,a chacun desquels on a ajeatans la direction orthogonaida direction de @rivation un ograteur
de de type irigrateur pouréduire les effets du bruit (autrement dit on appliqueager filtrage passe-
bas dans une direction, et un filtrage passe-haut dans l'autre) :

1 -1 0 1 1 1 2 1
GU liss = 6 -2 0 2 etGh liss = 6 0 0 0
-1 0 1 -1 -2 -1

Nous avonstgalement fait des tests avec le filtre dit de Canny-Deriche. Ce filtrégadément une
approximation du vecteur gradient, mais on applique @alpblea I'image un oprateur de lissage,

=+

qui est un filtre gaussien, approximation déterde la gaussienne continje y) — %Q_Ty ; pour

résumer, le choix de la gaussienne permet d’assurer un compromis optimal entre la robustesse face au
bruit, la bonne localisation des contours et la n&@btedtion de faux points de contour. En jouant sur la
valeur du paramtreo, on peut faire varier “Epaisseur” des contourgtcés (plus la valeur de > 0

est faible, plus les transitions rapides de l'intem$itmineuses sont mises émidence (par rapport aux
transitions lentes)).

En pratique, I'application classique du filtre de Canny consiste eftégees suivantes [22] :
1. on appligue un filtre gaussién’image pour la lisser;

2. on applique chacun des deux filtres de S@b&image : on obtient alors une carte de chacune
des composantes du vecteur gradient; nous les note(®ns)(k, 1)), ), €t ((Vf)2(k, 1)) 4 1)
ou, en tout point de coordoiesk,!), le gradient de I'imagef a pour coordoneesVf =
(VI (k, 1), (VF)a(k, D).

3. apartir de ces deux cartes, on peut calculer deux nouvelles cartes : une carte du module du gradient,
et une carte de son orientation :

gsgn (( f)( D)) si(V)i(k,1) =0

V) 2 ;
arctan( VP ) sinon

Mf(k,0) =/ (V)1(k, )% + (V)a(k, 1)? eLAf (k1) = {

4. on ne conserve que les points de maxima locaux du module du gradient dans la direction du
gradient (on pourra se reporter par exenmipll] pour la mise en pratique de la recherche des
maxima locaux dans la direction du gradient).

5. on applique un seuillage par hggsis aux maxima locaux consésy: ceci consista fixer deux
seuils, un seuil haut, et un seuil bas. Si le module du maximum local estisupau seuil haut,
le point assod@ est @&clagé point de contour ; si le module du maximum local estiigur au seuil
bas, le point assogiesteliming ; si le module du maximum local est compris entre les deux seuils,
le point asso@ est @claé point de contour si et seulement si il est igdiratement voisin d’'un
point céja reconnu comme point de contour.



5.2. Le probleme de la dtection des contours dans les images radiographiques 243

Nous pésentons en figure (5.4) leésultats obtenus sur une image acquise par un amplificateur de
brillance, avec deux&tecteurs : le gtecteur de Sobel, et |@tkcteur de Canny-Deriche. Pour le filtre de
Sobel (sur la deurime ligne, avec une valeur du seldlcdoissante de gauchedroite), on voit qu’il est
difficile de trouver une valeur du seuil pour laquelle on obtienne des informations sur la féce della
vertebre, sans qu’il n’y ait par ailleurs trop de points de contours parasites. Pour le filtre de Canny, ily a
deux pararatresa ajuster : les seuils, et la valeur @el.a dernere ligne pésente desisultats obtenus

o fixés, en faisant varier la valeur du seuil haut ; par rapport au filtre de Sobel, on constate que les points
sont mieux rekes, dona priori plus facilement exploitables par un expert. Cependant,é&tat)’isoler
suffisamment de segments pertinents reéteat.L'idee que nous proposons d'utiliser pétre illustée

par la troiseme ligne : toujours pour le filtre de Canny, nous avorgsené les Esultats obtenus pour

des valeurs de seuils &%, et une valeur de décroissante; on constate alors que les points que I'on
souhaiterait voir dtecés sont des pointségh piesents dans deux images de gauche, ou des points au
voisinage de ces points:ICeci constitue, sématiquement, I'ide du @tecteur muléchelles dont nous
avons voultevaluer la pertinence ici, et que nouggentons dans la suite.

FiG. 5.4 — L'image fluoroscopique gne ligne : esultats de @tection de contours avec le filtre de Sobel ;
sur la &me ligne : ésultats de étection de contours avec le filtre de Canny, pour trois valeurs de seuil ;
sur la &me ligneg est fixg, on fait varier la valeur des seuils. On a uélla fonctionedge deMatlab .

Si on se place dans l'interiation continue, dans l&tecteur de Canny, chacune des deux composantes
peutétre vue comme leésultat d'une transforge en ondelettes continigeuneéchelle fixee ; en effet,
on peutécrire :

VI*+xG, =1%+xVG, = <I * 0G, 8G0>

—, I *
Ox oy
On dit quel * *VG, est unetransfornée en ondelettes vectoriellpar rapport au couple d’onde-

lettes <¢}; = aaiaﬂ/}? = aaGyU

). On peut voir un étecteur de contours mukiehelles comme une
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géreralisation du dtecteur de Canny que nous venons desenter, au sensiaelui-ci peut alor®tre
interptete comme un étecteur de contours morazhelle.

Dans le cadre d’'un projet finaa@ar la egion Rtdbne-Alpes, le projet ABMo, (Acquisition et [Btection
guidées par le Modle), nous avons trava#él avec deuxequipes qui mettaient en oeuvre de néaei
indépendante un&tecteur de contours muéthelles : avec Olivier Le Cadet, du laboratoire Laksre-
noble d'une part [9], et avecé&cile Barat et Christophe Ducottet du laboratoire LTSI de Saint-Etienne
d’'autre part [5]. Nous allons psenter bevement dans la suite les travaux efféstpar Olivier Le Cadet.
Les travaux @velopges au LTSI sont similaires (la défence essentiell&@sidant dans la cardatsation

des contours par leuggulari€ lipschitzienne : dans les travaux de C. Barat, le patesrde egularie
prend des valeurs digetes). Pour plus degdhils, on pourra se reportaif4, 61].

5.2.3 Detecteur de contours multi€chelles

Principe [67, 66, 61] Les points de contour&t@cés par un dtecteur multiéchelles sont choisis
parmi les maxima locaux du gradient de l'integsite I'image le long des lignes de courant assesiau
champ de vecteurs du gradient. Cetédinition est ensuite aéliorée en mettant en place uétdcteur
multiéchelle, construih I'aide de la transforge en ondelettes de l'intensjtavec une ondelette d’ana-
lyse construite comme le gradient d’'un noy&gularisant : en effet, avec un tel choix, la transfeem

en ondelettes vectorielle esthaquechelle proportionnelle au gradient de I'integdiss€e. Dans cette
approche, si on localise un maximum local &chelles fines, et s'il appartieatune chine de maxima
locaux suffisamment longuetravers les echelles, alors oadile que c’est un point de contour signifi-
catif. De plus, ce cadre permiegalement d’estimer l&gularié Lipschitzienne en les points de contour
détecks, c’esta-dire la egularié locale du bord au voisinge du point dans la direction orthogonale au
contour, fournissant ainsi un cite de classification (par exemple, des points de contour effectifs de la
vertebre peuvent aingitre disting@és de faux maxima mis eévidence par le&ecteur.

Transformée en ondelettes dyadique d’'une imageOn consi@re deux ondelettes bidimensionnelles
1)1 etys. La transfornée en ondelettes vectorielle de la fonctiba deux composanteséfinies par

Wlf(x,y) = fx* wl(x,y) and W2f(:l:,y) =f* ¢2(a:,y) ) (5.2)

Si I'on discietise les paragtres déchelle, la transforée en ondelettes dyadique de la fonctjpest
'ensemble

Wf = (W21}f<1',y), W227f(x7y))jez

avec pour tou

Wy f(x,y) = f by (z,y) and W3 f(x,y) = f* 3 (2,y) . (5.3)

Un détecteur multiéchelles peuétre obtenwa partir de la transforée en ondelettes dyadique si I'on
choisit
00" _ 00%(z,y)

éi’y) and ¢ (z,y) = 5 (5.4)

w%j (JZ‘, y) =

ol #' etd? sont des noyauxegularisants (c’est-dire des fonctions dont l'iégrale eségalea 1 et qui
tend vers 2roa I'infini). Si 8! = 62 la transfornée en ondelettes I'echelle2’ peutétreécrite :

(Wr=2v(r+6}))

JEZ
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Ainsi, la transforn@e en ondelettes vectorielle est proportionnelle au gradient de I’irééissiatef*%j.
A chaqueéchelle2’, les points de brusque changmentfde@%j sont les pointgz, y) ou le module

My, f(2,9) = W £ (2, )| = \/IWh, £ (2. ) 2 + W21 (2,9) (5.5)
présente un maximum local dans la direction du gradient, directionétopar I'angle
Ay f(z,y) = argument (W, f(z,y) + W, f(z,y)) - (5.6)
En pratique, les ondelettes choisies sont telles que
D (z,y) = P(x)0(x)0(y) et v*(z,y) = 0(x)0(y)d(y) (5.7)

ou ¢ est une fonction chapeau 1B(¢) = 1 — |z| si |z| < 1 et 0 sinon), et B ¢ est une ondelette spline
de dege 1 [61].

Dans la transforie en ondelettes distte rapide, I'imagef est discetisse en une matrice de taille
27 x 27, et la transforrée en ondelettes dyadique est caeuhuxéchelle®’, j = 1,2,---J, parj — 1
convolutions dis@tes successives deavec un filtre passe-bds suivies par une convolution avec un
filtre passe-hau, oug, :

ngf(x,y):f*h*u-*h*gx andWQij(a:,y):f*h*---*h*gy (5.8)

Le filtre passe-bas, assod a la fonctiond(x)0(y) dans (5.7), et les deux filtres passe-hauandg,,
qui sont des filtres &rivateurs dans chacune des directioret 3, correspondard une ondelette spline
1) de dege 1, sont don@s par :

0
1 1
~0,1,-1 == 1
2[07 9 }) gy 2 _1

L[ 21
=6l 242 %=
1 21

Identification de portions de contours dans les images Pour identifier les contours d’'une vebre
dans une image, on recherche les courbes le long desquelles I'iatesisftinguire dans une direction
(donree par la direction du gradient), et @stariation lente dans la direction orthogonale. Pour identifier
les courbes de contour, I'algorithme gerdule en cindgtapes :

1. on calcule d’abord la transfoém en ondelettes dyadique 2D de 'inte@$i’y; f (., y), ngf(a:, Y))je{iJ}

2. achaqueéchelle2’ on calcule les maxima locaul,; f(z,y) dans la direction du gradiedty; f(z, y)
(cf. 5.5),(5.6));

3. on chéne ensuite les maxima locaux de la transfeenen ondelettes travers le€chelles [67].
Ceci efinit des lignes de maximatravers le€chelles. Un point de contour significatif est alors
défini comme un point appartenant une tteasuffisamment longue ;

4. de plus, le long des lignes de maxima, on peut calculezdalarie lipschitzienne des points de
contour aéteces [67]. On peut les classer par rapppleurs exposants dégularie ; certains des
points de contour n'appartenant pada verébre ont uneégularié suffisamment diéfrente de
celle des points appartenanta vergbre, et sont dongliminés.

5. la dernéreétape consista rassembler les points de contour en segments de caupagtir de la
connaissance de la direction du gradient (5.6) : I'expert peut aémisler de garder les points ou
non.
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La figure (5.5) pesente les points de contour caksilsur une image classique, puis sur une radio de
vertebre g&che (c'est-dire sans environnement), acquise ave@&lecteur de radiologie nuarique uti-

lisé dans le projet MI3 (cf. chapitre d’introduction). Les couleurs traduiserédalarie lipschitzienne
des points de contours (le bruit, en bleu, a wgutarié lipschitzienne faibleq la difference des bords de

la verebre, correspondant aux discontigside I'intensi, qui ont uneé&gularig lipschitzienne proche
de 0 (en rouge)).

Fic. 5.5 — Detection de bords etgularié lipschitzienne sur une image classique (Mandrill), puis sur
une verébre gche (algorithme d’O. Le Cadet [61]).

Couplage entre la néthode de dtection de contours avec la rethode de reconstruction Nous
avons finalement mis en place uetape de étection de contours en deux phases :

— une prenire étape de étection de contours non supe@és ai un certain nombre de segments
possibles sont&ecés automatiquement : en sortie, on obtient une imagdes points de fort
gradient sont @tecés puis assembs en segments. A ce stade, des contours non pertinents sont
ainsimis erévidence, et au contraire, d'autres points de contour n'onéfageteces.

— une secondetole resultat de la @tection de contours est pro@osu chirurgien, qui, par quelques
rapides clics de sourisékectionne parmi les segments mis&asidence, ceux qui lui semblent per-
tinents, et sur lesquels se basera ensuite I'algorithme de reconstruction (I'assemblage en segments
de la preméreétape joue ici unale crucial).

Nous pEsenterons dans la suite lésultats du couplage de cet algorithme dtedtion de contours avec
la méthode de reconstructions. Nous avégsalement effectides tests avec un autre type étedteur
de contours, b&s sur des contours actifs. Nous l@ggntons rapidement dans ce qui suit.

5.2.4 [Detection de contours par une nethode de contours actifs modife : méthode GVF

Principe Cette néthode, dite rathode GVF poufGradient Vector Flowest une réthode de contours
actifs cevelopge Ecemment par Xet al.[83]. Elle differe des rathodes de &tection de contours tradi-
tionnelles [52, 23] par la prise en compte d’une force externe agphqglcontour actif : dans lagthode
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GVF, le bassin d’attraction d’'un contour n’est pas concéamutour d’un voisinage du contour, mais
étendua toute I'image. Ceci rend en particulier l&&thode moins sensible au choix du contour initial, et
permet de dtecter des contours qui ne sont paguitsa une seule composante connexe.

L'application de cette @thodea la cetection de contours dans des images debees a fait I'objet d’'un
stage déte effecte par de€tudiants de 'lENSIMAG, Jean-Marie Nguyen-Xuan-Dang et Sylvain Valla-
ghe,a I'ét 2004, sous la direction de \&ile Perrier.

Un contour actif (oisnakeen anglais) est une courbe paitrae du plany = (x,y) = (2(s),y(s))se[o,1]-
On associe unénergiea ce contour, et onéforme ce contour de telle sorte afin de rendre minimale son
énergie, l'ideeétant qu'un minimum de &nergie correspond une position du contour twidant avec
un contour “cach” de I'image.
L’ évolution de ldormedu contour esté&gie par Iévolution d’uneenergief assodge au contour,&@compoée
en deux termes :
— un terme qui moglise uneénergie interne de&ormation, péesent dans la athode initiale et
consere dans la rathode GVF, et qui prend la forme suivante :
2
ds

2
+ wa(s)

02%v

1
Eulv) = [ wils) S

w1 et wy sont deux fonctions poids permettent de colar les propetes “mécaniques” de la

courbe :

— wj est une fonction positive, qui codte la tension de la courbe : si on augmente son amplitude
on élimine déventuelles boucles egduisant la longueur du contour.

— wy est une fonction positive, qui cobte la rigidite : si on augmente,, on rend la courbe plus
reguliere. En mettant sa valearzero, on autorise des points de discontiauit

— un terme qui moglise uneénergie externe defbrmation

1
Eext(v):/o P(v(s)ds

P est un potentiel assdea I'image, en pratiqgue quand on constriit on fait en sorte qu'un
fort potentiel soit affe@& aux points de contour dans I'image. Dans Etimode traditionnelle, le
potentiel est sous la formE = —V I ; dans la réthode GVF, le potentiel est rempéapar une
autreénergie gquivalentea I'énergie originelle au voisinage des contours, mais dffugans
les zones homames qui sont enguiphérie : ceci permet d’avoir moins de contraintes sur le
contour initial, et permet deédecter des conca@is, comme on peut le constater dans la figure
(5.6), tiree de [83].

Le potentiel utili€ dans [83] est le suivant :

P = —c|V[G, * I]|

87v
0s

ou G est un filtre gaussien, eten contble I'étendue : c’est qui permet de éfinir I'étendue
du bassin d’attraction d’'un extremum local |d&|.
La détection de contours repose sur la minimisation @adtgie totale ; ceci se traduit aveéduation
d’Euler-Lagrange, qui prend la forme suivante :

0 ov 0? 0?’v
—— v |+ 55 (wers P(v)=0
Os <w1 85) * 0s? <w2 852> +VP)
a laguelle on ajoute des conditions initiales.
Nous pEsentons en figure (5.7) lessultats obtenus sur des images deal@g £che acquises avec par

un detecteur de radiologie nuarique, avec le étecteur de contours ingahené par J.-M. Nguyen-Xuan-
Dang et S. Vallaghe.
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FIG. 5.6 — Exemple tie de [83] :
GVF

FiG. 5.7 — Methode GVF appligeea des images fluoroscopiques de &bres éches.

Couplage avec la nethode de reconstruction Nous avons mis en place des tests du couplage de ce
deuxeme type de étecteurs de contours avec l&tmode de reconstruction, afin de pouvoir comparer
avec les esultats de I'interaction avec ugtkcteur multiéchelles.

Comme pour l'utilisation du etecteur de contours mudtihelles, nous sollicitonsgalement un expert
ici, mais cette fois-ci avant I'application dietkcteur de contours : il lui revient de dessiner un contour
initial, par exemple une ligne polygonale, qui suit gressiment le contour de la vefire.

5.3 Tests de reconstruction prenant en compte &tape de @tection de
contours

Nous peésentons dans cette partie ce qui a corsstiessentiel de notre travail dans ce qui eggené
dans ce chapitre : la mise en place de tests de reconstruction, prenant en cétapéd’initialisation
évoqlee plus haut et le couplage avec les&fifints étecteurs de contours que nous aviansotre
disposition (nous avona cette fin repris le codeédgelop@ par M. Fleute pendant saee pour le
compkter).

Le but des deux tests que nous allonésenteretait dévaluer I'erreur finale de reconstruction alors
obtenue (ce qui @tait pas le cas dans les travaux initiaux de M. Fleuie,acomme on l'a dit, les
contoursttaient simuds, ce quequivalaita une @tection de contours manuelle, suppesparfaite”).

5.3.1 Validation de l'integration de I'application dans la plateforme Surgetics sur une
vertebre che

Nous avons éfini une prentre €rie de tests [5]. Ses conditioataient les suivantes :
— nous avons travaélsur une vegbre £che e une verébre sans environnement eseure) ;
— nous avons utilisdeux images fluoroscopiques acquises avec le prototype de C-ARM dtlis
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le cadre du projet MI3 (et donc avec létdcteur de radiologie nuarique ingré dans ce disposi-
tif) ;

— nous avons utilis I'algorithme de étection de contours muétthelles évelopg@ par C. Barat et
C. Ducottet [5], qui avaitte integié par I'entreprise Praxim pour ces tests dans sa plateforme de
navigation Surgetics (une interface avait en partic@iecevelopgge pour permettra I'utilisateur
de choisir certains segments apila dtection automatique, éventuellement d’en dessiner des
suppEmentaires la console)

Le but consistait alora verifier que dans ce cas simple (les radiographies delwerteche, pour les-
guelles il n'y pas de structure annexe en superposition donc aucugpreblfocclusion, sont suppEss
étre simplesa traiter) que le couplagdétection de contours /reconstruction/navigatietait viable. A
cette fin, des tubes en aluminium avaiétt ins€rés dans la veebre €chea I'intérieur des pdicules.
Une fois les images fluoroscopiques cadibs, puis @-traiees par I'algorithme deédection de contours,
nous avons@&ectionré certains segments, puis appkdtalgorithme de étection de contours. Une fois
la reconstruction accomplie, une image virtuelle de la surface debrertinsi reconstruitetait dispo-
nible sur I'ecran de la station de navigation.

L'expérience consistait alogsessayer d’irerer un outila I'intérieur des tubes en aluminium en se lais-
sant guider par les images affeds sur la consolepd’outil (suivi et locali€ dans le champ @patoire)
esta chague instant plaen surimpression. Une image de l'interface disponible &stgmée en figure
(5.8) : il s'agissait donc deérifier que lorsque sur I'image de la console, I'outil (virtuetit repéseng
dans les pdicules de la vegbre (virtuelle), I'outil (Eel) était effectivement dans les tubeédls) de la
vertebre (Eelle). Ce fut le cas avec une erreur de positionnement @séiranviron 2mm entre I'axe de
I'outil et celui des tubes, ce qui en pratique est coagdomme suffisant pour du guidage en oréutip.
Ces tests ont dor&te juges satisfaisants.

FIG. 5.8 — Linterface de navigation offerte au chirurgien avec la plateforme Surgetics

5.3.2 Estimation de I'erreur de reconstruction sur un fanbme de vertbre plongee dans
un environnement

Nous avons ensuite effe@wne deux@me €rie de tests, dont I'ieeétait d’'obtenir une mesure de I'er-

reur prenant mieux en compte les diffi@dtde |etape de étection de contours que dans le cas simple

de la verebre €che, c'est-dire approchant mieux les conditiorgeles. Nous voulions donc travailler

avec des images pluéalistes, prenant en compte en particulier les occlusions, ; cependant, comme nous
voulions quantifier I'erreur de reconstruction, nous souhaitions travéatjalement avec une surface de
vertebre parfaitement connue : nous avons donc construit uarfenadayi.
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Pour cela, nous sommes partis d’'un maillage de surface debvertissue de la segmentation manuelle
d’un scanner de vebre eelle. Ensuite,

1. nous en avons cal@iles sections par des plans paraé (obtenant une pile de contours), obtenant
une pile d'images binaires reggentant des silhouettes de ebres en coupe;

2. nous avons €€ une nouvelle pile d'images, en remplissant &m¢ur des silhouettes par une den-
sité uniforme, modlisant celle de I'os ; nous avons ainsi obtenu un volume de@ksimodlisant
les coupes d’une verbre £che (voir en prengre ligne de la figure (5.9)).

3. dans un second temps, nous avons “p&nghacune des coupes dans un examen sca@geér r
c’est-a-dire que dans un examen scanrel de verkbre, nous avons rempkcoupe par coupe
une des vedbres qui yetait pesente par la coupe de la \&te virtuelle (quelgues coupes sont
présenées en deurime ligne de la figure (5.9), avec un zoom sur I'une des coupes.).

Nous avons ainsi obtenu deux cubes de é®sn I'un simulant un examen scanner de&ken¢ £che,
l'autre simulant un examen scanner d’une &brein vivo (la verebre est entoée par des structures, en
particulier les vegbres imnédiatement sigrieure et inérieure.)

Une fois ces coupes scanners virtuelles obtenues, nous avoné sineuladiographie latale et une ra-
diographie frontale enapnétrie parakle, en appliquant une exponentigdi¢oppos de la somme des
intensiés dans le cube de domes selon les deux types de direction), dans les deux contexteésh(eert
seche, puis avec environnement). Les images obtenues &sanges en figure (5.10).

Nousétions alors dans les conditions permettant d’appliquerdthode de reconstruction : nous avons
ainsi mis en oeuvre 'algorithme détiction de contours d’O. Le Cadet sur les radiographies éesifet
isolé des contours pertinents). Enfin, nous avons effeghe reconstruction de la surface de la&eng,
obtenant ainsi un maillage que nous avons pu comparer au maillage iniéieiséhrs le bilan des deux
étapes.

Etape de cetection de contours Pour I'etape de étection de contours, nous avons apgifucependamment
les deux @étecteurs de contours (m@thelles et GVF) sur les deux types de radiographies émsul
(c’esta-dire sans ou avec environnement).

Pour le cas du &tecteur multiéchelles, nous avons effeétseulement la phase d’interaction avec un
expert dans le cas de la viélore avec environnement, partant du principe que dans le cas dedareert

seche, seuls des contours apparterial# verebre avaient pu appatee. Nous pouvons alors faire les

commentaires qualitatifs suivants :

1. la méthode avec I'algorithme GVF conduit awdsultats qui onéte piesenés en figure (5.7) : elle
met enévidence de maare nette les contours @teurs. Cependant, I'information sur les contours
intérieurs est perdue, alors qu’elle pétite au moins en partie retrags en utilisant la @thode
avec le @tecteur muléchelles;

2. la phase non automadis de &lection de contours, qui suit I'application détdcteur quand on
utilise la meéthode par ondelettes et conduit aux imagésenées en figure (5.11), est plus contrai-
gnante pour I'expert que le seul téad’un contour initial requis par la@hode GVF ; en particu-
lier, cetteétape de@ection recessite une connaissancégse de I'anatomie de la vefire.

En resung, la methode GVF est plus simpéemettre en oeuvre, moins tributaire d’une expertisérextre ;
elle est bien adapea la cetection des contours @tfeurs, néme lorsque le contour n’est pas convexe,
mais elle se fite en revanche malla cetection des contours tieurs.
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FiG. 5.9 — Coupes d’'une vaire simudesa partir d'un maillage de verbre (en haut), puis ploéeg
dans un scanneeel de vertbre. En bas, zoom sur I'une des coupes.

FiG. 5.10 — Radiographies sintds d’'une vegbre €che, puis plonge dans un environnement.
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FiG. 5.11 — Resultats de la&tection de contours avec I'algorithme deektion de contours mudichelles

sur les images radiographiques siérg : de haut en bas : les radiographies $emilsans environ-
nement; les radiographies sirdek avec environnement; les contours complets &iloeh projetant

le maillage initial ; les contours obtenus par I'algorithme dgedtion de contours dans le cas de la
vertebre sans environnement, puis avec environnement, puis, pour ce dernier cas, les contésars gard
apres £lection manuelle.
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Etape de reconstruction Nous avons appliqul’algorithme de reconstruction sur chacun des jeux de
points de contour obtenusl’issue de letape pecdente.

Nous avons alorséfini deux types de cetres pouevaluer la qualé de la reconstruction. Le premier
consistea calculer deux distances, respectivement n&sientre :

1. la surface reconstruite et les faisceaux @goprojection (c'esk-dire I'erreur que I'on utilise
comme criere de minimisation dans I'algorithme défdrmation), nate erreur 3D/2D dans la
figure (5.12);

2. la surface reconstruite et la surface éference (erreur 3D/3D en figure (5.12)).

Pour chaque erreur, une erreur absolue (en mm), et une erreur relative (par éalppoitis grande di-
mension de la vegbre de eéference) sont dor@es. Ces valeurs traduisent une erreur globale.

Le deuxeme critere est local, et consistecalculer les coupes frontales et transversales de la surface
reconstruite, pour pouvoir les comparer localement, en I'occurence au niveaadiesigs, c’esa-dire
dans la eégion qui nous iréresse. Des exemples de coupes sont péagsosn figure (5.12).

Complete 3D/2D
contours 0.86mm

(1,7%)

3D/3D
1.15mm

(2,3%)

Phantom 3D/2D
of dry 2.04mm

vertebra (4%)

) 3D/3D

GVF 4.07mm
(8%)

Phantom 3D/2D
of dry 1,59mm

vertebra (3,1%)

Wavelets 3D/3D
2.07mm

(4,1%)

Phantom 3D/2D
of real 1.87mm

vertebra (3,7%)

Y 3D/3D
GVF 2.15mm

(4,2%)

Phantom 3D/2D
of real 1,42mm

vertebra (2,8%)

Wavelets 3D/3D
1.69mm

(3,3%)

Fic. 5.12 — Comparaison de la quélides reconstructions obtenues avec plusieétscteurs de
contours.

Ces differents tests nous ont conduits aux observations suivantes :
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1. les erreurs obtenues dans le cas de descompites (c’est-dire sans la phase de segmentation)
permettent d’'estimer les limites de laéthode de reconstruction : on ne peut pasespfaire
mieux.

2. la perte des contours @rieurs (GVF) perturbe de maime tes significative la reconstruction qui
suit.

3. la pésence de faux-points de contours peut aussiieetrane reconstruction de mauvaise geéalit
(un mauvais contour sur la vue éaale dans le cas de la vebbre £che conduit des ésultats
de reconstruction pires que dans le cad’environnement est @sent en utilisant la &thode de
détection par ondelettes), confirmant ainsi I'importance de la phaselelgisn des contours par
I'expert.

4. la méthode de reconstruction par ondelettes permet d’obtenir une reconstruction de satait
faisante dans le cas du féme avec environnement : I'erreur danségion des pdicules est en
effet inféerieurea 4 pixels, soit 2mm.

Conclusion ATlissue de ces exriences, il nous semble qu'il est difficile de se reposer uniqguement sur
un cetecteur de contours par contours actifs paetedter les bords dans une radiographie decheet
dans la mesureloce type de étecteur ne se pte gerea la cetection des contours internes, qui sont
cependant essentigdda poursuite de I'algorithme de reconstruction. Dans & temps, I'utilisation
d’un détecteur de contours mudtihelles utilisant des ondelettes, fournit desuftats satisfaisants dans

le cas de dones de synése proches de l&alite, et parét donc prometteur pour I'application s,

mais sa bonne marché&plend fortement d’'une interaction avec un expert.

Il nous semble donc que I'on pourrait combiner les atouts des detectturs, pour :
— utiliser comme carte des contours une combinaisonédestats com@mentaires des deurtkcteurs.
— utiliser le cetecteur par ondelettes powgtdrminer une prerare surface grossie, puis projeter les
contours de cette surface grags, afin d’obtenir des contours initiaux pouvétre mis en enée
d’une nethode de étection de contour utilisant laéthode GVF, qui disposerait aloida fois de
contours internes et externes.
Ceci constitue une perspective de notre travail.



Chapitre 6

Conclusion-Perspectives

Au terme de ce travail, nous voudrions d’abord insister sur le constat que nous avons mis en avant dans
le chapitre 2 : contrairemeatce que I'on pourrait pensarpriori, nous avons obsegwque la néthode de
rétroprojection filtee a un comportemenes satisfaisant dans désrnombreux probimes de recons-
tructiona donrees trongées de type irieures, alors que ceci n’est pas migeitdence par la liirature.

Cependant, comme nous I'avons vu aussi, avoir recautss nethodes d’inversion de la transfoem

de Radon par ondelettes permet de travailler avec des algorithmes au comportement plus facilement
contidlable en pesence de domes locales : en tronquant les formules de reconstructioreehelles

fines, on peut effectuer des reconstructianmrtir de donees locales exactement comme si I'on dispo-

sait des donees globales; dans le cas du peshk inérieur, ceci permet de s’affranchir de I'influence

des objets @rsents hors de la&gion d'inérét, qui, au contraire, peuvent parasiter les reconstructions
locales effect@es avec la @thode de&troprojection filtée.

Dans ce contexte, nous avons reéeles principales relations entre ondelettes et tran€ferde Radon
présentes dans la kittature, en faisant appétr@ quelques liens entre des approches traditionnellement
présenges de magire incependante. Ensuita,partir de travaux #oriques effectiss par M. Holschnei-

der, nous avons propesine nouvelle ethode d'inversion de la transfoem de Radon; elle psente
I'avantage détre facilement adaptabéedes donées locales, aussi bien pour le piabk inérieur que
pour le probkmea angle limi€ : nous avons piseng des tests de reconstruction satisfaisants dans ces
deux contextes.

Le prolongement naturel de notre travasiderait dans le passage en dimension 3 : en dimension 3, on
peut montrer que la transfoda de Radon est localement inversible, mais ce n’est pas cette trapsform
qui est meswge (la transforree de Radon rassemble des mesures effestsur des hyperplans, donc
des plans en dimension 3). En pratique, on mesure, comme en dimensioreBubditbn des rayons X
selon des droites. Ceci condaitunéchantillonnage d’une transfoém appedetransformée en rayons

X en geonetrie conique. Dans ce contexte, les pérbes de dores trongées sont courants. La tron-
cature des mesures dans la direction de I'axe de rotation du scanner est quaséwvitatilen(sauf cas
exceptionnels, on n'acquiert pas de mesures détladux pieds du patient), mais elle est émégal

bien matrisée dans les algorithmes de reconstructiecents [53, 79]. En revanche, la troncature des
donrées dans la direction orthogonalé¢axe de rotation pose de nombreux pegbks (de i@me nature

gue les prol#mes renconés en 2D). Les@&veloppementscents se sont conce@srsur la mise au point

de formules d'inversion analytiques conduisandes algorithmes de typétroprojection filtee, avec

un filtre monodimensionnel sur l&tkcteur pour difrentes classes de trajectoire de la source [53, 79].
Cependant, des travaux inggsrde laA-tomographie en 2D ont fait I'objet deggeralisations en 3D
pour la trajectoire circulaire (qui s'ave étre incompgte en 3D en gontetrie conique [96]). Dans le
méme esprit, une &réralisation de nos travaux en 3D pourrait sans doute trouver des applications en
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imagerie interventionnelle, un domaine dans lequel on sait combien il est souhaitable d'utiliser de petits
détecteurs.



Annexe A

Transformations de Fourier

Nous rassemblons ici les principauasultats relatifs aux transfoéas de Fourier utilesss dans ce ma-
nuscrit. On pourra seeféerera I'ouvrage de C. Gasquet et P. Witomski [42] pour leurs preuves et plus de
détails.

Remarqgues peliminaires informelles

On distingue plusieurs cas :

1. sile signaktudi est continu, alors :
— s'il est geriodigue : on peut calculer sesefficients de Fourier qui forment un signal discret,
puis qui ceterminent saé&sie de Fourier.
— s'il non periodique : le signal peutre vu comme un signal dé&pode infinie ; on peut calculer
satransformée de Fourier.

2. sile signaktudg est discret, alors :
— s'il est periodique : on peut calculer seansformée de Fourier disceéte (Qui, comme son nom
lindique, est disogte ; elle est aussigpiodique).

— non geriodique : on peut calculer $ensformée de Fouriera temps discret, c’est un signal
continu, geriodigue.

En patrticulier, on peut donc faire les observations suivantes :
— a un signal priodique, est assdeiun signal discret dans le domaine de Fourier (combinaison
linéaire de pics de Dirac).

— aun signal discret, est assecin signal priodique dans le domaine de Fourier.

Définitions et propriétes des diferentes transformees :

Coefficients de Fourier :  Pour une fonctiory périodique de priodea > 0, de caré integrable sur
[0, a], le coefficient de Fourier d’ordre de f (n € Z), estégala

_ 2imnt

) = [ f0e

Transformée de Fourier discete : on consi@re un signal discret formé de N échantillons x =
(x[0], x[2] - - - x[N —1]).
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La transfornée de Fourier dis@teassociex ce signal le vectedX, de taille NV tel que
i _ 2imkn 1 gl 2i
Vk=0---N—1, X[k] = TFD(x) Z N =¥ nzjo x[nJwy" lwy = e N

La transfornmée de Fourier dis@te inverseassocie quard ellea un vecteuiY de taille N le vecteuy
de taille N tel que

N-1 _ N-1
Vk=0---N 1, y[k] = ITED(Y)[k] = >_ Y[nle" %" = Y Vinjok?
n=0 n=0

Ces deux transforées sont inverses I'une de l'autre, au seispmur tout vecteux de taille N, on a

ITFD(TFD(x)) = x

Transformée de Fouriera temps discret On consi@re un signaf = (f[n]),cz. Satransfornée de
Fourier a temps discre¢st &finie par

Vw, TETD(f)(w \/TZf e W
7T

La transforng&e de Fouriea temps discret peut s’inverser avec la formule suivante :

1 s

f[p]zﬁ 3 TFTD(f)(w)e?* dw

De la réme margre, pour un signal bidimensionnel, la transfémue Fouried temps discret eséfinie
par :

VE = (&1,6), TFTD(F)(k) = % S e en

neZz?

_ % / : / : TFTD(F)(£)e™¢d¢

Pour deux signaux discretsety, la transfornée de Fouriea temps discret de la convolution et de
y est donge par :

avec la formule d’'inversion

TFTD(x * y)(€) = (2r) 3 TFTD(x) (&) TFTD(y) ()

En effet, en dimension 1 par exemple, on a
1 .
TFTD(x * w) = X * eTthw — _ — x[vlk — e~ il+k—Dw
(x*y) (W) \/ﬂ Z vl o Ek El [yl ]

— \/%ZXU 7zlwzy 71kl 1 ZX lewzy 77,]6’
l

l

= \/ETFTD(X)(w)TFTD(y)(w)
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Transformée de Fourier Soit f € L!(R™) (n € N*). On appelletransfornée de Fourier def la
fonction f définie surR™ par

Vk € R", f(k) = \/21?” / h f(x)e & *dx

La transfornée de Fourier possle les propétes suivantes :
— sif € LY(R"), f est cEfinie surR, continue, et borge.

— l'espace de Schwartz(R") est stable par transfoée de Fourier.

— sif € LY(R"), f n"appartient pasécessairemeitL'R". Cependant, dans le cas f appartient
aL'R", on ala formule d’inversion suivante :

o 1 * 6ik~x
109 = —— /  fgeta

— latransfornge de Fourier et la transfolwa de Fourier inverse sont des iggnes deS(R") (dense
dansL?(R") dansS(R") pour la norme induite pak?(R"™); elles se prolongent de mame
unique en des isoatries deL?(R") dansL?(R"); on noteF et F ces prolongements, qui
définissent la transforée de Fourier et la transfoéa de Fourier inverse sii?(R"), et pour
toute fonctionf appartenana L2(R"), on aF.F f = FF f presqque partout.

Dans ce manuscrit, nous faiso$arencea plusieurs reprises aux propiés qui suivent :

Proposition A.0.1 (Transformée de Fourier : parité et conjugaison)
Soit f € L2(R™) ; on peut recenser les propriétés suivantes :

— dans le cas général, f(—w) = ﬁ(w) ;

— si f est paire, alors f est paire aussi et f(—w) = f(w):

— si f est réelle, alors f(—w) = f(w) et donc en particulier

f=w)| = [f@)].

Proposition A.0.2 (Transformée de Fourier, dilatation et translation)
Soit f € L%(R™); les effets d’une translation et d’une dilatation sur la transformée de Fourier sont les
suivants :

]Ta,\b(k) = a%e_ik'bf(ak)

Justification:

N

— B 1 1 1 x—b\ _ikx
(k) = mﬁ/ m/xﬁnf< - ) ix
1 .

1 —ik-(au+b) n az —ik~b/ —iak-u
= = (u)e ada = e u)e du
/ f(a) 5 uf( )

Proposition A.0.3 (Transformée de Fourier, dilatation, translation et rotation en dimension2)
Soit f € L?(R?); les effets d’une translation, d’une dilatation et d’une rotation sur la transformée de
Fourier sont les suivants :

—

fapo(k) = a2e ™ PP (aRok)
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Justification:
/\ 1 o 1 1 Rop(x—b)\ _i
wbok) = /a x)e KX gx = n/ < )elxdx
Japo(k) Nord foo,e( ) NS x\/anf .
1 1 _ik-(aR_gu+b) a® —‘k-b/ —iak-R
= = (u) e leR-ouTR g du = ——— e u)e V-0t
V2T /,Jﬁ /(W) Vo uf( )
_ a? —ik-b —iaRgk-u _ ik-b
e f ducarRy =R_g =aze f(aRgk)
V2T /

Proposition A.0.4 (Transformée de Fourier et convolution)
Soit f et g deux fonctions appartenant a L'(R™) ; alors f * g est définie, appartient 2 L'(R™), et sa
transformée de Fourier vérifie la relation

frg=v2r'fo (A1)
Justification:
f/*\g(k) = \/Ln/f*g(x —hexXgx = —— \/7 //f u)due” kxdx
— _ —ik-x — fik-(quv)
\/ﬂ //f g(x—u)e dudx = \ﬁ //f dudv

= \/Twn/f(u)elk'“du/g(v)eZk'vdV =21 f(k)j(k)

Proposition A.0.5 (Relation de Parseval)
Soit f et g deux fonctions appartenant 2 L?(R™) ; on a la relation suivante :

< fg>=<f,g>

Justification :

—_— 1 A ) )
< f,g>= / f(x)g(x)dx = / Py </ f(kl)eZkl‘xdkl/ g(kz)elk?xdkz) dx
XER" XGR" (27T) k1€R" k2€Rn
1 ~ n-~
= fk1)g(k )/ ek X g iy dkeg = / f(k1)g(ka)V2r 1(k2 — ki)dkidka
1 ko

ki1 Jkao
- (%) /kl/ f(k1)g(k )(27r)"5(k2—k1)dk1dk2—/kl f(kq) (/kzg(kz)é(kl—k2)dkz> dk1

= f( 1)g(k1)dky =< f,§ >

Proposition A.0.6 (Transformée de Fourier et cerivation en dimension 1)
Si g appartient a C*(R) N L'(R), alors la transformée de Fourier de sa dérivée vérie la relation :

~

J(w) = —iw(w) (A2)
Justification :
7w) = 7= [ g (s)erds = o)1 = —= [ gt)(iw)em0ds = —iwi(e)



Annexe B

Fonctions sgeciales

Nous recensons ici lesefinitions des fonctions &giales auxquelles nous faisor&férence dans ce
manuscrit; elles sont issues de [75, 85].

Les polyndmes de Tchebychev

Ce sont des cas particuliers de la famille des pofgas de Gegenbauer, qui sont les polyes ortho-
gonaux suf—1, 1] pour le poidss — (1 — sz)A*%, pour (A € N).

Les polyromes de Tchebychev de praée espce correspondent au c&s= 0, et sont @finis par
Vs € [—1,1], Ti(s) = cos(l arccos(s))

(I est le dege du polyrdme).
Les polyromes de Tchebychev de secondecespcorrespondent au cas= 1, et sont @finis par

sin((m + 1) arccos(s))

Vs € [_17 1]7 Um(s) = sin(arCCOS(S))

Les polyrdomes de Jacobi de paratresa > —1 et3 > —1 sont les polydmes orthogonaux si«-1, 1]
pour le poidss — (1 — s)®(1 + s)?; plus pEciment, pour ces pararties, le polydme de Jacobi de
deggé n est cfini par

Fonction Gamma

La fonctionI" est ckfinie de la marire suivante :
—+oco
VzeR, I'(z) = / e tdt
0

En particulier, pour tout entien, on a I'egali€ suivante :

r <m—|— 1> _em) o (B.1)

2] 22my)
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Fonctions de Bessel
Les fonctions de Bessel de praég espce sont les fonctions qui s'expriment de la néaeisuivante
(repesentation irétgrale) :

—72 )" cos(tz)(1 — t2 v=3
J,(z) = VAT (2) /01 (tz) (1 — 2)" 3 dt (B.2)

Les fonctions de Bessel permettent de calculer la tran€feae Fourier des pol§mes de Tchebycheff :
ennotantv_; : s — (1 — s2)7,ona

(w1 T))(w) = V2~ Jj(w) (B.3)
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