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4.1 Extension de la transforḿee en ondelettes directionnelle aux distributions, et formules de

reconstructions associées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
4.1.1 Extension de la transformée en ondelettes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
4.1.2 Extension de la formule de reconstruction continue et de la condition d’admissi-
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4.2.5 Tests de reconstructionà partir de donńees globales . . . . . . . . . . . . . . . . 184

4.3 Formule d’inversion locale de la transformée de Radon . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
4.3.1 Le probl̀eme int́erieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
4.3.2 Tomographie 2D̀a angle limit́e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
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un environnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

6 Conclusion-Perspectives 217

A Transformations de Fourier 219

B Fonctions sṕeciales 223
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Notations utilisées dans le manuscrit

On note en gras les ensembles de nombres :N, Z, R, C.
Pour toutz appartenant̀aC, on notez son conjugúe.

Paramétrage du plan

Le planR2 est muni du produit scalaire usuel· et de la norme associée|.|. Dans ce plan, on d́efinit
• le disque unit́eΩ = {x ∈ R2; |x| ≤ 1} ;
• la sph̀ere unit́eS1 = {x ∈ R2; ‖x‖ = 1}

L’angleθ ∈ [0, 2π[ étant fix́e, on note
• Θ le vecteur deS1 de coordonńees(cos θ, sin θ) dans la base canonique deR2 ;
• Θ⊥ le vecteur deS1 de coordonńees(cos(θ + π

2 ), sin(θ + pi
2 ) = (− sin θ, cos θ) dans la base

canonique deR2.
Ainsi définis, les vecteurs(Θ,Θ⊥) forment une base orthonormée deR2, par rapport̀a laquelle on peut
définir un nouveau système de coordonńees :

∀x ∈ R2, ∃!(s, t) ∈ R×R| x = sΘ + tΘ⊥ (avecs = x ·Θ, t = x ·Θ⊥)

Enfin, dans le plan orienté R2 muni du rep̀ere canonique, pourθ ∈ [0, 2π[, on noterarθ la rotation
d’angleθ surR2.

Opérateurs sur les fonctions

Pour une fonctionf définie surRn, n ≥ 1, on notera :
• fσ la fonctionx ∈ Rn 7→ f(−x) ;
• fa (a > 0) la fonction obtenue en appliquant une dilatation d’un facteura suivie def :

fa : x ∈ Rn 7→ fa(x) =
1√
a
n f
(x
a

)
• fb (b ∈ Rn) la fonction obtenue en appliquant la translation de vecteurb suivie def :

fb : x ∈ Rn 7→ fb(x) = f (x− b)

• fθ (θ ∈ [0, 2π[) la fonction obtenue en appliquant la rotation d’angle−θ suivie def :

fθ : x ∈ Rn 7→ fθ(x) = f (r−θx)

On utilisera aussi ces opérateurs avec les notations suivantes :
• Da pour l’opérateur de dilatation d’un facteura : Da : f 7→ fa.
• Tb pour l’opérateur de translation d’un vecteurb : Tb : f 7→ fb ;
• Rθ pour l’opérateur de rotation d’angle−θ : Rθ : f 7→ fθ.

Enfin, pour un oṕerateur lińeaire continuT entre deux espaces de Hilbert, on noteraT ∗ son oṕerateur
adjoint.
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vi Notations utilisées dans le manuscrit

Espaces fonctionnels

On noteL2(Rn) (n ≥ 1) l’espace de Hilbert des fonctions de carré int́egrable d́efinies surRn muni du
produit scalaire

< f, g >=
∫
Rn

f(x)g(x)dx

et de la norme associée

‖f‖2 =

√∫
Rn

|f(x)|2dx

De la m̂eme façon, on noteL2(S1×R) l’espace de Hilbert des fonctions de carré int́egrable d́efinies sur
le cylindreS1 ×R muni du produit scalaire

[f, g] =
∫ 2π

0

∫
R
f(Θ, s)g(Θ, s)dsdθ

On noteL1(Rn) l’espace des fonctions de module intégrable d́efinies surRn.

Transformées

Dans ce manuscrit, nous manipulons les transformées suivantes :

• pour une fonctionf appartenant̀aL1(R2), on noteRf sa transforḿee de Radon ;

• pour une fonctionf appartenant̀aL1(Rn) (n ≥ 1), on noteF(f) ou f̂ sa transforḿee de Fourier,
normaliśee de la manière suivante :

∀k ∈ Rn, F(f)(k) = f̂(k) =
1√
2π

n

∫
Rn

f(x)e−ik·xdx

• pour une ondelette en dimension 1ψ, et pour une fonctionf appartenant̀a L2(R), on note
Wψf(a, b) la transforḿee en ondelettes def par rapport̀aψ calcuĺee au voisinage de l’abscisse
b ∈ R et à l’échellea > 0 ;

• pour une ondelette en dimension 2Ψ, et pour une fonctionf appartenant̀a L2(R2), on note
WΨf(a,b, θ) la transforḿee en ondelettes def par rapport̀a Ψ calcuĺee au voisinage du point
b ∈ R2, à l’échellea > 0, et dans la directionΘ ∈ S1.



Chapitre 1

Introduction

Dans ce manuscrit, nous présentons un travail autour de méthodes de reconstruction d’images de type
scanner, destińees au guidage du chirurgien, donc sous les contraintes inhérentes̀a une acquisition de
donńees au bloc oṕeratoire : les algorithmes classiques de reconstruction ne sont plus adaptés. Nous
présenterons les objectifs de notre travailà la fin de ce premier chapitre, mais auparavant, nous allons
décrire son contexte : l’imagerie ḿedicale par rayons X, et son application au guidage du geste chirurgi-
cal, avec l’exemple du vissage pédiculaire assisté par ordinateur.

Dans ce chapitre, nous nous appuyons essentiellement sur [101, 6, 57], ainsi que sur les compte-rendus
annuels de la conférence RSNA (Radiology Society of North America) disponibles sur le site de la
Socíet́e Française de Radiologie, et sur les sites des principaux industriels du domaine : General Electrics,
Siemens, Philips, Toshiba, Praxim, etc.

1.1 Bref aperçu des diff́erentes techniques en imagerie ḿedicale

L’ imagerie ḿedicalerecouvre un ensemble de techniques permettant de visualiser les stuctures internes
de l’organisme humain, pour en donner une représentation qui peut̂etre anatomique, ou fonctionnelle
(pour visualiser alors le fonctionnement d’un organe, d’un métabolisme).
Toutes ces ḿethodes reposent sur un principe commun : on mesure la réponse des tissusà une exposition
à un ph́enom̀ene physique. Selon la ḿethode emploýee, les tissus discriminés ne sont pas les mêmes :
deux tissus peuvent répondre de la m̂eme manìere à une excitation, mais de manière diff́erenteà une
autre ; autrement dit, l’information portée par une image ḿedicale d́epend du ph́enom̀ene physique uti-
lisé.

Un des plus anciens de ces phénom̀enes physiques consisteà utiliser une radiation bien particulière : les
rayons X, auxquels est exposé l’organismèa explorer. C’est cettemodalit́ed’imagerie qui nous int́eresse
dans ce manuscrit, et, comme nous l’expliquerons ensuite, on mesure alors l’interaction entre ce rayon-
nement et les tissus, ou plus préciśement, on mesure l’atténuation du faisceau de rayons X lors de la
traverśee de l’organisme ; les niveaux de gris que l’on visualise ensuite sur une radiographie traduisent
le niveau d’absorption (ou d’opacité) des tissus face aux rayons X. On dit que l’imagerie par rayons X
est une imagerie partransmission. Les radiographies sont desimages directes: elles traduisent directe-
ment un ph́enom̀ene physique, par opposition aux images scanner, qui, elles, sontreconstruites, selon un
proćed́e que l’on expliquera plus loin. Les images obtenues par rayons X sont en particulier bien adaptées
à la visualisation des structures osseuses.

Parmi les autres techniques d’imagerie médicale, les plus utiliśees sont les suivantes :
– l’ échographie : des ondes acoustiques (ultrasons) sont envoyées sur l’organisme, et lorsqu’un obs-
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2 Chapitre 1. Introduction

tacle est rencontré, une partie des ondes est réfléchie (on parle d’́echos), tandis que l’autre partie
est transmise ; la proportion d’ondes réfléchie est líee à la différence d’impédance acoustiquèa
l’ interfacedes deux milieux qui un param̀etre directement lié à la densit́e de chacun des deux mi-
lieux ; c’est donc une imagerie parréflexion.

– l’Imagerie nucĺeaire : c’est une imagerie fonctionnelle, c’est-à-dire qu’elle permet d’observer l’ac-
tivit é des cellules ; on peut ainsi par exemple distinguer les cellules cancéreuses des cellules saines.
Le principe est le suivant : on injecte dans l’organisme des molécules radioactives, artificielles, ap-
peĺees traceurs, qui sont conçues pour aller se fixer prioritairement sur les organes que l’on veut
étudier, ou sur les cellules qui sont le siège d’un ph́enom̀ene que l’on veut localiser.
On utilise principalement deux types de molécules radioactives : des molécules qui se d́esint̀egrent
enémettant un autre type de rayonnement que les rayons X, les rayons dits rayonsγ ou bien des
molécules qui se d́esint̀egrent eńemettant des particules appelées positons. Dans le premier cas, le
rayonnementγ émis est recueilli par un détecteur appeléγ caḿera, fournissant des images directes,
appeĺees scintigraphies, ou permettant, selon le principe du scanner pour les rayons X, d’obtenir
des images reconstruites (imagerie TEMP : tomographie d’émission monophotonique, SPECT en
anglais). Dans le deuxième cas, les positonsémis lors de la d́esint́egration sont́emis par paires,
dans des directions colinéaires mais opposées, et sont recueillis par des détecteurs diaḿetralement
oppośes (en cöıncidence) : c’est l’imagerie TEP : Tomographie parémission de Positons. De plus
en plus, ce type de dispositif est couplé à des scanners ; on parle alors de PET-Scan, et ces appa-
reils permettent de coupler une image morphologique, précise,à une imagèa la ŕesolution plus
fine, mais restituant une information fonctionnelle. On parle d’imagerie parémission.

– l’Imagerie par Ŕesonance Magńetique : pour ŕesumer grossièrement, on soumet l’organismeà un
champ magńetique ; certains atomes sont excités, ce qui cŕee une perturbation du champ magnétique ;
le temps de relaxation suivant cette excitation, et permettant de revenirà l’état d’́equilibre, est ca-
ract́eristique de la teneur en hydrogène des tissus (donc en eau), et permet de discriminer les tissus
observ́es. Ce sont des images en coupe, reconstruites.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons aux rayons X. On connaı̂t l’utilit é des rayons X pour le diag-
nostic de pathologies,à travers les radiographies et les examens scanners. On connaı̂t également le r̂ole
thérapeutique que peuvent avoir les rayons X : la radiothérapie, òu les rayons X sont utiliśes dans des
gammes d’́energie beaucoup plus fortes pour détruire des cellules cancéreuses. Ici, nous allons nous
concentrer sur un autre rôle des rayons X : ceux-ci peuvent en effetégalement permettre de disposer
d’images qui permettent deguider le chirurgien au bloc oṕeratoire, autrement dit decontrôler le geste
chirurgical par l’image. On parle alors d’imagerie interventionnelle.

1.2 L’imagerie par rayons X

1.2.1 La d́ecouverte des rayons X

Les rayons X ont́et́e mis enévidence de manière fortuite en 1895 par Wilhelm Conrad Röntgen, un
physicien allemand (à cette m̂emeépoque, en France, Henri Becquerel et Pierre et Marie Curie mettaient
enévidence de leur ĉoté la radioactivit́e naturelle de l’uranium et du radium, construisant ainsi les bases
de l’imagerie nucĺeaire). R̈ontgenétudiait alors les effets du passage d’un courantélectrique dans un
tube en verre, quand il constata qu’unécran recouvert d’une feuille de platinocyanure de baryum situé
à proximit́e du lieu de l’exṕerience devenait fluorescentà chaque fois qu’une déchargéelectrique avait
lieu dans le tube. En plaçant des obstacles entre le tube et l’écran, il constata que ce rayonnementétait
capable de traverser aussi bien le bois, les métaux que la chair mais qu’une mince feuille de plomb ou
de platine suffisait̀a l’arrêter. Ce type de rayonnementétait alors inconnu : Röentgen publia le texteA



1.2. L’imagerie par rayons X 3

propos d’une nouvelle espèce de rayons, et appela le rayonnementrayons X. Il réalisa la radiographie de
la main de sa femme, dont l’image est restée ćelèbre (”une main humaine dont on ne voit que les os, la
chairétant invisible”). Cette d́ecouverte fut couronńee en 1901 par le premier Prix Nobel de Physique.

1.2.2 Leur nature électromagńetique

Depuis la mise eńevidence de l’existence des rayons X, les propriét́es suivantes ont́et́e établies : les
rayons X sont des ondesélectromagńetiques, et̀a ce titre :

1. (aspect ondulatoire) ils se déplacent en ligne droite,̀a une vitesse constante au sein d’un milieu
homog̀ene, avec une amplitude sinusoı̈dale, caract́eriśee par sa fŕequenceν, ou sa longueur d’onde
λ ;

2. (aspect corpusculaire) chaque vibration peutêtre consid́eŕee comme un photon transportant un
quantum d’́energieE = hν, où h désigne la constante de Planck.

La figure (1.1) permet de positionner les rayons X par rapport aux autres types de rayonnementsélectroma-
gnétiques connus : pour qu’une radiation soit utile en imagerie médicale, il faut que l’organisme la laisse
péńetrer, et qu’elle puisse le traverser sansêtre totalement atténúee : c’est le cas pour les rayons X, qui
sont d’́energie plus forte que la lumière visible, les infra-rouges ou les ondes radios. Plus leurénergie
est forte, plus ils ont d’effets sur les organismes traversés (comme on le redira plus bas, ce sont des
rayonnementsionisants) ; ainsi, pour les rayons X, on peut utiliser des rayons dans différentes gammes
d’énergie : les rayons d’énergie pluśelev́ee sont utiliśes en radioth́erapie, les autres pour des images de
diagnostic.

 Ondes radio    HF   InfraRouge     Visible(lumière)         UV          Rayons X (diagnostic)                  Rayons X (thérapie)
                                                                                                            Rayons γ  
                                                                                                                                                        

Energie croissante 

Longueur d’onde croissante 

rayonnement non ionisant rayonnement  ionisant 

FIG. 1.1 – La place des rayons X par rapport aux différents types de rayonnementsélectromagńetiques

1.2.3 La formation des rayons X

La formation des rayons X repose sur le bombardement d’une cible métallique par un faisceau d’électrons
préalablement accéléŕes et port́es à hauteénergie : leśelectrons, attiŕes par les noyaux des atomes
métalliques, sont ralentis, et l’énergie cińetique ainsi perdue est rayonnée sous forme d’énergiéelectroma-
gnétique (photons) : les rayons X. Un spectre polyénerǵetique continu est ainsiémis. Par filtrage, seuls
les photons de hautéenergie (ditsrayons durs) sont alors conservés : les autres (rayons mous), de faible
énergie, seraient arrêt́es par les premiers tissus rencontrés et n’auraient pour effet que d’augmenter la
dose ŕesiduelle d́elivrée au patient.
Ce bombardement a lieu au sein d’un tubleélectronique, dans lequel on crée une diff́erence de potentiel.
On peutà ce niveau contrôler la gamme d’́energie des photons qui vontêtre ensuite rayonnés.
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1.2.4 Interaction des rayons X avec la matìere vivante

Le principe de base de l’imagerie par rayons X est le suivant : les rayons X sont formés par des photons
d’énergie suffisamment forte pour péńetrer et traverser les organismes vivants, mais qui sont néanmoins
att́enúes lors de cette traversée ; cette att́enuation est caractéristique des tissus rencontrés, et offre donc
un moyen de discriminer les tissus.

L’atténuation des rayons X (c’est-à-dire de l’́energie des photons)à la traverśee de la matìere est due
essentiellement̀a deux ph́enom̀enes qui affectent une partie des photons du faisceau :

– l’effet photóelectrique, qui est un ph́enom̀ene d’absorption : en pŕesence d’un photon X, un
électron ṕeriph́erique d’un des atomes du milieu est arraché, et vient se combiner au photon :
le photon est absorbé. L’atténuation du faisceau de photons ainsi induite est proportionnelleà la
densit́e électronique du milieu, qui est elle-même fortement líee à la densit́e du milieu. L’effet
photóelectrique s’av̀ere donc plus marqué dans les matériaux lourds, comme les structures os-
seuses.

– l’effet Comptonest un ph́enom̀ene dediffusion : la perte d’́energie du photon incident n’est pas
totale, mais provoque une déviation du photon de sa trajectoire initiale ; on dit qu’il est diffusé. De
fait, le rayonnement́emergeant de l’organisme est constitué de deux rayonnements : un premier,
colinéaire au faisceau initial - on parle de rayonnement primaire - et un second, dit secondaire,
résultat de la diffusion, dont on ne contrôle pas la direction d’émergence. C’est le problème ditdu
diffuśe, qui entraine sur les images des pertes de contraste, et expose le personnel médical envi-
ronnant et les organes du patient hors du champà des radiations ind́esirables. Ce ph́enom̀ene est
prépond́erant dans les matériaux ĺegers (comme l’eau).

La combinaison de ces deux effets est matérialiśee par un nombreµ, appeĺecoefficient lińeique d’att́enuation
du milieu. La valeur du coefficientµ dépend de plusieurs paramètres, líes au milieu (comme par exemple
le nuḿero atomique, sa densité électronique), commèa l’énergie du faisceau incident (contrôlée par
l’opérateur). On utilise comme coefficient d’atténuation de ŕeférence celui de l’eau. Quelle que soit
l’ énergie du faisceau incident, on peut classer les différentes types de tissus classiquement rencontrés de
la manìere suivante (par coefficient d’atténuation croissant) :

air poumons graisse eau tissus mous vaisseaux os
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

0

On peut ensuite exprimer l’atténuation d’un faisceau de rayons X : l’atténuation subie par un faisceau
monochromatique(c’est à dire monóenerǵetique)à la traverśee d’un objet non homogène - plonǵe dans
un milieu transparent - et caractériśe en chacun de ses pointsx par le coefficient d’att́enuationµ(x), est
commuńement mod́elisée par laloi de Lambert-Beer, qui s’énonce ainsi : si l’on noteI0 l’ énergie du
faisceau incident sur l’objet selon une droiteL donńee, etId l’ énergie du faisceaúemergeant de l’objet
selon cette m̂eme direction, alors on a la relation :

Id
I0

= e−
∫
x∈L µ(x)dx (1.1)

Cette loi empirique est motivée par l’exṕerience simple suivante : on considèreK objets identiques
homog̀enes, de coefficient d’atténuation uniformeµ, dispośes le long d’un m̂eme axe, et traversés les uns
apr̀es les autres par un même faisceau de photons X, d’énergie initialeI0. On noter le nombre par lequel
est diviśee l’intensit́e du faisceau quand le faisceau a traversé la longueur d’un objet. Alors

– l’ énergie du faisceaùa la sortie du premier objet est
I0
r

;
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– l’ énergie du faisceaùa la sortie du deuxième objet est
I0
r2

;

– et, en it́erant, l’́energie du faisceaùa la sortie duK èmeet dernier objet est
I0
rK

.

Dans ce cas particulier, on a la relation
Id
I0

=
1
rK

= e−K ln r, et on voit donc apparaı̂tre la relation expo-

nentielle qui lit l’att́enuation du faisceau de rayons Xà la longueur parcourue par ce faisceau. En réalit́e,
les faisceaux de photons X sont polychromatiques, et on a alors la loi d’atténuation suivante, prenant en
compte la gamme des longueurs d’ondeλ présentes au sein du faisceau :

Id =
∫
λ
I0(λ)e−

∫
L µ(x,λ)dxdλ

Cependant, en pratique, les faisceaux de rayons X utilisés sont quasi-monochromatiques, et on a coutume
de faire l’hypoth̀ese que la fonction d’atténuation ne d́epend pas de l’énergie du faisceau incident. On se
place alors dans le cadre de la loi de Lambert-Beerénonćee en 1.1, ce qui permet d’écrire :∫

x∈L
µ(x)dx = − ln

(
Id
I0

)
Le premier terme de cettéegalit́e peut s’́ecrireà l’aide d’un outil math́ematique connu par ailleurs : on
utilise comme mod̀ele math́ematique de l’att́enuation d’un faisceau le long d’une direction donnée une
transforḿee appeĺee transforḿee de Radon1, dont voici une première d́efinition (nous adopterons un
point de vue plus formel d̀es le chapitre suivant) :

Définition 1.2.1
Soit µ une fonction intégrable du plan, et L une droite du plan. On appelle transformée de Radon de la
fonction µ le long de la droite L la quantité

Rµ(L) =
∫
x∈L

µ(x)dx

Dans le cadre de la loi de Lambert-Beer, on a alors :

Rµ(L) = − ln
(
Id
I0

)

Ionisation de la matière et dose de rayons X
L’atténuation que connaı̂t un faisceau de rayons X̀a la traverśee d’un objet t́emoigne d’une interaction

avec la matìere : on dit que le rayonnement estionisant, ou que la matìere estionisée, avec pour elle des
effets biologiques d’autant plus nocifs que l’énergie du rayonnement estélev́ee.

La matìere peutêtre ioniśee sous l’effet d’un rayonnement dès que l’́energie de ce rayonnement est
suṕerieureà l’énergie de liaison deśelectrons du milieu. Les cellules vivantes sont affectées au niveau
de l’ADN et des enzymes, par rupture des liaisons hydrogène, ce qui perturbe les mécanismes de trans-
cription et de duplication, donc de reproduction cellulaire.

Pour le diagnostic, on utilise des rayons X de basseénergie (de l’ordre du kilo-électron-volt), alors que
pour la th́erapie, òu l’on tire profit de cet effet ionisant, l’énergie est de l’ordre du ḿega-́electron-volt.
Les rayons X ont,̀a forte dose, des effets déterministes connus (moelléepinìere, st́erilité,..). A faible
dose, les effets ne sont pas systématiques, mais on reconnait des risques de malformation du foetus
chez la femme enceinte. Des risques de cancers radio-induits, consécutifsà des expositions réṕet́es, ont

1introduite en 1917 par J. Radon, mathématicien hongrois
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également́et́e mis enévidence. Pour les patients,les doses absorbées lors des examens de diagnostic
traditionnels, les risques sont négligeables (sauf pour la femme enceinte). On cherche toutefoisà les
minimiser dans la mesure du possible, mais la cible des programmes de radioprotection et de réduction
de la dose d́elivrée visent avant tout le personnel médical, expośe de manìere ŕegulìereà ces radiations.

1.2.5 Interaction des rayons X avec les d́etecteurs

Les d́etecteurs ont pour fonction de convertir l’énergie port́ee par les faisceaux de rayons X sous une
forme visible par l’oeil. Comme nous l’expliquerons plus loin, les images par rayons X peuventêtre
obtenues dans deux contextes : des images satiques, et des images dynamiques. Les détecteurs de rayons
X assocíes sont alors diff́erents.

Détecteurs de rayons X pour images statiques

Les d́etecteurs de radiographie les plus communs sont formés d’un couple :́ecran et film, enferḿes dans
une bôıte, appeĺee cassette. L’écran, dit́ecran renforçateur, a pour r̂ole d’amplifier le signal port́e par le
faisceau de rayons X (ou, autrement dit, de réduire la dose de rayons X̀a utiliser pour obtenir finalement
le même noircissement). Il contient du phosphore, qui, pour résumer, transforme les photons X reçus
en photons lumineux (on dit qu’il y a un phénom̀ene defluorescence: sous l’action des photons X, les
particules de phosphore absorbent l’énergie du photon, et sont excitées ; le retour̀a l’état d’́equilibre se
fait par exemple paŕemission d’un photon lumineux). Les photons lumineuxémis vont ensuite frapper
un film photographique classique, c’est-à-dire recouvert d’unéemulsion sensible aux photons lumineux.
l’ énergie des photons lumineux est transformée en d́ep̂ot argentique sur un film photographique, recou-
vert d’une couche sensible de bromure d’argent : sous l’effet des photons X, les ionsBr−, excit́es, se
combinent avec les ionsAg+ pour former de l’argent ḿetal. La quantit́e d’argent forḿee est proportion-
nelleà l’intensit́e capt́ee. On obtient alors une image latente (un négatif), qu’il faut ensuite d́evelopper.

Depuis plusieurs années, les efforts de recherche se concentrent sur l’évolution vers des d́etecteurs
numériques : l’image obtenue n’est plus figée sur un film, mais est nuḿeriśee, et̀a ce titre, est, transmis-
sible, archivable, non ṕerissable et non fiǵee (on peut la traiter pour la rendre plus pertinente, jouer sur la
dynamique pour ŕehausser telle ou telle structure,..). Globalement, on constate que le nombre d’examens
nécessaires au diagnostic est moindre ; de plus, la sensibilité de d́etection des rayons X est accrue par
rapport au coupléecran-film, et on peut donc travailler dans des gammes d’énergie plus faible : la dose
reçue par le patient est réduite. Malgŕe tous ces avantages, l’évolution vers le nuḿerique demeure assez
lente : en France, en 2003, encore 60% des examens de radiographieétaient effectúes avec un film. Il
faut dire que la technologie numérique reste côuteuse (155 000 euros en 2002 pour un détecteur plan sta-
tique), et ne s’int̀egre pas facilement dans le matériel d’imagerie existant. Un autre problème, ńeanmoins
en voie de ŕesorption, est celui de la résolution spatiale des images qu’elle délivre : elle est encore jugée
insuffisante pour certains examens, notamment les mammographies.

La transition vers l’imagerie nuḿerique en radiographie áet́e amorćee avec l’apparition d’écrans radio-
luminescents̀a mémoire (dits ERML), dans des dispositifs dits de ”radiologie informatisée” (CR : com-
puted radiography). Les photons X sont recueillis sur une plaque de phosphore, qui remplace lesécrans
traditionnels dans la cassette, puis la plaque est scannée par un faisceau laser pour convertir l’image la-
tente en signaĺelectrique, qui est nuḿeriśe.

De nouveaux d́etecteurs sont ensuite apparusà la fin des anńees 90 : les capteurs plans (flat panel) ;
dans certains, dits̀a conversion indirecte, les photons X rencontrent d’abord une couche de matériau
fluorescent (par exemple du iodure de césium)à travers laquelle ils sont convertis en photons lumineux,
puis rencontrent des récepteurs de lumière - photo-diodes, par exemple en silicium amorphe - qui conver-
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tissent la lumìere en signaux́electriques, lesquels sont conduits vers une matrice de transistors TFT (écran
à cristaux liquides). Dans ce type de dispositif, les photons lumineux, avant d’être convertis en signaux
électriques, sont conduits dans des guides dans lesquels ils subissent de la diffusion et des réflexions,
qui conduisent̀a une perte de sensibilité et de ŕesolution. Dans d’autres détecteurs, dits̀a conversion
directe, les photons X sont d’abord en contact avec une couche de matériau photóelectrique (śelénium
amorphe),̀a la traverśee de laquelle ils sont convertis directement, c’est-à-dire en une seuléetape, en
signauxélectriques qui sont conduits vers une matrice de transistors TFT (écranà cristaux liquides).
Les principaux constructeurs sont Hologic, pour les détecteurs̀a conversion directe, et Canon, General
Electrics, Varian, et Trixell, pour les détecteurs̀a conversion indirecte. Trixell est une entreprise née
d’une collaboration entre Thalès, Philips et Siemens), implantée dans la ŕegion de Grenoble, qui parraine
ce travail de th̀ese, et qui occupe une place importante sur le marché international des capteurs plans
(avec le capteur plan statique PIXIUM 4600).

Détecteurs utiliśes pour l’imagerie dynamique avec des rayons X

Les d́etecteurs principalement utilisés pour ŕealiser des images dynamiquesà l’aide de rayons X s’ap-
pellent desamplificateurs de brillance; ils sont apparus juste après la seconde guerre mondiale. Ils per-
mettent d’obtenir des images avec des doses de rayons X faibles, et sont capables de délivrer des śeries
d’images, voire des images ”en continu”. Ils sont utilisés au bloc oṕeratoire, dans des dispositifs appelés
fluoroscopes, que nous pŕesenterons plus bas. Ils sont formés d’un tube sous vide, dans lequel péǹetrent
les rayons X, qui frappent d’abord unécran au phosphore : des photons lumineux sont alorsémis, puis
frappent une ”photo-cathode”, c’est-à-dire un dispositif quíemet deśelectrons quand il est frappé par la
lumière. Leśelectrons ainsíemis sont alors soumis̀a une diff́erence de potentiel, et focalisés, comme dans
un syst̀eme optique classique avec deux lentilles situées de part et d’autre d’un foyer, ils sont accéléŕes
et vont alors frapper un nouvelécran au phosphore, de taille beaucoup plus petite (2,5 cm), ce qui va
avoir pour effet de produirèa nouveau des photons lumineux, mais cette fois-ci avec un rendement beau-
coup plusélev́e (le gain par rapport̀a un syst̀emeécran-film peut aller jusqu’à 10000). Ceci a pour effet
d’avoir des images beaucoup plus brillantes, avec en plus un temps d’exposition aux rayons X réduit (ce
qui permet d’acqúerir des images̀a une cadence plusélev́ee que dans les systèmes traditionnels). On peut
alors recueillir l’image sur un film vid́eo, ou sur une télévision, ou sur une caḿera CCD (qui fournit une
image nuḿerique).

Le principal inconv́enient des amplificateurs de brillance réside dans la qualité des images obtenues : le
proćed́e d’amplification du signal lumineux conduità des distortions dans l’image finale, qui s’en trouve
déformée ; il faut mettre en place des procédures de correction de cette distortion (ces procédures uti-
lisent une grille, dont on compare la géoḿetrie ŕeelle, parfaitement connue,à la ǵeoḿetrie visualiśee sur
l’image qu’en restitue l’amplificateur de brillance).

Comme pour l’imagerie statique, la tendance est au développement de détecteurs de radiologie numérique
dynamiques. Par rapport aux amplificateurs de brillance, ils sont plus sensibles aux rayons X (donc per-
mettent de d́elivrer une dose de rayons X moindre) ; ils présentent une meilleure résolution temporelle,
et un meilleur contraste ; ils sont plus légers et fournissent donc des dispositifs d’imagerie plus ergono-
miques ; leur ŕesolution spatiale,̀a l’origine insuffisante, áet́e aḿeliorée et est aujourd’huìa peu pr̀es
similaire à celle des amplificateurs de brillance ; mais surtout, et là est leur principal avantage, ils four-
nissent des images qui ne présentent pas de distortion. En revanche, le gros inconvénient de ces d́etecteurs
est qu’ils sont beaucoup plus coûteux que les amplificateurs de brillance (à l’achat et pour l’entretien), et
comme leur conception pose des difficultés technologiques, les détecteurs dynamiques disponibles sont
de taille limit́ee - ce qui motive, comme nous l’expliquerons plus tard, le travail sur les problèmes de re-
constructioǹa donńees tronqúees. Par exemple, le détecteur dynamique PIXIUM 4700 de Trixell mesure
environ48× 37 cm.
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1.2.6 Les diff́erentes images fournies par les rayons X

Nous venons de présenter comment les rayons X sont géńeŕes, comment ils interagissent avec la matière,
et comment ils peuvent̂etre d́etect́es. Nous allons maintenant expliquer que ces différents ph́enom̀enes
peuvent̂etre exploit́es pour produire deux types d’images : des images directes, c’est-à-dire qui rendent
compte d’une ŕealit́e physique brute, et des images reconstruites, après calculs, qui rendent compte de
phénom̀enes physiques qui ne sont pas directement observables.

1.2.6.1 Les images directes : radiographie et fluoroscopie

Les images directes conventionnelles obtenues grâce aux rayons X s’appellent desradiographies. Ce
sont des images en niveaux de gris, sur lesquelles le niveau de gris en un point de l’image témoigne de
l’intensité de l’att́enuation qu’ont connu les rayons X entre le moment où ils ont ét́e émis et le moment
où ils ont ét́e d́etect́es en ce point. Comme on l’a dit plus haut, cette atténuation est directement liéeà
la densit́e des structures traversées. L’image radiographique permet donc de visualiser une image de la
superpositiondes diff́erentes structures traversées par le faisceau de rayons X.

Les radiographies sont des images statiques. On peutégalement tirer parti des rayons X pour obtenir des
images dynamiques, permettant par exemple de suivre la progression d’un produit de contraste, ou de
contr̂oler en temps ŕeel l’insertion d’un outil chirurgical : ceci est l’objet d’une technique appeléefluoro-
scopie: par oppositioǹa la radiographie, on peut définir la fluoroscopie comme une technique d’imagerie
par rayons X dont le but n’est pas de fournirà la fin d’un examen une image, mais dont la fonction est
de permettre de disposer d’images en temps réel, soit en continu, soit aussi souvent qu’on le souhaite.

Pour cela, on utilise un dispositif construit sous la forme d’un arceau, appelé C-ARM (littéralement, bras
en forme de C). Ce dispositif est disponible dans chaque bloc opératoire ; il est mobile, et estéquiṕe
à l’une de ses extrémit́es d’une source de rayons X, età l’autre d’un d́etecteur, qui peut̂etre unécran
fluorescent, un amplificateur de brillance (c’est le cas le plus courant), ou un détecteur de radiologie
numérique (une image de C-ARM est présent́ee en figure 1.2). L’intensité du faisceau de rayons X est
réduite (environ d’un facteur 100) par rapport aux rayons X utilisés en radiographie, mais est délivrée sur
une plus grande durée, ce qui fait que globalement, pour un examen fluoroscopique classique, la dose de
rayons X d́elivrée au patient est plus importante que pour une radiographie classique. La faible intensité
du faisceau de rayons X a pour conséquence que les images obtenues sont de moindre qualité que les
images obtenues en radiographie (augmentation significative du bruit).

1.2.6.2 Les images reconstruites : images scanner

Nous allons nous intéresser icìa des techniques dites detomographie(du grectomos, qui signifie coupe) ;
on pourrait ŕesumer leur but de la manière suivante : comment visualiser l’intérieur d’un organisme, sans
pour autant l’ouvrir ?

Une radiographie donne, comme on l’a dit plus haut, une image de la superposition des différentes
structures rencontrées par le faisceau. Cette image est directement accessible. A contrario, les images de
coupes internes de l’organisme ne sont pas accessibles directement, c’est-à-dire ńecessitent des calculs :
c’est l’objet de la tomodensitoḿetrie par rayons X, principe de base des scanners médicaux, pour lequel
Godfrey N. Hounsfield (inǵenieur enélectronique) et Allan M. Cormack (mathématicien) ont reçu le
Prix Nobel de Ḿedecine en 1979.
Le principe de base est le suivant (voir figure 1.3) : un couple source de rayons X - détecteur effectue
une rotation autour d’un patient, et irradie une section donnée selon toutes les droites qui traversent cette
section : des mesures d’atténuation le long de chacune des droites sont ainsi recueillies tout au long de
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FIG. 1.2 – Un arceau mobile, ou C-ARM, est un dispositif d’imagerie par rayons X permettant d’acquérir
des images au bloc opératoire, en continu, oùa volont́e. A l’une des extŕemit́es du bras, on trouve une
source de rayons X, età l’autre, un d́etecteur [Image General Electrics]

l’acquisition, et les calculs consistent alorsà en d́eduire l’att́enuation en chaque point du milieu traversé :
autrement dit, on mesure la transformée de Radon de la fonction d’atténuation le long des droites qui
traversent la section, et les calculs qui suivent consistentà inverser la transforḿee de Radon pour en
déduire la valeur de la fonction d’atténuation en chaque point de la section. Cette carte d’atténuation, qui
caract́erise l’anatomie de la structure, est représent́ee sous forme d’une image : une coupe scanner.

Depuis les premiers prototypes construits au début des anńees 70, l’architecture des dispositifs d’ac-
quisition a beaucouṕevolúe : dans les premiers scanners, on faisait des images coupe par coupe, qui,
une fois empiĺees, donnaient des informations volumiques. En 1989 sont apparus les premiers scanners
hélicöıdaux, òu le lit du patient est translaté à l’intérieur du tunnel du scanner pendant que le couple
source/d́etecteur est en rotation continue. Depuis, l’avancée majeure ŕeside dans le d́eveloppement de
scanners multicoupes (dits aussi multibarrettes) : plusieurs rangées de d́etecteurs sont accolées, et per-
mettent ainsi d’acqúerir simultańement des donńees issues de plusieurs coupes, en conduisantà des
coupes plus fines, avec une acquisition plus rapide (actuellement moins d’une demi-seconde par tour).
En 2003, en France, où essentiellement General Electrics, Siemens, Toshiba et Philips se partagent le
march́e, deux tiers des scanners vendusétaient des scanners 16 coupes, et tous offraient de toute façon
plus de 4 coupes.

Dans ce manuscrit, nous nous placerons, sauf dans le dernier chapitre2, dans le cadre de la géoḿetrie
d’acquisition la plus simple possible,à savoirla géométrie parall èle 2D: on consid̀ere que le faisceau
de rayons X qui traverse l’objet est un faisceau de rayons parallèles, et que l’on reconstruit un empile-
ment de coupes. Bien que cette géoḿetrie ne soit plus la ǵeoḿetrie utiliśee dans les derniers scanners
commercialiśes, qui sont des scanners tridimensionnels, les travaux qui sont effectués dans le contexte
des donńees tronqúees - qui nous intéresse ici, et que nous présenterons plus loin - le sont en géńeral en
géoḿetrie 2D ; de plus, si l’on travaille en géoḿetrie 2D, il est plus ŕealiste de travailler en géoḿetrie
dite fan beam(c’esr-̀a-dire enéventail : le faisceau est contenu dans un cône plan dont le sommet est

2Dans le dernier chapitre, on se place dans le cadre d’une géoḿetrie d’acquisition divergente 3D, mais comme nous le
verrons, la technique de reconstruction appliquée alors sera purement géoḿetrique, et aucun outil d’inversion 3D analytique de
donńees radiographiques ne sera mobilisé.
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la source de rayons X), mais il existe des procédures dites derebinningqui permettent de réorganiser
des donńees acquises eńeventail en un jeu de données parall̀eles : les ŕesultats de la ǵeoḿetrie parall̀ele
peuvent donĉetre appliqúes.

FIG. 1.3 – Un scanner, et l’illustration de son principe de fonctionnement : des mesures radiologiques
sont effectúees tout autour du patient, et permettent, après calcul, de donner une image de la section
irradiée.

1.3 Utilisation de l’imagerie par rayons X au bloc oṕeratoire : l’exemple
du vissage ṕediculaire

1.3.1 Les Gestes Ḿedico-Chirurgicaux Assist́es par Ordinateur

Le travail qui est pŕesent́e dans ce manuscrit aét́e effectúee en grande partie dans uneéquipe de recherche
travaillant sur lesGestes Ḿedico-Chirurgicaux Assistés par Ordinateur. Cetteéquipe est unéequipe plu-
ridisciplinaire (informatique, robotique, ḿecanique, traitement d’images, mathématiques), dont les tra-
vaux ont un objectif commun : mettrèa la disposition des chirurgiens et de leurs patients de nouveaux
outils rendant les gestes de chirurgie plus sûrs, plus pŕecis, plus rapides, moinsinvasifs, moins trauma-
tisants, en particulier pour réduire les douleurs post-opératoires, la duŕee d’hospitalisation, la durée de
convalescence (et donc aussi les coûts liés aux interventions chirurgicales).

Dans ce contexte, les images médicales ne sont plus seulement des outils de diagnostic. Elles deviennent
des outils pour le chirurgien qui peut alors, par exemple :

– disposer d’images déjà en partie analysées, d́ecod́ees par l’ordinateur (dans lesquelles par exemple
certaines structures ont déjà ét́e identifíees, isoĺees,segment́ees) ;

– planifierpréciśement son geste avant d’entrer au bloc et retrouver ces informations pre-opératoires
superpośees virtuellement sur des images acquises pendant l’intervention ;

– contr̂oler son geste en temps réel sur des images de synthèse, qui permettent de visualiser des
structures d’ordinaire inaccessiblesà l’oeil humain, ou seulement accessibles au prix de gestes
très invasifs pour les mettre au jour.

Dans les deux derniers cas, on dit que l’on propose au chirurgien un outil denavigation chirurgicale;
l’image change de statut : deréelle, elle devientvirtuelle.

Certains de ces outils sont déjà en partie disponibles en chirurgie conventionnelle grâce aux images
fluoroscopiques, qui permettent au chirurgien de contrôler son geste en temps réel. Mais, comme on le
dira ensuite, l’information apportée par des images fluoroscopiques est limitée (ce sont des images de
superposition, certains angles de vue sont indisponibles, les mesures conduisentà d́elivrer des doses de
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rayons X que l’on souhaiterait moindres). Nous allons dans la suite présenter d’autres ḿethodes d’aide
au chirurgien qui b́eńeficient d’images plus riches en information.
Pour cela, nous allons nous appuyer sur une intervention chirurgicale précise, qui motive le travail
présent́e dans ce manuscrit : le vissage pédiculaire. Nous la présentons dans la partie suivante, en dres-
sant uńetat de l’art des techniques qui permettent aujourd’hui de l’assister par ordinateur, afin de dégager
ensuite les objectifs de notre travail dans ce contexte.

1.3.2 Le vissage ṕediculaire : description

Le vissage ṕediculaire est une intervention en chirurgie orthopédique, pratiqúee pour la première fois en
1961 par le chirurgien français R. Roy-Camille .
A la diff érence des tissus ditsmous, les structures osseuses sont rigides : elles se prêtent donc bieǹa la
création d’images dans lesquelles leur représentation est extrapoléeà la partie de leur formèa un instant
ant́erieur. De fait, apr̀es des travaux initiaux en neurochirurgie, c’est en orthopédie que la chirurgie par
ordinateur a trouv́e un grand nombre d’applications (voir le site Surgetics.org [108] pour une chronolo-
gie d́etaillée). Le vissage ṕediculaire est l’une des premières applications connues du guidage du geste
assist́e par ordinateur, et dès le d́ebut des travaux dans ce domaine, c’est-à-dire d̀es la fin des anńees
80, des chercheurs grenoblois du laboratoire TIMC (en particulier S. Lavallée, P. Cinquin, J. Troccaz,
et le Professeur P. Merloz, chirurgien orthopédiste au CHU de Grenoble) ont joué un r̂ole majeur (nous
expliciterons plus loin leur contribution).

But de l’intervention
Le vissage ṕediculaire est une technique d’instrumentationde la colonne vertébrale [88, 62] : on uti-
lise des dispositifs externes (tiges et vis) pour rétablir puis maintenir l’́equilibre tridimensionnel de la
colonne vert́ebrale. Rappelons d’abord [109] que la colonne vertébrale est constitúee d’un empilement
de vert̀ebres (de haut en bas : les cervicales, les thoraciques, les lombaires, puis les vertèbres du sacrum
et celles du coccyx), deux vertèbres successivesétant relíees par une structure ”amortisseuse”, formée
d’eau et de collag̀ene entouŕee de cartilage, appeléedisque intervert́ebral.

A l’exception des vert̀ebres sitúees aux extŕemit́es de la colonne vertébrale, les vertèbres ont toutes
une structure similaire (que l’on pourra visualiser en figure 1.4 : elles présentent ”̀a l’avant” un corps
vert́ebral, et ”̀a l’arrière” un arc, appelé ”arc neural”, compośe de deux parties : les pédicules (qui,
grossìerement, ont la forme de tubes cylindriques), situés à la jonction avec le corps vertébral, et les
lames. Plusieurs pointes, appelées processus, se greffent sur cette structure : deux processus transverses,
quatre processus articulaires (ou articulations facettaires), et un processus situé à l’extrémit́e post́erieure
de la vert̀ebre, appelé processuśepineux, oúepineuse (comme on le verra ensuite, il est facilement iden-
tifiable, et joue un r̂ole fondamental comme ”point de repère” dans les techniques de recalage). L’arc
neural entoure un canal dans lequel passe la moelleépinìere, et la colonne est entourée par un ŕeseau
dense de nerfs et de vaisseaux.

Le vissage ṕediculaire consistèa inśerer des vis dans les pédicules de plusieurs vertèbres, afin de pou-
voir ensuite faire glisser dans les têtes des vis une tige servant alors de ”tuteur” pour la colonne (voir en
figure 1.6). Cette intervention est pratiquée en particulier dans le cas de fractures de vertèbres (dans ce
cas on instrumente les deux vertèbres adjacentesà la vert̀ebre fractuŕee), dans le cas de scolioses, comme
l’illustre la figure 1.5, ou encore lorsqu’une vertèbre glisse vers l’avant du corps vertébral sitúe juste
en-dessous d’elle (phénom̀ene appeĺe spondylolisthesis).

La difficulté de cette intervention réside dans plusieurśeléments :
– la proximit́e de structuresnoblesau voisinage des pédicules : nerfs, vaisseaux, moelleépinìere :

il y a un risque de perforation de l’enveloppe osseuse des pédicules lors de l’insertion des outils
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chirurgicauxà l’intérieur de ces ṕedicules, qui peut conduirèa des ĺesions des structures environ-
nantes ; ainsi, outre l’instabilité de l’instrumentation qui en découle, un mauvais placement peut
causer des troubles neurologiques, plus ou moins handicapants ;

– l’accès difficile aux ṕedicules, et l’impossibilit́e de contr̂oler directement, visuellement, la pro-
gression du geste ;

– la variabilit́e des ṕedicules d’un individùa l’autre (profondeur, diam̀etre, orientation). Par exemple,
la section des ṕedicules vert́ebraux varie entre 5 mm et 1 cm pour les vertèbres dorsales et les trois
premìeres lombaires, jusqu’à 1,6 cm pour les lombaires L4-L5 ;

1.3.3 Technique conventionnelle et enjeux de la chirurgie assistée par ordinateur pour
cette intervention

Traditionnellement, le vissage pédiculaire s’effectue en chirurgie ouverte, en exposant au jour la face
post́erieure des vertèbres, apr̀es un planning effectúe avant l’oṕeration, au cours duquel le chirurgien a
décid́e, dans des images scanner, des paramètres de l’intervention (vertèbres̀a instrumenter, diam̀etres et
longueurs des vis, orientation des trajectoires,...). Cette intervention est réaliśee sous contrôle fluorosco-
pique, avec des images du type de celle que l’on trouvera en figure (1.7), mais cette approche a révélé
des limites : en ne pouvant disposer que des vues latérale et frontale du patient, qui plus est seulement
en projection, le chirurgien ne peut pas contrôler de manìere pŕecise la position des outils au sein du
pédicule ; en particulier, l’absence de vue axiale (c’est-à-dire le point de vuèa droite en figure (1.6) ne
permet pas de garantir la position des outils par rapportà la moelleépinìere . Le chirurgien est contraint
de d́ecider de sa trajectoirèa partir d’images tridimensionnelles effectuées avant l’oṕeration, et mises en
correspondance mentalement avec ce qu’il voit dans le champ opératoire, compĺet́ees par ses connais-
sances anatomiques : la position des pédicules est extrapolée à partir de la position d’autres repères
anatomiques accessibles, eux, visuellement.

Selon les sources ([88, 59]), ce protocole conduità entre 10̀a 40% de vis mal plaćees (mises eńevidence
par des scanners post-opératoires, conduisant̀a des positions approximatives et instables, ou, d’une
manìere plus grave, affectant des structures nerveuses. De plus, les images fluoroscopiques, si elles sont
acquises tout au long de l’intervention, conduisentà des temps d’irradiation qui se comptent en minutes
et qui à la longue, peuvent se révéler ńefastes pour le personnel médical ; denfin, les salles d’opération
ne sont en ǵeńeral équiṕees que d’un seul C-ARM, ce qui obligeà le repositionner̀a plusieurs reprises
pendant l’oṕeration si l’on veut contr̂oler la progression du geste selon des incidences alternées (en plus,
on ne peut donc pas disposer simultanément des informations complémentaires que sont les vues selon
les deux incidences).

Les techniques assistées par ordinateur ont donc l’objectif suivant : introduire un objet linéaire dans les
pédicules de la vertèbre, en optimisant les critères suivants :

– la pŕecision du geste : on veut des trajectoires qui restentà l’intérieur des ṕedicules, et ceci en
disposant d’information en temps réel, selon des incidences pertinentes (et simultanées) ;

– l’irradiation : on veut qu’elle soit ŕeduite pour le patient, mais surtout pour l’équipe ḿedicale ;
– le temps d’intervention.

Pour le premier point, la solution idéale consisterait̀a disposer d’un scanner au bloc opératoire, per-
mettant de reconstruire des images tridimensionnelles et des coupes dans des sections pertinentes aussi
souvent que le chirurgien en ressentirait l’intér̂et. De tels scanners, ditsinterventionnelsexistent aujour-
d’hui, et sont utiliśes en particulier pour réaliser des biopsies du cerveau : le neurologue introduit une
aiguille dans la t̂ete du patient. Tout au long de l’intervention (typiquement, pour une biopsie, de 2à 5
minutes), le scanner est en rotation autour du patient, et délivre des images successives, avec une ca-
dence de rafrâıchissement de l’ordre de 6 ou 12 images par seconde. Bien que ce dispositif fournisse
au chirurgien une précieuse information tridimensionnelle en temps réel, il n’est pour autant pas sans
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FIG. 1.4 – Vert̀ebre lombaire (sch́emas extraits de [103, 110]) : les vues de dessus, de profil et de face,
avec ensuite le repérage des diff́erentśeléments. En bas, on peut visualiser l’environnement des vertèbres,
riche en structures nobles (moelleépinìere, vaisseaux).
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FIG. 1.5 – Instrumentation d’une scoliose par vissage pédiculaire : on introduit des vis dans plusieurs
vert̀ebres,à travers les t̂etes desquelles on glisse des tiges métalliques, qui permettent de redresser la
colonne vert́ebrale.

FIG. 1.6 – Principe du vissage pédiculaire [39] (̀a droite, la vue axiale, ou vue de dessus, qui permet de
contr̂oler si les vis sont correctement placées, mais qui n’est pas accessible par des images fluorosco-
piques.

FIG. 1.7 – Protocole conventionnel : les images sur lesquelles le chirugien peut s’appuyer sont des images
fluoroscopiques ; les vues de profil et de face sont disponibles, mais la vue axiale est inaccessible.



1.3. Utilisation de l’imagerie par rayons X au bloc oṕeratoire : l’exemple du vissage ṕediculaire 15

inconv́enient : outre l’encombrement qu’il crée dans le champ opératoire, il irradie pendant plusieurs
minutes une zone très localiśee du patient, ainsi que les mains du chirurgien (notons que pour limiter
ce dernier point, dans le cas des biopsies, des systèmes robotiśes de bras articulés sont d́evelopṕes afin
d’effectuer le positionnement de l’aiguille).

1.3.4 Navigation chirurgicale par différentes techniques : l’exemple du vissage pédiculaire
assist́e par ordinateur

1.3.4.1 Navigation chirurgicale : principes ǵenéraux

Nous allons ici ŕesumer les principes de base de la navigation chirurgicale (ceux-ci sont exposés par
exemple dans [76, 90, 89, 92, 98, 48]).

Le but de la navigation chirurgicale est de limiter l’extrapolation que le chirurgien doit développer men-
talement pour imaginer la position de ses outils au fil de l’opérationà l’intérieur de structures auxquelles
il n’a pas d’acc̀es visuel direct ; pour cela, on veut pouvoir lui fournir des images de synthèse lui per-
mettant de suivre cette progression. D’une manière un peu ǵeńerale (nous entrerons dans les détails plus
bas), les images que l’on va lui fournir seront des images réelles du patient (acquises une fois pour toutes
avant ou au d́ebut de l’oṕeration, donc induisant une irradiation bien moindre que lors d’une acquisition
continue), augmentéesà chaque instant d’informations recueillies en temps réel dans le champ opératoire
(position de l’aiguille, de la vis,..), par des capteurs appeléslocalisateurs, et replaćees virtuellement dans
les images gr̂aceà une application informatique.
Pour rendre les choses concrètes, on fait souvent l’analogie entre les dispositifs de navigation chirurgicale
et les syst̀emes GPS pour les automobiles : la position réelle de l’automobile est suivie par un satellite,
qui capte les signaux́emis par le système de navigation disposé dans le v́ehicule, puis la position de l’au-
tomobile est replaćee virtuellement sur une carte routière nuḿerique, sur laquelle l’automobiliste peut
suivre sa trajectoire en temps réel.

On distingue classiquement trois types de systèmes de navigation :
– les syst̀emes passifs : on apporte au chirurgien des informations en temps réel sur la position des

outils chirurgicaux, mais celui-ci reste seul maı̂tre de son geste ;
– les syst̀emes actifs : on programme un geste chirurgical, qui est ensuite entièrement effectúe par

un robot, sans que le chirurgien n’intervienne ;
– les syst̀emes semi-actifs : on programme un geste chirurgical, qui est ensuite exécut́e par le chi-

rurgien, sous le contrôle du syst̀eme de navigation ; si le chirurgien s’écarte du geste initialement
planifié, son geste est interrompu par le robot.

Ici, pour les applications que nous allons présenter, et dans la continuité desquelles nous nous placerons
ensuite, les systèmes de navigation utilisés sont des systèmes passifs.

En chirurgie, les signaux sont magnétiques, acoustiques ou, la plupart du temps, optiques : on attache des
diodeśelectroluminescentes (émettant des infra-rouges) aux différents outils que l’on veut suivre dans le
champ oṕeratoire, et on d́etecte les signaux qu’ellesémettent̀a l’aide d’une caḿera infra-rouge (appelée
localisateur) - en pratique, chaque diodeémet plusieurs rayons, et quand deux rayons provenant d’une
même diode sont repéŕes par deux capteurs différents de la caḿera, on sait d́eterminer la position de
la diode dans l’espace. Les diodes sont en fait inséŕees sur des accessoires appeléscorps rigides(rigid
bodies), chacun d’eux-m̂emesétant rigidement fix́e à l’un des outils que l’on veut suivre. La caméra
infra-rouge peut̀a chaque instant détecter les signaux́emis par les diodes, et en déduire la position et
l’orientation du corps rigide et donc de l’outil (voir en figure (1.8) pour une illustration).

Plus pŕeciśement, les calculs dans les applications de navigation chirurgicale reposent sur des change-
ments de coordonnées entre ŕeférentiels :
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FIG. 1.8 – Les outils classiques pour la navigation chirurgicale [89] : on peut visualiser (à gauche) les
corps rigides attach́esà un os,̀a des outils, et (̀a droite) la manìere dont ils sont d́etect́es par une caḿera-
infra-rouge,̀a l’aide de diodeśelectroluminescentes fixées sur les corps rigides.

– le ŕeférentiel líeà la caḿera, dans lequel peuventêtre d́etermińees̀a chaque instant les coordonnées
des diodes attachéesà chacun des corps rigides. Pour cela, il faut que toutes les diodes restent
visibles par la caḿera (on dit qu’il faut pŕeserver une ligne de vue) : le chirurgien n’est donc pas
compl̀etement libre de ses mouvements ;

– le ŕeférentiel líe à chacun des corps rigidesRoutiln , dans chacun desquels, grâceà des techniques
dites decalibrage, on rep̀ere les coordonńees de la pointe de l’outil associé, etéventuellement son
orientation. Ces coordonnées sont constantes tout au long de l’opération, puisque chacun des corps
rigides est rigidement lié à son outil de ŕeférence ;

– le ŕeférentiel líe au patient pendant l’opération,Rpatient pour cela, on attachéegalement un corps
rigide au patient ; typiquement, pour le vissage pédiculaire, on peut attacher un corps rigideà
l’ épineuse d’une vertèbre (“facile” d’acc̀es dans une intervention par voie postérieure). La patient
est immobile dans ce référentiel tout au long de l’intervention, ou, autrement dit, ce référentiel suit
les mouvements du patient ;

– le ŕeférentiel líe à l’imageRimage, dans lequel on souhaite déterminer les coordonnées des outils
pour pouvoir replacer ces derniers virtuellement dans les images.

Plusieurs transformations sont alorsà caract́eriser :

– la transformation qui permet de passer du référentiel líe au patient au référentiel líe à l’image : on
parle derecalageentre les deux référentiels ;

– la transformation qui permet de passer du référentiel líe à l’outil au ŕeférentiel líe au patient : ceci
se fait en relevant simultanément les positions des corps rigides associés par rapport̀a la caḿera ;

– enfin, la transformation qui permet de passer du référentiel líe à l’outil au ŕeférentiel líe à l’image :
celle-ci s’obtient par composition des deux préćedentes.

Dans tous les cas, calculer ces transformations consisteà proposer la transformation rigide (ie obtenue
avec une translation et une rotation) optimale qui minimise la distance entre deux ensembles de points.

Dans la suite, nous allons expliquer comment, dans l’exemple du vissage pédiculaire, la navigation est
mise en oeuvre, c’est-à-dire en particulier quelles sont les images virtuelles que l’on reconstruit, et com-
ment sont d́etermińees les relations entre les différents ŕeférentiels.
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1.3.4.2 Navigation dans un scanner per-oṕeratoire

Nous commençons par présenter la stratégie choisie par Haberlandet al.dans [44], car, m̂eme si ce n’est
pas la plus ancienne, c’est elle qui est la plus proche de la solution ”idéale” que nouśevoquions plus haut,
qui consisterait̀a utiliser au bloc oṕeratoire un scanner permettant de disposer en temps réel d’images
tridimensionnelles de la région de l’oṕeration.

Cette technique utilise un scanner interventionnel, mobile (Tomoscan M mobile, de Philips), avec le-
quel les auteurs reconstruisent un volume au début de l’oṕeration. Le scanner est alorsécart́e du champ
opératoire, et aucune nouvelle acquisition de données radiographiques n’est effectuée ensuite : les problèmes
d’ergonomie et d’irradiation sont donc alors résolus. Au cours de l’oṕeration, le chirurgien peut visuali-
ser virtuellement la progression de ses outils dans le volume scanner initial. Pour cela, des vis en titane
sont inśeŕees dans chaque vertèbre d’int́er̂et avant le scanner, de telle sorte qu’elles sont ensuite facile-
ment identifiables dans le volume scanner.

Nous allons d́etailler pour cette application les différenteśetapes de mise en place de la navigation (en
explicitant leśetapes ǵeńerales pŕesent́ees plus haut) :

– avant de d́ebuter l’oṕeration, on attache un corps rigideà l’épineuse d’une des vertèbres du patient
ainsi qu’aux diff́erents outils chirurgicaux : on connaı̂t alors la relation entre le référentiel líe au
patient, et le ŕeférentiel líe à chacun des outils ;

– le chirurgiencalibre les différents outils qu’il va utiliser ensuite, c’est-à-dire qu’il d́etermine la
position de chacun des outils dans le référentiel propre qui lui est lié (en particulier, position de la
pointe des outils) ;

– le chirurgien commence par toucher les vis en titane implantées dans le patient avec la pointe d’un
des outils, appelé palpeur: ceci permet de d́eterminer la position des vis dans le référentiel líe à
la caḿera ; comme le ŕeférentiel líe au patient est repéŕe par cette m̂eme caḿera, on en d́eduit la
position des vis dans le référentiel líe au patient. On repère alorśegalement la position des vis dans
les images initiales, et on en déduit la relation entre le référentiel líe au patient et le référentiel líe
à l’image : on arecaĺe les deux ŕeférentiels ;

– l’opération en elle-m̂eme peut alors d́ebuter :à chaque instant, la position des outils est repéŕee
par la caḿera, et replaćee virtuellement dans les images scanner initiales ; le chirurgien peut donc
suivre la progression de son geste.

Les exṕeriences ŕealiśees sur patients par les auteurs de [44] conduisentà des ŕesultats tr̀es satisfaisants
(sur 35 patients, ils d́eclarent que les scanners post-opératoires n’ont mis eńevidence aucune vis mal
plaćee). Ńeanmoins, cette technique n’est pas satisfaisante pour autant, car elle n’est pas viable : comme
cela est rappelé par exemple dans [89], acquérir un scanner côute tr̀es cher, et les ĥopitaux n’ont pas
les moyens d’́equiper chaque bloc opératoire avec un tel dispositif. La technique que nous présentons
ensuite, d́evelopṕee quelques années plus t̂ot, contourne ce problème, en utilisant un scanner effectué
avant l’entŕee au bloc oṕeratoire, donc avec du matériel disponible dans les hôpitaux.

1.3.4.3 Navigationà l’aide d’un scanner préoṕeratoire

Cette strat́egie est la première strat́egie de navigation pour le vissage pédiculaire. Elle áet́e élaboŕee
simultańement, et de manière ind́ependante, dans les années 90, par deux́equipes : unéequipe suisse, de
l’Université de Berne, meńee par L. Nolte [76], et unéequipe grenobloise du laboratoire TIMC, menée
par S. Lavalĺee, P.Cinquin et J. Troccaz.[59]. Cette technique a fait depuis l’objet de développements
ultérieurs (voir par exemple [60, 71, 72, 102, 90]), et est utilisée par exemple au CHU de Grenoble par
le professeur P. Merloz.
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A la diff érence de la stratégie que nous venons d’exposer, on n’utilise pas de scanner au bloc opératoire.
On fait ńeanmoins en sorte que de l’information tridimensionnelle - en particulier dans la direction ab-
sente des images fluoroscopiques - soit disponible : pour cela, on effectue un scanner avant l’entrée du pa-
tient au bloc oṕeratoire. Sur ce scanner pré-oṕeratoire, le chirurgien construit leplanning de l’oṕeration.
Une fois au bloc oṕeratoire, il faut alors effectuer un recalage entre les images scanners préoṕeratoires,
et le ŕeférentiel du patient. Plusieurs techniques sont alors possibles :

1. en utilisant un palpeur pour pointer des points caractéristiques, reṕerables facilement̀a la fois dans
les images pŕe-oṕeratoires et sur le patient sur la table d’opération ; ces points caractéristiques
peuvent̂etre de diff́erentes natures :
– ils peuventêtre des marqueurs artificiels implantés dans les os, comme c’est le cas dans la

strat́egie utilisant un scanner interventionnel que nous avons présent́ee plus haut ; cette tech-
nique est pŕecise, mais pŕesente l’inconv́enient de ńecessiter une intervention chirurgicale avant
le scanner, donc,a fortiori avant l’oṕeration elle-m̂eme, ce qui est trop contraignant ;

– ils peuventêtre des marqueurs artificiels fixés sur la peau avant le scanner, et radio-opaques
(pour être visibles dans les images scanner) : cette technique a l’avantage de ne pasêtre inva-
sive, mais elle est peu précise : la position des marqueurs par rapport aux vertèbres peut̂etre
modifiée entre les images effectuées avant l’entŕee au bloc et l’anatomie per-opératoire ;

– ils peuventêtre des marqueurs anatomiques, c’est-à-dire des points des vertèbres facilement
identifiables (par exemple les extrémit́es des diff́erents processus des vertèbres). Le recalage
se fait alors en reṕerant d’une part ces points dans les images scanners, et d’autre part en les
palpant au d́ebut de l’intervention, et en recherchant la transformation rigide optimale permet-
tant d’apparier ces points. En l’état, cette technique est souvent jugée assez peu précise, et on
préfère recaler des surfaces, c’est-à-dire recaler un nuage d’une quinzaine de points choisis
aléatoirement dans une région donńee sur la vert̀ebre avec un nuage de points choisis sur les
images (cf.[59, 76] ).

2. en utilisant d’autres techniques, sans palper de points, ce qui permet d’envisager des protocoles
opératoires moins invasifs, voire percutanés (on n’est plus obliǵe d’exposer toute la face arrière
de la vert̀ebre pour palper des points, et ensuite, pour introduire les outils liés à l’intervention
elle-même, on peut se contenter d’incisions très localiśees) :
– recalage entre une surface identifiée sur un scanner préoṕeratoire et une surface identifiée en

réalisant unéechographie au bloc opératoire ; ces travaux ont fait l’objet de la thèse de J. To-
netti [93] pour le vissage sacro-iliaque (c’est-à-dire au niveau du bassin) : on effectue le re-
calage en attachant un référentiel à la sondéechographique, référentiel dans lequel on peut
déterminer les coordonnées des points identifiés dans les imageśechographiques ; autrement
dit, la sondéechographique joue le rôle du palpeur. La navigation se fait ensuite dans le scanner
préoṕeratoire ;

– recalage entre un scanner préoṕeratoire et des images fluoroscopiques per-opératoires ; ceci a
fait l’objet de la th̀ese d’A. Hamadeh [45, 46] : dans ces travaux, qui préfiguraient les travaux
de M. Fleute que nous détaillerons plus loin, quand nous présenterons les objectifs de cette
thèse, l’id́ee consistait̀a acqúerir deux images fluoroscopiques en début d’intervention,̀a isoler
sur chacune d’entre elles les contours en projection de la vertèbre, puis̀a isoler sur le scanner
préoṕeratoire la surface de la vertèbre. Le recalage consistait alorsà trouver la transformation
rigide optimaleà appliquer entre le référentiel du volume scanner, pour que la projection de la
surface de la vertèbre cöıncide avec les contours détect́es sur les vues fluoroscopiques. Comme
nous l’expliquerons plus loin, ce type de stratégie se heurtèa un probl̀eme majeur : celui de la
détection des contours de la vertèbre dans les images fluoroscopiques (c’est la superposition des
structures qui rend cette tâche difficile). De fait, les travaux n’avaientét́e valid́es que sur des
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vert̀ebres s̀eches, c’est-̀a-dire sans environnement extérieur, ce qui simplifie singulièrement la
phase de d́etection de contours.

Une fois que le recalage áet́e effectúe, le chirurgien peut naviguer dans les images scanner, et contrôler
sa trajectoire par rapportà la trajectoire pŕealablement planifíee.

Actuellement, cette technique de navigation est proposée dans des plateformes de différents construc-
teurs :

– dans la station de navigation de Medtronic-Sofamor-Danek, appelée Stealth-Station (dans laquelle
l’application aét́e impĺement́eeà l’origine) ;

– dans le système VectorVISION de l’entreprise Brainlab ;
– dans l’application SpineLogics Universal de la station de navigation Surgetics, dévelopṕee dans

l’entreprise grenobloise Praxim - qui áet́e fond́ee en 1995 par S. Lavallée, l’un des premiers
concepteurs de cette technique de navigation, et qui parraine ce travail de thèse.

La figure (1.9) pŕesente les interfaces de navigation proposée par ces diff́erents constructeurs : leur uti-
lisateur peut visualiser sa trajectoire sur des coupes selon différentes incidences, mais aussi dans des
images tridimensionnelles.

FIG. 1.9 – Les interfaces proposées au chirurgien pour le vissage pédiculaire avec navigation dans un
scanner pŕe-oṕeratoire : interface des stations de navigation de Brainlab, Medtronic (en haut), et Praxim
(en bas) (Images issues des sites des constructeurs [104, 105, 106])
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1.3.4.4 Navigationà l’aide de la fluoroscopie virtuelle

Cette strat́egie (pŕesent́ee par exemple dans [47], ou dans [41], avec une approche percutanée) s’inspire
du protocole conventionnel, où, rappelons-le, le chirurgien s’appuie sur des images fluoroscopiques ac-
quises̀a volont́e tout au long de l’intervention. L’id́ee consiste icìa acqúerir deux images fluoroscopiques
au d́ebut de l’intervention, chacune selon une incidence différente, puis̀a naviguer ensuite dans ces deux
images initiales : on parle de fluoroscopievirtuelle.
Pour rendre possible la navigation, onéquipe le patient et les outils de corps rigides, comme dans les
techniques pŕećedentes ; la diff́erence est qu’ici on suit́egalement la position du C-Arm, et par une
proćedure de calibrage au niveau du C-ARM, réaliśee en acqúerant des images d’un objet-test, appelé
mire (grossìerement, une cagèa l’intérieur de laquelle sont disposées des petites sphères dont on connaı̂t
préciśement la position par rapportà la cage) ońetablit, pour une position donnée du C-ARM, la trans-
formation entre le ŕeférentiel líe au C-ARM et le ŕeférentiel de l’image . La navigation se fait ensuite
dans les deux images fluoroscopiques initiales.

Par rapport̀a la strat́egie conventionnelle, on peut disposer simultanément de la position des outils dans
deux vues prises selon deux incidences différentes, on n’a plus̀a repositionner le C-ARM plusieurs fois
pendant l’intervention, et l’irradiation, limitéeà la prise initiale d’images, est bien moindre pour le pa-
tient - ainsi que pour le chirurgien, qui peut s’écarter du champ opératoire au moment où les images
fluoroscopiques sont acquises. De plus, cette technique utilise seulement le matériel classiquement dis-
ponible dans un bloc opératoire, donc ne pose pas de problème de mat́eriel ou de côut financier.

Actuellement, ce type de navigation pour le vissage pédiculaire est proposée au m̂eme titre que la
préćedente par les principaux industriels :

– syst̀eme Fluoronav de Medtronic-Sofamor-Danek (ici aussi, c’est la plateforme dans laquelle l’ap-
plication aét́e propośee pour la première fois par des industriels) ;

– syst̀eme Navivision 2D de Brainlab ;
– syst̀eme Fluologics Universal de Praxim.

La figure (1.10) pŕesente l’interface de navigation proposée par l’un de ces constructeurs (système Fluo-
ronav) : leur utilisateur peut visualiser sa trajectoire simultanément sur les deux vues fluoroscopiques.

1.3.4.5 Navigation avec fluoroscopie tridimensionnelle

Cette strat́egie de navigation, d́ecrite par exemple dans [33], est plus récente que les deux préćedentes,
et elle viseà combiner les avantages de ces dernières : l’id́ee est de s’appuyer sur un C-ARM classique
(donc sans introduire d’autre matériel que le mat́eriel classiquement disponible au bloc opératoire), pour
reproduire le fonctionnement classique d’un scanner, c’est-à-dire reconstruire des images tridimension-
nelles au bloc oṕeratoire, dans lesquelles ensuite on pourra naviguer : on parle defluoroscopie tridimen-
sionnelle.

On utilise ainsi un C-ARM qui, en rotation autour de la table, recueille des données radiographiques tout
autour de la section que l’on souhaite reconstruire ; la particularité des C-ARMs utiliśes ici est qu’ils
sontisocentriques, c’està dire que le bras a un ”vrai” mouvement de rotation circulaire autour du patient
(autrement dit, le centre de rotation reste fixe, au coeur de la région d’int́er̂et). Cette sṕecificité, qui n’est
pas assuŕee dans les C-ARMS traditionnels, comme illustré en figure (1.11) rend possible la reproduc-
tion du fonctionnement d’un scanner ; c’est par exemple le cas des C-ARMs proposés par Siemens (le
Siremobil Iso C 3D, utiliśe dans [33], ou son successeur, le C-ARM Arcadis Orbic 3D, présent́e à droite
de la figure (1.11), mais aussi le O-ARM, proposé par Medtronic, dont le bras se déplie en forme de ”O”
au moment de l’acquisition de données).
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FIG. 1.10 – Les interfaces proposées au chirurgien pour le vissage pédiculaire avec navigation dans deux
vues fluoroscopiques acquises en début d’intervention : interface de la station de navigation proposée par
Medtronic (syst̀eme Fluoronav). (Image issue du site du constructeur [105])

FIG. 1.11 – Les C-ARMS isocentriques (à droite) ont un mouvement de rotation contraint, qui leur
permet d’̂etre utiliśes pour fournir des données pour la reconstruction d’images de type scanner,à la
diff érence des C-ARMS classiques, qui sont non-isocentriques (à droite) (Images Siemens - CARM
Arcadis Orbic 3D [107]).
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FIG. 1.12 – A gauche le C-ARM isocentrique Arcadis Orbic 3D proposé par Siemens ;̀a droite le C-
ARM ”O-ARM” proposé par Medtronic. Ces dispositifs permettent de reproduire le fonctionnement d’un
scanner avec le dispositif d’imagerie traditionnellement disponible au bloc opératoire (Images Siemens
- Medtronic [107, 105]).

Une fois l’acquisition des données radiographiques effectuée, et les calculs de reconstruction du volume
scanner accomplis, on peut mettre en place un outil de navigation similaire aux outils exposés plus haut :
on utilise des marqueurs introduits avant l’acquisition des données radiographiques, et rigidement fixés
dans les vert̀ebres, puis, avant d’entamer l’intervention, on palpe ces points.

Les volumes actuellement reconstruits par ce type de dispositifs sont des cubes dont l’arête mesure ap-
proximativement 12 cm. Ceci est dû au fait que les C-ARM sont́equiṕes de capteurs-plans dynamiques
(le fait qu’ils soient sans distortion fait qu’on les préfère aux amplificateurs de brillance, car celaévite
d’avoir à corriger les donńees avant de les mettre en entrée de l’algorithme de reconstruction) ; or les
capteurs plans dynamiques reposent sur une technologie coûteuse, et ceci explique le fait que leurs di-
mensions sont actuellement limitées. Ceci a une conséquence importante : les algorithmes de recons-
truction classiquement mis en oeuvre dans les scanners ne sont transposablesstricto sensuque lorsque
les structureśetudíees ont des projections dont le support ne déborde pas du d́etecteur (ou d’un autre
point de vue, des sections qui peuventêtre contenues entièrement dans un cube dont l’arête mesure 12
cm) - nous expliquerons pourquoi dans le chapitre suivant, quand nous exposerons le problème de la
reconstructioǹa partir de donńees tronqúees en tomographie. C’est le cas par exemple des poignets ou
des chevilles, mais, par exemple, ce n’est pas le cas, tout au moins chez l’adulte, au niveau de la colonne
vert́ebrale. En fait, non seulement les algorithmes classiques sont mis en défaut, mais en plus on sait que
les donńees sont insuffisantes pour obtenir des reconstructions exactes, même dans des régions internes
bien localiśees. Comme on peut le voir par exemple en figure (1.13), les industriels présentent cependant
des reconstructions au niveau de la colonne vertébrale ; dans [33], les auteurs disent que la qualité des
images est ”suffisante pour identifier les surfaces osseuses” , mais il est reconnu que les coupes obtenues
ne sont pas aussi nettes que les coupes scanners traditionnelles. L’interface offerte aux utilisateurs du
syst̀eme VectorVision de fluoroscopie tridimensionnelle dévelopṕe par BrainLab est présent́e en figure
(1.13)

1.3.4.6 Bilan

Le professeur P. Merloz, chirurgien orthopédiste au CHU de Grenoble, a conduit différentes śeries de
tests pouŕevaluer la performancedes deux premiers systèmes de navigation (voir par exemple [72, 70]) ;
il en ressort que l’un et l’autre permettent de réduire les taux de vis mal placées observ́es avec les
protocoles conventionnels, mais avec des efficacités diff́erentes :

– pour la navigation dans un scanner préoṕeratoire : sur 79 patients, et 201 vis inséŕees, 12́etaient
mal plaćees (c’est-̀a-dire que l’enveloppe osseuse des pédicules áet́e perfoŕee de plus de 2mm) ,
soit 5,9% ;
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FIG. 1.13 – Les interfaces proposées au chirurgien pour le vissage pédiculaire avec navigation dans un
volume 3D reconstruit par fluoroscopie tridimensionnelle : interface de la station de navigation proposée
par Brainlab (syst̀eme VectorVision). (Image Brainlab [104])

– pour la navigation avec fluoroscopie virtuelle, sur 18 patients et 58 vis inséŕees, 8étaient mal
plaćees, soit 14%.

Plus pŕeciśement, ceśetudes ont montré des nuances selon les pathologies :
– pour les scolioses, l’information tridimensionnelle est cruciale : on observe 6,5% de vis mal

plaćees avec le scanner préoṕeratoire, alors qu’en utilisant la fluoroscopie virtuelle, on observe
encore 25% de vis mal placées ;

– pour les fractures, la différence est moindre : 5,3% contre 9,5% de vis mal placées.

Il reste cependant manifeste que l’apport d’information tridimensionnelle au chirurgien est cruciale :
nous en tenons compte dans la suite.

1.4 Contexte et plan de th̀ese

Notre travail s’inscrit dans la continuité du projet MI3 (Minimal Invasing Interventional Imaging - 2000-
2002) ([29]), coordonńe par l’Universit́e Joseph Fourier, le laboratoire TIMC et la sociét́e PRAXIM, et
finanće par la Commission Européenne.
Son objectif globaĺetait d’aḿeliorer les protocoles chirurgicaux pour les rendre les moins invasifs et
les plus efficaces possible, en travaillant plus particulièrement au d́eveloppement de nouveaux systèmes
d’imagerie interventionnelle.
Plus pŕeciśement, le but́etait de d́evelopper pour le vissage pédiculaire un système d́elivrant une infor-
mation 3D,à partir d’une architecture matérielle de type fluoroscopie (c’est-à-dire sans faire entrer de
scanner au bloc), avec le souci de rendre minimale la dose de rayons X administrée, et de fournir des
images de qualité dans le cas de problèmes̀a donńees tronqúees (ces problèmes seront présent́es plus en
détail dans le chapitre suivant : problème int́erieur et probl̀emeà angle limit́e).
Par rapport aux dispositifs existants que nous venons de présenter, le but́etait donc d’avoir, comme
en fluoroscopie 3D, une information tridimensionnelle sur les structures opéŕees, en n’utilisant que le
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mat́eriel conventionnel du bloc opératoire,maisen s’attachant̀a d́evelopper des algorithmes de recons-
truction adapt́ees au contexte des données tronqúees. En contre-partie, l’objectif n’était pas de fournir
une information tridimensionnelle aussi riche que l’information délivrée par des coupes scanner : l’ob-
jectif était “simplement” de donner une image de la surface de la vertèbre, ou, en coupes, des images des
contours de chaque section, une information qui est suffisante pour guider le chirurgien lors d’un vissage
pédiculaire.

D’un point de vue mat́eriel, ce projet s’articule autour d’une station de navigation chirurgicale, la station
Surgetics d́evelopṕee par la sociét́e PRAXIM, que l’on peut voir̀a gauche en figure 1.14), et d’un C-ARM
dans lequel áet́e int́egŕe le capteur plan dynamique PIXIUM 4700 fabriqué par la socíet́e TRIXELL.

FIG. 1.14 – Le mat́eriel autour duquel s’articule le projet MI3, contexte de ce travail de thèse : la station
de navigation Surgetics de l’entreprise Praxim (à gauche), et le C-ARM interventionnel dans lequel un
capteur plan dynamique de l’entreprise Trixell aét́e int́egŕe.

Plus pŕeciśement, deux axes de recherche avaientét́e dessińes dans le projet MI3 :
– la reconstruction de la surface d’une vertèbreà partir de deux images fluoroscopiques per-opératoires

de la vert̀ebre du patient (face et profil), mais sans utiliser de scanner préoṕeratoire : l’id́eeétait
d’apporter l’information tridimensionnelle sous la forme d’un modèle statistique de surface de
vert̀ebres, que l’on d́eforme de manièreélastique pour le recaler avec les images fluoroscopiques.
Ce point a fait l’objet de la th̀ese de M. Fleute ([39]) ;

– la reconstruction de la surface d’une vertèbreà partir de donńees radiographiques acquises se-
lon le principe de la fluoroscopie virtuelle 3D, maiséventuellement tronquées par rapport au jeu
de mesures utiliśe dans une reconstruction classique de type scanner, par exemple du fait de la
taille réduite des d́etecteurs dynamiquesévoqúee plus haut, ou bien de la présence dans le champ
opératoire d’objets radio-opaques (outils, bord du lit..) obscurcissant certaines zones des radios,
ou bien encore dans le souci de réduction de la dose délivrée au patient.

Le travail de th̀ese pŕesent́e ici a en grande partiéetait finanće par la ŕegion Rĥone-Alpes, dans le cadre
du projet AD́eMo (Acquisition et D́ecisions guid́ees par le Mod̀ele). Sur le premier axe de recherche,



1.4. Contexte et plan de th̀ese 25

l’objectif était de travailler sur l’automatisation de la phase de détection des contours de vertèbres dans
les images fluoroscopiques. Ce travail a fait l’objet d’investigations selon différentes pistes, conduisant
à des validations sur vertèbre s̀eche puis sur fantôme nuḿerique : ces travaux seront présent́es dans le
chapitre 5 de ce manuscrit.

Le coeur de notre travail mathématique áet́e consacŕe au deuxìeme axe de recherche : l’objectif ini-
tial était d’́evaluer la pertinence des méthodes d’inversion par ondelettes de données fluoroscopiques
tronqúees.

Le chapitre 2 qui suit rassemble les principaux résultats de tomographie permettant de comprendre les
sṕecificités des problèmes de tomographièa donńees tronqúees, et qui nous ont́et́e utiles tout au long
de ce travail : il expose d’abord des résultats classiques sur les données compl̀etes, afin de montrer en-
suite en quoi elles sont mises en défaut. Nous montrons en particulier qu’une méthode de reconstruction
directement adaptée des ḿethodes globales, et donc très facilement utilisable, fournit des résultats tr̀es
satisfaisants en présence de données locales, alors qu’elle semble ignorée par la litt́erature.

Dans lechapitre 3, apr̀es quelqueśeléments ǵeńeraux sur les représentations en ondelettes de signaux,
nous pŕesentons les différents liens qui existent dans la littérature entre la tomographie et les ondelettes,
et nous mettons eńevidence deux types de travaux, entre lesquels très peu de passerelles sont faites dans
la littérature existante : d’une part, des travaux effectués par des sṕecialistes de traitement du signal,
où des applications aux problèmesà donńees tronqúees existent, et d’autre part, des travaux faits par
des sṕecialistes de statistique, autour de la transformée en ondelettes-vaguelettes, dont les applications
concernent essentiellement l’inversion de données tomographiques bruitées. Nous montrons qu’il existe
de grandes similarités entre ces deux approches.

Enfin, dans lechapitre 4, nous pŕesentons notre principale contribution aux relations entre tomographie
et ondelettes : nous exploitons des résultats th́eoriqueśetablis en physique théorique au d́ebut des anńees
90 par M. Holschneider [49],̀a notre connaissance jamais utilisés en pratique, pour proposer une nouvelle
méthode d’inversion locale de données tomographiques tronquées.





Chapitre 2

Tomographie 2D

Dans ce chapitre, nous introduisons d’abord l’outil fondamental en tomographie : la transformée de
Radon, dont nouśenonçons les propriét́es que nous réutiliserons tout au long de ce manuscrit. Nous
présentons ensuite le problème de reconstruction d’une imageà partir de donńees tomographiques, tout
d’abord dans le cadre classique des données globales, en insistant sur l’algorithme le plus connu d’in-
version des donńees : la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee. Nous pŕesentons ensuite des problèmesà
donńees tronqúees, notamment le problème int́erieur, qui constituent notre motivation ici. Nous montrons
en quoi ils diff̀erent du probl̀eme global, et nous présentons deux ḿethodes de reconstruction classiques
en pŕesence de données locales,̀a savoir laΛ-tomographie et la tomographie pseudo-locale. Nous termi-
nons en revenant sur la méthode de ŕetroprojection filtŕee, en la consid́erant cette fois-ci dans le contexte
des donńees locales, cadre dans lequel elle n’est pas abordée dans la litt́erature.
Sauf mention contraire, les principaux résultatśenonćes dans ce chapitre sont issus de la bibliographie,
notamment des travaux de F. Natterer, d’A. Faridani, d’A. Ramm et d’A. Katsevich [75, 34, 85]. Dans
un souci de compréhension, nous les complétons par des exemples ou des preuves plus simples dans des
cas particuliers, avec,en fil rougetout au long de ce chapitre, l’exemple de l’indicatrice du disque unité,
ou de l’ellipse, en calculant les résultats exacts de l’action de certains opérateurs sur ces exemples. Les
résultats de ces calculs sont parfois donnés dans la bibliographie, mais rarement détaillés.

2.1 La transformée de Radon : d́efinitions et propri étés fondamentales

Comme nous l’avons dit en introduction, la transformée de Radon d’une fonctionf rassemble, en dimen-
sion 2, les valeurs des intégrales de la fonctionf le long de chacune des droites du plan. La fonctionf
mod́elise la densit́e d’une section d’un organisme, que l’on chercheà identifier,à reconstruire, à partir de
sa transforḿee de Radon. Dans cette partie, nous présentons les d́efinitions et propríet́es fondamentales
qui interviennent dans ce cadre.

2.1.1 D́efinition

La transforḿee de Radon est définie sur l’ensemble des droites du plan, que l’on repère de la manière
suivante : on introduit un repère orthonorḿe (O, e1, e2) du plan euclidien. On noteS1 le cercle unit́e
des vecteurs de norme 1. Tout vecteurΘ ∈ S1 peutêtre caract́eriśe par l’unique ŕeelθ ∈ [0, 2π[ tel que,
dans le rep̀ere orthonorḿe orient́e choisi,Θ ait pour coordonńees(cos θ, sin θ)1.
Dans ces conditions, pour un vecteurΘ ∈ S1 fixé et un ŕeels > 0 fixé, on noteraDθ,s la droite forḿee
des pointsx du plan telsx ·Θ = s (où · désigne le produit scalaire euclidien surR2). Le vecteurΘ est
alors un vecteur normalà la droiteDθ,s, ets désigne la distance “algébrique” entre l’origine du rep̀ere et

1Dans la suite du manuscrit, on associera tacitement le vecteurΘ ∈ S1 à l’angleθ ∈ [0, 2π[.

27
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la droiteDθ,s. On assimilera ainsi une droiteà deux param̀etres, appartenant au produit cartésienS1×R ;
ce produit cart́esien est parfois appelé lecylindreS1×R. Ces notationśetant introduites, on peut définir
la transforḿee de Radon d’une fonctionf , dont on pourra visualiser les paramètres en figure (2.1).

Définition 2.1.1 (Transformée de Radon)
Soit f ∈ L1(R2). On appelle transformée de Radon de la fonction f la fonction Rf définie sur le
cylindre S1 ×R par

∀(Θ, s) ∈ S1×R, Rf(Θ, s) =
∫
{x∈Dθ,s}

f(x)dx =
∫
{x∈R2|x·Θ=s}

f(x)dx =
∫
t∈R

f
(
sΘ + tΘ⊥

)
dt

L’appartenance de la fonctionf à l’espaceL1(R2) assure l’existence de la transformée de Radon. En
effet,

∀x ∈ R2, |1x·Θ=s(x)f(x)| ≤ |f(x)|

et donc sif ∈ L1(R2), alors1x·Θ=sf est int́egrable surL1(R2), et l’intégrale existe et est finie.
On peut d’ores et d́ejà remarquer que pour les fonctions que l’on chercheà mod́eliser en pratique, la
transforḿee de Radon est bien définie ; en effet, une densité relativeà une section d’un organisme est
une fonction d́efinie surR2, borńee, età support compact ; une telle fonction appartient bienà l’espace
L1(R2).

FIG. 2.1 – Param̀etres de la transforḿee de Radon en géoḿetrie parall̀ele 2D : on noteΘ la codirection
(unitaire) du faisceau de rayons X, ets rep̀ere l’abscisse de contact d’un rayon avec le détecteur lińeaire.

Ainsi définie, la transforḿee de Radon peutêtre interpŕet́ee selon deux points de vue :
– la transforḿee de Radon d’une fonction peut d’abordêtre vue comme une famille de projec-

tions ŕealiśees au fil de directions successives, au sein de laquelle toutes les projections réaliśees
pour une m̂eme directionΘ le sont selon des directions parallèles entre elles, et peuventêtre
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rassembĺees dans un m̂eme objet et́etudíees ind́ependamment des autres projections. Pour une
incidenceΘ = (cos θ, sin θ) fixée, on note ainsiRθ la fonctionà une variable d́efinie par

∀s ∈ R,Rθf(s) = Rf(Θ, s)

Notons que lorsque la fonctionf est isotrope (ie radiale), la d́ependance enΘ de la transforḿee
de Radon disparaı̂t, et toutes les fonctions{Rθf ; θ ∈ [0, 2π[} sontégales.

– la transforḿee de Radon d’une fonction peutégalement̂etreétudíee de manìere globale, comme un
ensemble de projections dans lequel,à la différence de l’approche préćedente, les projections sont
li ées entre elles “autant” par la variableΘ que par la variables. Pour visualiser cette cohérence
globale entre projections, on utiliseun sinogramme: le sinogramme est une représentation d’une
fonction de deux variables,θ et s, définie sur le cylindreS1 × R (des exemples seront donnés
ensuite).
On a coutume de représenter un sinogramme “déplié” sur le rectangle[0, 2π[×R, dans lequel le
niveau de gris attribúe au point de coordonnées(θ, s) repŕesente la valeurRf(Θ, s) prise par la
transforḿee de Radon def le long de la droiteDθ,s. En particulier,

– chaque colonne du sinogramme représente la transforḿee de Radon pour une directionΘ fixée ;

– à une droiteDθ,s du domaine direct2 R2 est associée un point dans le sinogramme, le point de
coordonńees(θ, s) ;

– à un faisceau de droites concourantes du domaine direct est associée une sinusoı̈de dans le do-
maine de Radon : en effet, si l’on considère le point(x0 = |x0|(cos θ0, sin θ0) = |x0|Θ0) du
domaine direct, les droites qui passent par ce point sont exactement les droites{Dθ,x0·Θ; θ ∈
[0, 2π[} ; Les valeurs de la transforḿee de Radon selon ces droites sont alors consignées dans le
sinogramme le long de la courbe d’équations = x0 ·Θ, c’est-̀a-dires = |x0| cos(θ0 − θ), qui
désigne une sinusoı̈de. Ces sinusoı̈des mat́erialisent la coh́erence entre projections successives,
quand on calcule la transformée de Radon de la fonction en pivotant autour d’un point du do-
maine direct ;

– enfin, de manière ŕeciproque,̀a une sinusöıde du domaine de Radon est associé un point du
domaine direct : toutes les droites du domaine direct dont l’image appartientà la sinusöıde sont
concourantes au point de coordonnées(ρ cos θ, ρ sin θ), où ρ est l’amplitude de la sinusoı̈de, et
θ sa phase.

Nous illustrons maintenant la définition de la transforḿee de Radon par un exemple : celui de la trans-
formée de Radon d’une ellipse remplie de manière homog̀ene avec une densité constante. Cet exemple
est important dans le sens où les images de synthèse que l’on a coutume d’utiliser pour valider les al-
gorithmes de reconstruction (que l’on appelle lesfantômes) sont souvent des fonctions obtenues par
combinaisons lińeaires d’indicatrices d’ellipses.

Exemple 2.1.1 (Transforḿee de Radon d’une ellipse homog̀ene)
Premier cas : cas d’une ellipse centŕeeà l’origine du repère, dont les axes sont aligńes avec les axes
du repère.
On se place dans le repère canonique orthonormal de R2 et on s’intéresse à une ellipse E centrée au
centre du repère, d’axes confondus avec les axes du repère, dont le premier axe a pour demi-longueur

2Nous parlerons dedomaine directpour d́esigner le planR2 où vit la fonctionf , par opposition audomaine de Radonqui
désignera le cylindreS1 ×R sur lequel est d́efinie la famille de projectionsRf .
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a > 0 et le second a pour demi-longueur b > 0, c’est-à-dire l’ellipse d’équation :

x2
1

a2
+
x2

2

b2
= 1 (2.1)

dont on remplit l’intérieur avec une densité constante f , égale à 1.
Comme la densité est homogène, la transformée de Radon Rf(Θ, s), pour θ et s fixés, est égale à la
longueur de l’intersection de la droite Dθ,s = {x ∈ R2;x ·Θ = s} avec l’intérieur de l’ellipse. Pour
calculer cette longueur, on résout d’abord le système suivant, dont les solutions éventuelles fournissent
les points d’intersection de la droite avec l’ellipse :

x(x1, x2) ∈ Dθ,s ∩ E ⇔

{
x1 cos θ + x2 sin θ = s

x2
1
a2 + x2

2
b2

= 1
(2.2)

Pour θ 6= 0 [π], on est ramené à la recherche des racines du polynôme du second degré en x1

P (x1) =
x2

1

a2
+

1
b2

(
s− x1 cos θ

sin θ

)2

− 1 = x2
1

(
1
a2

+
cos2 θ
b2 sin2 θ

)
− 2s cos θ
b2 sin2 θ

x1 +
s2

b2 sin2 θ
− 1

dont le discriminant est

∆(θ, s) =
4s2 cos2 θ
b4 sin4 θ

− 4
(

1
a2

+
cos2 θ
b2 sin2 θ

)(
s2

b2 sin2 θ
− 1
)

= 4
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ − s2

a2b2 sin2 θ

On en déduit les expressions des couples solutions de (Sθ,s) - lorsqu’ils existent -, puis la valeur de la
transformée de Radon :

Rf(Θ, s) =
{ √

(x′1 − x̃1)2 + (x′2 − x̃2)2 si ∆(θ, s) > 0
0 sinon

où on a noté (x̃1, x̃2) et (x′1, x
′
2) les deux couples solutions de (Sθ,s) dans le cas où ∆(θ, s) est strictement

positif. On obtient alors, en fonction de θ et s,

Rf(Θ, s) =

{
2ab

a2 cos2 θ+b2 sin2 θ

√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ − s2 si |s| <

√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

0 sinon
(2.3)

Pour θ = 0, les solutions du système (2.2) sont les couples
(
s, ba
√
a2 − s2

)
et
(
s,− b

a

√
a2 − s2

)
pour

|s| < a et on a

R0f(s) =
{

2b
a

√
a2 − s2 si |s| < a

0 sinon

prolongeant ainsi la validité de la formule (2.3) au cas θ = 0.
De la même manière, pour θ = π, les solutions du système (Sπ,−s) sont les couples (−s, ba

√
a2 − s2) et

(−s,− b
a

√
a2 − s2) pour |s| < a et on a

Rπf(s) =
{

2b
a

√
a2 − s2 si |s| < a

0 sinon

prolongeant ainsi la validité de la formule (2.3) au cas θ = π 3.
On obtient donc finalement comme expression de la transformée de Radon pour l’ellipse homogène
d’équation (2.1)

Rf(Θ, s) =

{
2ab

a2 cos2 θ+b2 sin2 θ

√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ − s2 si |s| <

√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

0 sinon

3Le casθ = π peut aussi se d́eduire directement du casθ = 0 en exploitant laparité de la transforḿee de Radon que nous
exposerons ensuite.
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On constate en particulier que son support est limité par les deux courbes d’équation s =
√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

et s = −
√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ dans le plan (θ, s).

On peut mentionner le cas particulier important obtenu pour le disque unité, pour lequel a = b = 1, où
l’on a alors

Rf(Θ, s) =
{

2
√

1− s2 si |s| < 1
0 sinon

(2.4)

La densité f est isotrope, et la transformée de Radon est bien, comme on l’a dit plus haut, indépendante
de la direction Θ.

Deuxième cas : cas òu l’ellipse est centŕee au pointM0 = ρ0(cosϕ0, sinϕ0), et tournée d’un angle
ψ0 par rapport aux axes du repère.
On note

– (O, e1, e2) le repère canonique de R2 ;
– fψ0,ρ0,ϕ0 la densité de l’ellipse exprimée dans (O, e1, e2) ;
– (M0, e′1, e

′
2) le repère attaché à l’ellipse.

On peut donner les mesures des angles orientés suivants : (e1, e′1) = ψ0,(e1,Θ) = θ, donc (e′1,Θ) =
θ − ψ0.
On fixe (θ, s), et on considère la droite Dθ,s, repérée par le couple (θ, s) dans le repère (O, e1, e2). On
veut déterminer ses coordonnées par rapport au repère (M0, e′1, e

′
2), dans lequel l’ellipse est centrée,

avec des axes alignés avec les axes du repère.

La distance (algébrique) entre le point M0 et la droite Dθ,s est égale à M0A · Θ, où A est un point
quelconque de Dθ,s. En travaillant avec des coordonnées exprimées dans le repère (O, e1, e2), et en
choisissant comme point A par exemple le point de coordonnées (s cos θ, s sin θ), cette distance est
égale à

(s cos θ − ρ0 cosϕ0) cos θ + (s sin θ − ρ0 sinϕ0) sin θ = s− ρ0 cos(ϕ0 − θ)

De plus, le vecteur Θ a pour coordonnées (cos(e′1,Θ), sin(e′1,Θ)) = (cos(θ−ψ0), sin(θ−ψ0)). Dans
le repère (M0, e′1, e

′
2), la droite Dθ,s est donc la droite Dθ−ψ0,s−ρ0 cos(ϕ0−θ), dont on sait exprimer la

transformée de Radon en se ramenant au premier cas vu plus haut :

Rfψ0,ρ0,ϕ0(Θ, s) =


2ab
√
a2 cos2(θ−ψ0)+b2 sin2(θ−ψ0)−(ρ0 cos(ϕ0−θ)−s)2

a2 cos2(θ−ψ0)+b2 sin2(θ−ψ0)

si |s− ρ0 cos(ϕ0 − θ)| <
√
a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)

0 sinon

Remarque : dans la suite, des résultats seront établis pour le cas bien particulier de l’indicatrice de
disque centrée au centre du repère (que nous noterons ici f0,0,0, pour laquelle a = 1, b = 1, ϕ0 =
0, ρ0 = 0, ψ0 = 0) ; on pourra en déduire des résultats valables pour une ellipse quelconque, d’axes de
longueurs quelconques a et b, notée comme ci-dessus fψ0,ρ0,ϕ0 , en remarquant que

Rfψ0,ρ0,ϕ0(Θ, s) =
ab√

a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)
Rf0,0,0

(
Θ,

s− ρ0 cos(ϕ0 − θ)√
a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)

)

A titre d’illustration, on présente en figure 2.2 le sinogramme de deux ellipses, l’une correspondant au
premier cas, l’autre correspondant au deuxième cas.

Exemple 2.1.2 (Transforḿee de Radon du fant̂ome de Shepp et Logan)
Comme on l’a dit plus haut, les validations des algorithmes de reconstruction en tomographie se font
dans un premier temps sur des images tests qui sont en général obtenues par combinaison linéaire finie
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FIG. 2.2 – Le sinogramme d’une ellipse centrée et d’une ellipse d́ecentŕee (par rapport au centre de
l’image). La variableθ est consigńee en abscisses, la variables est en ordonńees.

d’indicatrices de domaines réguliers du plan (c’est-à-dire des fonctions constantes sur des domaines dont
la frontière est au moins de classe C∈), dont le prototype est l’ellipse. Un des fantômes les plus utilisés
est le fantôme de Shepp et Logan, qui sera notre référence principale dans ce manuscrit. Comme on
peut le voir en figure (2.3) il est constitué d’ellipses de densités constantes. Sa description précise est
donnée par Shepp et Logan dans [91], où les auteurs expliquent qu’ils ont cherché à représenter le plus
fidèlement possible une coupe du cerveau humain. Sa transformée de Radon est une combinaison linéaire
des transformées de Radon respectives de chacune des ellipses.

2.1.2 Propriétés de la fonctionRf

Nous pŕesentons ici quelques propriét́es des fonctions obtenues après application de la transformée de
Radon.

Proposition 2.1.1 (Parit́e de la transformée de Radon)
La transformée de Radon est une fonction paire sur le cylindre S1 ×R, au sens où, pour toute fonction
f appartenant à L1(R2), on a

∀(Θ, s) ∈ S1 ×R, Rf(−Θ,−s) = Rf(Θ, s)

ou, autrement dit
∀(θ, s) ∈ [0, 2π[×R, Rfθ+π(−s) = Rfθ(s)

Preuve .

∀(Θ, s) ∈ S1 ×R, Rf(−Θ,−s) =
∫
t∈R

f
(
−s(−Θ) + t(−Θ⊥

)
dt =

∫
t∈R

f(sΘ− tΘ⊥)dt

=
∫
τ∈R

f(sΘ + τΘ⊥)dτ = Rf(Θ, s)
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FIG. 2.3 – Le fant̂ome de Shepp et Logan et son sinogramme

Proposition 2.1.2 (Support de la transforḿee de Radon d’une fonctioǹa support compact)
Soit f ∈ L1(R2), à support inclus dans le disque unité de R2 noté Ω. Quelle que soit la direction
Θ ∈ S1, le support de la fonction Rθf est inclus dans l’intervalle [−1, 1], et le support de la fonction
Rf est inclus dans le cylindre unité S1 × [−1, 1].

Preuve . Si le support de la fonctionf est inclus dans le disque unité Ω, alors la transforḿee de
Radon def estégaleà

∀(Θ, s) ∈ S1 ×R, Rθf(s) =
∫
{x∈Ω|x·Θ=s}

f(x)dx

On fixeΘ ∈ S1 ; ∀x ∈ R2, |x ·Θ| ≤ ‖x‖‖Θ‖ = ‖x‖, donc :

x ∈ Ω⇒ |x ·Θ| ≤ 1

et
∀s ∈ R, |s| > 1⇒ {x ∈ Ω|x ·Θ = s} = ∅ ⇒ Rθf(s) = 0.

ce qui prouve que le support de la fonctionRθf est inclus dans[−1, 1].
Par extension, le support de la transformée de RadonRf est donc inclus dans l’ensembleS1 ×
[−1, 1].

Proposition 2.1.3 (Int́egrabilit é des projections)
Soit f ∈ L1(R2), alors pour tout Θ ∈ S1, la fonctionRθf appartient L1(R).

Preuve . On fixeΘ ∈ S1.

∀s ∈ R, |Rθf(s)| =
∣∣∣∣∫

R
f(sΘ + tΘ⊥)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫
R

∣∣∣f(sΘ + tΘ⊥)
∣∣∣ dt

et ∫
R
|Rθf(s)|ds ≤

∫
R

∫
R

∣∣∣f(sΘ + tΘ⊥)
∣∣∣ dtds =

∫
R2

|f(x)| dx <∞ , carf ∈ L1(R2)
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Nous introduisons maintenant une propriét́e qui joue un r̂ole fondamental dans l’étude de la transforḿee
de Radon, et notamment dans son inversion, comme on le verra par la suite, et qui fait appelà la trans-
formée de Fourier. Précisons d’ores et d́ejà que dans ce manuscrit, nous adoptons la normalisation sui-
vante pour d́efinir la transforḿee de Fourier d’une fonction intégrablef surRn, où n appartient̀aN∗ :

∀k ∈ Rn, f̂(k) =
1√
2π

n

∫
Rn

f(x)e−ik·xdx

Pour une fonctionf du domaine direct fix́ee, la propríet́e qui suitétablit un lien entre la transforḿee de
Fourier de la fonctionf et la transforḿee de Fourier de sa transformée de Radon. Nous l’énonçons ici
dans le cas òu la fonctionf appartient̀a l’espace de Schwartz des fonctions du plan, que nous notons
S(R2). Nous verrons ensuite - après avoiŕetabli la continuit́e de l’oṕerateurR surL2(R2) - qu’elle peut
être prolonǵeeà l’espaceL2(R2).

Proposition 2.1.4 (Le th́eorème de coupe projection)
Soit f ∈ S(R2). Alors pour tout Θ ∈ S1,Rθf ∈ S(R), et

∀ω ∈ R, R̂θf(ω) =
√

2πf̂(ωΘ)

Preuve . On fixe Θ ∈ S1 ; si f appartientà S(R2), alors en particulierf appartientà L1(R2),
et d’apr̀es la propríet́e (2.1.3), la fonctionRθf appartientà L1(R). On peut donc calculer sa
transforḿee de Fourier, et on a

∀ω ∈ R, R̂θf(ω) =
1√
2π

∫
R
Rθf(s)e−iωsds =

1√
2π

∫
R

(∫
R
f(sΘ + tΘ⊥)dt

)
e−iωsds

=
1√
2π

∫
x∈R2

f(x)e−iωx·Θdx =
√

2πf̂(ωΘ)

Pour prouver l’appartenance deRθf à l’espaceS(R), il suffit de remarquer que commef appar-
tientàS(R2), sa transforḿee de Fourier̂f appartient aussiàS(R2) ; grâceà l’égalit́e pŕećedente,
ceci implique que la fonction̂Rθf appartient̀aS(R), d’où l’on déduit que la fonctionRθf ap-
partientàS(R).

2.1.3 Propriétés de l’oṕerateurR

Nous exposons maintenant une autre famille de propriét́es, en ne nous plaçant plus au niveau des fonc-
tions obtenues par application de la transformée de Radon, mais au niveau de l’opérateurR lui-même.
Dans la premìere propríet́e ci-dessous, nous montrons queR est un oṕerateur lińeaire et continu, et nous
explicitons son oṕerateur adjoint. Pour cela, rappelons d’abord que pour tout entiern ≥ 1, l’ensemble
L2(Rn), muni du produit scalaire

< f, g >=
∫
x∈Rn

f(x)g(x)dx

est un espace de Hilbert. De la même manìere, on peut montrer que l’espaceL2(S1 ×R) des fonctions
définies sur le cylindreS1 ×R telles que∫ 2π

0

∫
R
|g(θ, s)|2dsdθ <∞

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par

[g, h] =
∫ 2π

0

∫
R
g(θ, s)h(θ, s)dsdθ
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Pour établir certaines des propriét́es qui vont suivre, nous aurons besoin de formuler une hypothèse
suppĺementaire sur la fonctionf que l’on cherchèa reconstruire,̀a savoir quef sera suppośeeà support
compact - et sans restriction de la géńeralit́e, à support compact inclus dans le disque unité deR2, not́e
Ω. Cette hypoth̀ese suppĺementaire, commode pourétablir certains ŕesultats th́eoriques, n’entre pas en
contradiction avec les objectifs de modélisation que nous nous sommes fixés, dans la mesure où en
pratique, les fonctionsf que l’on cherchèa identifier mod́elisent des densitésà support sur des sections
de l’organisme, et sont donc bienà support compact.
Nous supposerons donc dans cette partie que les fonctionsf manipuĺees sont deśeléments deL2(R2), à
support inclus dans le disque unité ferḿeΩ ; elles appartiennent doncà l’ensembleL2(Ω) des fonctions
de carŕe int́egrable surΩ. Rappelons ici que siB est un sous-ensembleborné deRn, l’ensemble des
fonctions de carŕe int́egrable surB, muni du produit scalaire4

< f, g >=
∫
x∈B

f(x)g(x)dx

est un espace de Hilbert, noté L2(B). De la m̂eme manìere, l’espace des fonctions de carré int́egrable
sur le cylindre unit́eS1 × [−1, 1] est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

[g, h] =
∫ 2π

0

∫ 1

−1
g(θ, s)h(θ, s)dsdθ

Proposition 2.1.5 (Continuit́e et adjoint entre espacesL2)
1. Pour toute direction Θ appartenant à S1, l’opérateurRθ est linéaire et continu de L2(Ω) dans L2([−1, 1]) ;

son opérateur adjoint, notéR∗θ, est linéaire et continu de L2([−1, 1]) dans L2(Ω), et vérifie

∀g ∈ L2([−1, 1]), R∗θg(x) = g(x ·Θ)

2. l’opérateur R est linéaire et continu de L2(Ω) dans L2(S1 × [−1, 1]) ; son opérateur adjoint, noté R∗,
est continu de L2(S1 × [−1, 1] dans L2(Ω), et vérifie

∀h ∈ L2(S1 × [−1, 1]), R∗h(x) =
∫ 2π

0
h(Θ,x ·Θ)dθ

Preuve . La linéarit́e des oṕerateursRθ, θ ∈ [0, 2π[, ainsi que celle de l’oṕerateurR, découlent
immédiatement de la lińearit́e de l’int́egrale.
Soit alorsf ∈ L2(Ω) et Θ ∈ S1. Alors, d’apr̀es la propríet́e (2.1.2), pour toutθ, le support de
Rθf est inclus dans[−1, 1], et on a∫ 1

−1
|Rθf(s)|2 ds =

∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
∫ √

1−s2

−
√

1−s2
f
(
sΘ + tΘ⊥

)
dt

∣∣∣∣∣
2

ds

≤
∫ 1

−1

(∫ √
1−s2

−
√

1−s2

∣∣∣f (sΘ + tΘ⊥
)∣∣∣2 dt)(∫ √

1−s2

−
√

1−s2
12dt

)
ds (théor̀eme de Cauchy-Schwarz)

=
∫ 1

−1

(∫ √
1−s2

−
√

1−s2

∣∣∣f (sΘ + tΘ⊥
)∣∣∣2 dt) 2

√
1− s2ds ≤ 2

∫ 1

−1

(∫ √
1−s2

−
√

1−s2

∣∣∣f (sΘ + tΘ⊥
)∣∣∣2 dt) ds

= 2
∫
x∈Ω
|f(x)|2 dx = 2‖f‖2L2 <∞ (2.5)

ce qui montre queRθf appartient̀aL2(Ω), et que l’oṕerateurRθ est continu de l’espaceL2(Ω)
dansL2([−1, 1]).

4Le produit scalaire surRn défini plus haut et le produit scalaire surΩ défini ici seront not́es de manìere identique dans ce
manuscrit ; nous les distinguerons en mentionnant explicitement le domaine d’intégration.
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On sait alors queRθ admet un oṕerateur adjoint notéR∗θ, unique, lińeaire et continu deL2([−1, 1])
dansL2(Ω), tel que

∀g ∈ L2([−1, 1]),∀f ∈ L2(Ω), < Rθf ,g >=< f ,R∗θg >

On peut expliciterR∗θ :

∀g ∈ L2([−1, 1]),∀f ∈ L2(Ω), < R∗θg, f >=< g,Rθf >=
∫ 1

−1
g(s)Rθf(s)ds

=
∫ 1

−1
g(s)

∫
R
f(sΘ + tΘ⊥)dtds =

∫
x∈Ω

g(x ·Θ)f(x)dx

et on fait ainsi apparaı̂tre l’expression de l’adjoint de l’oṕerateurRθ :

∀g ∈ L2([−1, 1]), ∀x ∈ Ω, R∗θg(x) = g(x ·Θ)

Prolongeant (2.5), on a∫ 2π

0

∫ 1

−1
|Rθf(s)|2 dsdθ ≤ 2

∫ 2π

0
‖f‖2L2dθ = 4π‖f‖2L2

ce qui montre queRf appartient̀aL2(S1× [−1, 1]), et que l’oṕerateurR est continu de l’espace
L2(Ω) dansL2(S1 × [−1, 1]). L’opérateurR admet donc un oṕerateur adjoint, que l’on peut
expliciter de la manìere suivante :

∀g ∈ L2([−1, 1]), ∀f ∈ L2(Ω), < R∗g, f >= [g,Rf ] =
∫ 2π

0
< gθ,Rθf > dθ

=
∫ 2π

0
< R∗θg, f > dθ =

∫ 2π

0

∫
x∈Ω

gθ(x ·Θ)f(x)dxdθ

=
∫
x∈Ω

(∫ 2π

0
g(Θ,x ·Θ)dθ

)
f(x)dx =

∫
x∈Ω

(∫ 2π

0
g(Θ,x ·Θ)dθ

)
f(x)dx

et on fait ainsi apparaı̂tre l’expression de l’adjoint de l’oṕerateurR

∀g ∈ L2(S1 × [−1, 1]), ∀x ∈ Ω, R∗g(x) =
∫ 2π

0
g(Θ,x ·Θ)dθ (2.6)

Remarque :L’opérateurR∗, défini comme adjoint deR surL2(S1×[−1, 1]) dans la propríet́e pŕećedente,
est appeĺe opérateur de ŕetroprojection. Sous sa forme explicite (2.6), il peutêtre prolonǵe à un en-
semble plus grand queL2(S1 × [−1, 1]) : à partir du moment òu, pour toutx appartenant̀aΩ, la fonc-
tion θ 7→ g(Θ,x ·Θ) est int́egrable sur[0, 2π], l’int égraleà param̀etre est d́efinie [42]. L’oṕerateur de
rétroprojection ainsi prolonǵe est commuńement not́eR#, (au lieu de la notation pour l’adjointR∗), et
nous retiendrons pour la suite la définition suivante

∀x ∈ Ω, R#g(x) =
∫ 2π

0
g(Θ,x ·Θ)dθ

Appliqué à une fonction d́efinie sur le cylindreS1 × [−1, 1] (c’est-̀a-dire sur l’ensemble des droites
du plan traversant le disque unité Ω deR2), il permet d’accumuler en chaque point du domaine direct
la somme des valeurs associées aux droites qui passent par ce point, comme l’illustre le schéma (2.4).
Comme nous le verrons ensuite, il joue un rôle-cĺe dans l’algorithme de reconstruction par rétroprojection
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FIG. 2.4 – Le r̂ole de l’oṕerateur de ŕetroprojection filtŕeeR# : appliqúe à une fonctiong du domaine
de Radon, il permet d’accumuler en un pointx appartenant au disque unité du domaine direct les valeurs
g(Θ,x ·Θ) pourΘ décrivant l’ensemble des projections.
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filtr ée.

Remarque importante : la continuit́e de l’oṕerateurR de l’espaceL2(Ω) dans l’espaceL2(S1 ×
[−1, 1]) prouv́ee dans la propriét́e (2.1.5) admet un corollaire important. Elle permet en effet de pro-
longerà l’espaceL2(Ω) toutes les propriét́esétablies dans l’espace de SchwartzS(R2) (ou établies au
moins dans l’espaceC∞0 des fonctions de classeC∞ à support compact, inclus dansS(R2)), et ceci en
exploitant la densit́e deC∞0 , donca fortiori deS(R2), dansL2(Ω). Ainsi, par exemple, le th́eor̀eme de
coupe-projectiońenonće dans la propriét́e (2.1.4) pour des fonctions appartenantà S(R2) se prolonge
en unéegalit́e des transforḿees de Fourier dans l’espaceL2(Ω).

Comme on l’a vu plus haut, lors de l’énonće du th́eor̀eme de coupe-projection, le domaine de Fourier
peut jouer le r̂ole de domaine interḿediaire entre le domaine direct et le domaine de Radon. Le théor̀eme
de coupe-projectiońetablit ainsi le lien entre la transformée de Fourier d’une fonction du domaine direct,
et la transforḿee de Fourier, par rapportà la variables, de sa transforḿee de Radon. Dans la propriét́e
qui suit, onétablit une relation entre la transformée de Fourier, par rapportà la variables, d’une fonction
du domaine de Radon, et la transformée de Fourier de sarétroprojet́eedans le domaine direct.

Proposition 2.1.6 (Transformée de Fourier de l’oṕerateur de rétroprojection)
Soit g une fonction appartenant à L2(S1 ×R). Alors la fonction R#g appartient à l’espace L2(R2), et
sa transformée de Fourier vérifie

R̂#g(k) =
√

2π
1
|k|

(
ĝ

(
k
|k|
, |k|

)
+ ĝ

(
− k
|k|
,−|k|

))
où ĝ désigne la transformée de Fourier de la fonction g par rapport à sa variable s ∈ R, et où l’égalité
est à prendre au sens faible dans L2(R2).

Preuve . On a vu plus haut que l’oṕerateurR#, oṕerateur adjoint de l’oṕerateurR, est d́efini sur
L2(S1 ×R), à valeurs dansL2(R2). Sa transforḿee de Fourier, au sens de l’espaceL2, est bien
définie, et on a

∀ϕ ∈ L2(R2), < R̂#g, ϕ >=<
(
R#g

)
σ
, ϕ̂ > (d’apr̀es la relation de Parseval (A.0.5))

= < R# (gσ) , ϕ̂ > où pour toutθ ∈ [0, 2π[, on notegσ(θ, s) = gσ(θ,−s)

= [gσ,Rϕ̂] =
∫ 2π

0
< (gθ)σ,Rθϕ̂ > dθ =

∫ 2π

0
< (̂gθ)σ, R̂θϕ̂ > dθ

=
∫ 2π

0
< (ĝθ)σ , R̂θϕ̂ > dθ =

∫ 2π

0

∫
R
ĝθ(−r)R̂θϕ̂(r)drdθ

=
√

2π
∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
ĝθ(−r)̂̂ϕ(rΘ)drdθ (d’apr̀es la propríet́e (2.1.4))

=
√

2π
∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
ĝθ(−r)ϕ(−rΘ)drdθ r

′=r=
√

2π
∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
ĝθ(r′)ϕ(r′Θ)dr′dθ

=
√

2π
∫ 2π

0

∫ ∞

0
ĝ(Θ, r)ϕ(rΘ)drdθ +

√
2π
∫ 2π

0

∫ 0

−∞
ĝ(Θ, r)ϕ(rΘ)drdθ

=
√

2π
∫ 2π

0

∫ ∞

0
ĝ(Θ, r)ϕ(rΘ)drdθ +

√
2π
∫ 2π

0

∫ ∞

0
ĝ(−Θ,−r)ϕ(rΘ)drdθ

=
√

2π
∫
k∈R2

(
ĝ

(
k
|k|
, |k|

)
+ ĝ

(
− k
|k|
,−|k|

))
ϕ(k)

dk
|k|

=
√

2π
∫
k∈R2

(
ĝ

(
k
|k|
, |k|

)
+ ĝ

(
− k
|k|
,−|k|

))
ϕ(k)

dk
|k|
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ce qui permet d’identifier l’expression de la transformée de Fourier de l’adjoint̂R#g.

Corollaire 2.1.1 (T. de Fourier de l’opérateur de rétroprojection en coordonńees polaires)
Soit g une fonction appartenant à L2(S1 ×R) ; alors pour toute direction Θ ∈ S1, on a

R̂#g(ωΘ) =
√

2π
(ĝΘ (ω) + ĝ−Θ (−ω))

|ω|

et si g est une fonction paire sur S1 × R (ie si g(Θ, s) = g(−Θ,−s) pour tout Θ ∈ S1, et pour tout
s ∈ R), alors

R̂#g(ωΘ) = 2
√

2π
ĝθ (ω)
|ω|

Preuve . D’après la propríet́e pŕećedente,

R̂#g(ωΘ) =
√

2π
1
|ω|

(ĝ (sgn(ω)Θ, |ω|) + ĝ (−sgn(ω)Θ,−|ω|))

=

{ √
2π 1

|ω| (ĝ (Θ, ω) + ĝ (−Θ,−ω)) si ω > 0√
2π 1

|ω| (ĝ (−Θ,−ω) + ĝ (Θ, ω)) si ω < 0
(2.7)

(2.8)

ce qui prouve la première affirmation.
Si on suppose en plus que la fonctiong est paire surS1 × R, alors sa transforḿee de Fourier
par rapport̀a la variables estégalement paire, au sens où, surS(R), puis par prolongement sur
L2(R), on a :

∀Θ ∈ S1, ĝ(−Θ,−ω) = =
1√
2π

∫
g(−Θ, s)eiωsds

=
1√
2π

∫
g(Θ,−s)eiωsds par parit́e deg

u=−s=
1√
2π

∫
g(Θ, u)e−iωudu = ĝ (Θ, ω)

Dans ces conditions, reprenant l’expression (2.7), on peut alorsécrire :

R̂#g(ωΘ) =

{ √
2π 1

|ω| (ĝ (Θ, ω) + ĝ (Θ, ω)) si ω > 0√
2π 1

|ω| (ĝ (Θ, ω) + ĝ (Θ, ω)) si ω < 0

}
= 2
√

2π
ĝ (Θ, ω)
|ω|

La propríet́e (2.1.6) admet un second corollaire, dans lequel on exprime, dans le domaine de Fourier, le
résultat de l’application successive de l’opérateurR puis de son adjoint. Ceci interviendraà l’application
de l’opérateurΛ−1, utilisé enΛ tomographie, que nous présenterons̀a la fin de ce chapitre.

Corollaire 2.1.2 (Transformée de Fourier de l’oṕerateurR#Rf )
Soit f une fonction appartenant à L2(R2). La transformée de Fourier de l’opérateur R#Rf , à valeurs
dans L2(R2), vérifie la relation suivante :

R̂#Rf(k) = 4π
f̂(k)
|k|
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Preuve . D’après la propríet́e pŕećedente et son premier corollaire (en utilisant la parité de la trans-
formée de Radon (2.1.1)), puis en appliquant le théor̀eme de coupe-projection, on peutécrire
l’ égalit́e suivante :

R̂#Rf(ωΘ) = 2
√

2π
R̂θf(ω)
|ω|

= 4π
f̂(ωΘ)
|ω|

ce qui, en coordonńees cart́esiennes, s’écrit R̂#Rf(k) = 4π
f̂(k)
|k|

.

Nous énonçons maintenant une propriét́e qui montre que l’on peut exprimer une convolution dans
le domaine direct par rétroprojection d’une convolution dans le domaine de Radon. Cette propriét́e
aura des applications primordiales dans la suite, au sens où c’est sur elle que reposent notamment
l’impl émentation du principal algorithme d’inversion de la transformée de Radon , mais aussi certains
algorithmes de reconstruction de coefficients d’ondelettes.

Proposition 2.1.7 (Ŕetroprojection et convolution)
Soit f ∈ L1(R2), et w ∈ L2(S1 ×R).

f ∗ R#w = R# (Rf ∗ w)

où la convolution est bidimensionnelle dans le domaine direct, et porte uniquement sur la variable s ∈ R
dans le domaine de Radon.

Preuve . Remarquons d’abord que la conditionf ∈ L1(R2) assure que, pour toutΘ ∈ S1, la
fonctionRθf appartient̀aL1(R), et donc que la convolution unidimensionnelle par la fonction
wθ ∈ L2(R) est bien d́efinie, et donne une fonction qui appartientàL2(R) [42] :
∀Θ ∈ S1, Rθ ∗ wθ ∈ L2(R2). On peut donc lui appliquer l’oṕerateurR#.
Ensuite, en appliquant le corollaire (2.1.1), on a, pour toutΘ ∈ S1,

̂R#(Rf ∗ w)(ωΘ) =
√

2π
̂(Rf ∗ w)θ (ω) + ̂(Rf ∗ w)θ+π (−ω)

|ω|

=
√

2π
√

2πR̂θf(ω)ŵθ(ω) +
√

2πR̂θ+πf(−ω)ŵθ+π(ω)
|ω|

(d’apr̀es la propríet́e (A.0.4))

= 2π
√

2πf̂ (ωΘ) ŵθ(ω) +
√

2πf̂ (−ω(−Θ)) ŵθ+π(ω)
|ω|

(d’apr̀es la propríet́e (2.1.4))

=
√

2π
3
f̂ (ωΘ)

ŵθ(ω) + ŵθ+π(ω)
|ω|

= 2πf̂(ωΘ)R̂#w(ωΘ) (d’apr̀es le corollaire (2.1.1))

= ̂f ∗ R#w(ωΘ) (d’apr̀es la propríet́e (A.0.4))

En appliquant la transforḿee de Fourier inverse deL2(R2), on obtient l’́egalit́e cherch́ee.

2.2 Inversion de la transformée de Radoǹa partir de données globales

2.2.1 Un probl̀eme inverse

Comme on l’a dit en introduction, la reconstruction en tomographie consisteà d́elivrer une information
sur une densité f à partir des seules informations surf que l’on sait mesurer et qui sont modélisées par
la transforḿee de Radon. Le problème de reconstruction est donc en fait le problème de l’inversion de la
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transforḿee de Radon. Dans cette partie, nous présentons d’abord cette inversion en présence de données
ditesglobales. Nous montrerons ensuite en quoi ce cadre est modifié dans le contexte qui est le nôtre
dans ce manuscrit,à savoir le traitement de donnéeslocales.

2.2.1.1 Introduction : notion de problème inverse

Nous pŕecisons d’abord en quel sens l’inversion de la transformée de Radon est un problème inverse.

Définition 2.2.1 (Conditions d’Hadamard et problème inverse bien pośe)
Soit H et K deux espaces de Hilbert, A une application linéaire continue de H dans K, et (P) le
problème suivant :

(P) : g ∈ K étant donné, trouver f ∈ H tel que Af = g

On dit que (P) est un probl̀eme inverse.
Suivant Hadamard, on dit que le problème (P) est bien pośe si et seulement si

1. quel que soit g appartenant à K, (P) admet une solution et une seule fg ;

2. cette solution fg dépend continûment de g.

Cette d́efinition revientà dire qu’un probl̀eme inverse relatif̀a un oṕerateur continuA est bien pośe
lorsqueA està la fois injectif et surjectif, avec un inversestable, au sens òu l’on veut pouvoir contr̂oler
l’erreur ŕepercut́ee sur la fonctionf quand on inverse des données potentiellement entâch́ees d’un bruit,
avec un niveau de bruit connu.
Par ailleurs, lorsque le problème inverse d́efini ci-dessus est bien posé, on dira de manièreéquivalente
que latransforḿeeAf est unereprésentationde f , et que cette représentation eststable; l’id éeétant
alors qu’il n’y a aucune perte d’information surf , par rapport̀a sa description dans le domaine direct,
quand on la d́ecrit par son imageAf .

2.2.1.2 L’inversion de la transformée de Radon : un probl̀eme inverse

On se focalise maintenant sur le cas particulier de la transformée de Radon : dans ce casA = R, et
connaissant des projectionsg dans le domaine de RadonS1×R, on cherchèa identifier la fonctionf du
domaine direct tel queRf = g.

Premìere constatation : on a vu, dans la propriét́e (2.1.5), que l’oṕerateurR est lińeaire et continu de
L2(Ω) dansL2(S1 × [−1, 1]). Cependant, on ne peut pas construire un inverse stable allant deL2(S1 ×
[−1, 1]) dansL2(Ω) : l’exemple suivant illustre pourquoi.

Exemple 2.2.1 (Instabilit́e de l’inversion de la transformée de Radon entre espacesL2)
Dans cet exemple, nous allons montrer que contrôler la norme L2 des données ne suffit pas pour contrôler
la norme L2 de la fonction du domaine direct.
On considère le disque ΩR inclus dans le disque unité, de rayon R ≤ 1 et de densité homogène αR > 0.
Comme on l’a vu avec le résultat (2.4), la transformée de Radon à travers le disque ΩR est isotrope, à
support dans S1 × [−R×R], et égale pour tout angle θ à

RθfR(s) =
{

2αR
√
R2 − s2 si |s| < R

0 sinon

La norme L2 de la fonction fR est égale à

‖fR‖2L2 =
∫

ΩR

|fR(x)|2dx = πα2
RR

2
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La norme L2 de la transformée de Radon de fR est égale à

‖RfR‖2L2 =
∫ 2π

0

∫ R

−R
|RθfR(s)|2dsdθ = 8πα2

R

∫ R

−R

(
R2 − s2

)
ds =

32
3
πR3α2

R

Si on choisit alors comme densité αR = 1
R alors ‖fR‖L2 est indépendante de R et on a

‖fR‖L2 =
√
π, ‖RfR‖L2 = 4

√
2π
3

√
R −−−→

R→0
0

On a ainsi un exemple où, aussi petite soit la norme L2 de sa transformée de Radon, la fonction f reste
de norme constante.
De même, si on choisit αR = 1

R
√
R

alors ‖RfR‖L2 est indépendante de R et on a

‖fR‖L2 =
√
π

R
−−−→
R→0

+∞ et ‖RfR‖L2 = 4

√
2π
3

On a ainsi un exemple où l’on peut maintenir constante la norme de la transformée de Radon, tandis que
la norme de la fonction f du domaine direct “explose”.
Comme on le verra ensuite, c’est en contrôlant la norme des données non plus en norme L2, mais dans
une norme relative à un espace de Sobolev, que l’on pourra simultanément contrôler les effets sur la
norme de la fonction f . Ainsi, si l’on munit l’espace L2(S1 × [−1, 1]) de la norme dite H

1
2 définie

‖g‖
H

1
2

=

√∫ 2π

0

∫
R
|ĝθ(ω)|2

√
1 + ω2dωdθ

alors la norme H
1
2 de la transformée de Radon est égale à

‖RfR‖2
H

1
2

=
∫ 2π

0

∫
R
|R̂θfR(ω)|2

√
1 + ω2dωdθ

avec

R̂θfR(ω) =
1√
2π

∫ R

−R
2αR

√
R2 − s2e−iωsds =

2αRR√
2π

∫ R

−R

√
1−

( s
R

)2
e−iωsds

=
2αRR2

√
2π

∫ 1

−1

√
1− u2e−iRωudu = 2αRR2ĥ(ωR)

où on a noté h la fonction

h : s ∈ R 7→
{ √

1− s2 si |s| ≤ 1
0 sinon

La transformée de Fourier de la fonction h s’exprime à l’aide d’une fonction de Bessel de première

espèce (B), et on a ĥ(ω) =
√
π

2
J(1, ω)
ω

.

Finalement, on a donc

‖RfR‖2
H

1
2

= 2πα2
RR

2

∫
R

J(1, ωR)2

ω2

√
1 + ω2dω

Dans le cas où αR = 1
R , alors

‖RfR‖2
H

1
2

= 2π
∫
R

J(1, ωR)2

ω2

√
1 + ω2dω
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et on peut montrer que ‖RfR‖
H

1
2
−−−→
R→0

2π. A la différence de la norme L2, cette nouvelle norme ne

tend pas vers 0 quand R tend vers zéro ; elle “suit” l’évolution de la norme L2 de f , comme on l’a
représenté à gauche en figure (2.5).
De même, dans le cas où αR = 1

R
√
R

‖RfR‖2
H

1
2

=
2π
R

∫
R

J(1, ωR)2

ω2

√
1 + ω2dω

et on peut montrer que ‖RfR‖2
H

1
2
'
√

2π
R

quand R tend vers zéro, et donc, à la différence de la norme

L2, cette norme tend vers l’infini quand R tend vers zéro, comme la norme L2 de f .
On a tracé en figure (2.5) l’évolution en fonction du rayon R des trois normes considérées dans cet
exemple : la norme L2 de f , la norme L2 deRf , et la norme H

1
2 deRf .
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FIG. 2.5 – Instabilit́e de l’oṕerateur de Radon en normeL2 : αR = 1
R (à gauche) etαR = 1

R
√
R

(à

droite) : contr̂oler la normeL2 des donńees ne suffit pas pour contrôler la normeL2 de la fonction dans
le domaine direct quandR tend vers źero ; à gauche la normeL2 de la transforḿee de Radon tend vers
zéro quandR tend vers źero, alors que la normeL2 de la fonctionf reste constante ;̀a droite la norme
L2 de la transforḿee de Radon reste constante, tandis que la normeL2 de la fonctionf explose. En
revanche, la norme diteH

1
2 de la transforḿee de Radon permet de suivre le comportement de la norme

L2 de la fonctionf .

La construction d’un inverse stable entre les espacesL2(R2) etL2(S1×R) n’est donc pas possible. Pour
construire un inverse stable, il faut prendre en compte le fait que l’opérateur de Radon estrégularisant,
propríet́e que l’on peut quantifier par l’appartenanceà un espace de type espace de Sobolev. C’est l’objet
de la propríet́e suivante,́etablie dans le cas d’une fonctionà support compact, et que nous admettrons.
Pour cela, on d́efinit au pŕealable l’espaceH

1
2 (S1 ×R) tel que

H
1
2 (S1 ×R) =

{
g ∈ L2(S1 ×R);

∫ 2π

0

∫
R
|ĝθ(ω)|2 (1 + ω2)

1
2dωdθ <∞

}
Proposition 2.2.1 (Continuit́e de l’inverse de la transforḿee de Radon [75])
Soit f ∈ L2(R2), à support compact inclus dans le disque unité de R2 ; il existe une constante C > 0
telle que

2
√
π‖f‖L2 ≤ ‖Rf‖

H
1
2
≤ C‖f‖L2
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Cette propríet́e permet d’affirmer que l’application linéairef ∈ L2 7→ Rf ∈ H
1
2 (S1 ×R) est continue,

injective, donc inversible sur son image, et que son inverse est borné (donc continu), avec

∀g ∈ Im(R), ‖R−1g‖L2 ≤
1

2
√
π
‖g‖

H
1
2

2.2.2 Inversion de la transforḿee de Radon par ŕetroprojection filtr ée

L’inversion de la transforḿee de Radon parrétroprojection filtŕeeest une ḿethode construite directe-
ment à partir du th́eor̀eme de coupe-projection (propriét́e 2.1.4) qui, on l’a dit, permet de calculer la
transforḿee de Fourier de la fonction du domaine directf à partir de la transforḿee de Fourier de sa
transforḿee de Radon. Pour obtenir l’expression de la fonction dans le domaine direct, il ne reste en
théorie qu’unéetapèa accomplir : une transforḿee de Fourier inverse dans le domaine direct.

En pratique, il s’av̀ere que l’impĺementation directe d’une telle stratégie est d́elicate : en effet, en appli-
quant le th́eor̀eme de coupe-projection, on obtient les valeurs de la transformée de Fourier de la fonction
f sur une grille polaire, alors que les algorithmes d’inversion de la transformée de Fourier bidimen-
sionnelle s’appuient sur des données ŕeparties sur une grille cartésienne. Le couplage des deuxétapes
nécessite donc unéetape interḿediaire d’interpolation des données, d’une grille polaire vers une grille
cart́esienne ; or on sait qu’une telle interpolation est un processus instable.

Pour pallier ces difficult́es, on utilise un jeu d’écriture dans la formule d’inversion de la transformée
de Fourier bidimensionnelle : la formule continue obtenue n’est rien d’autre que la formule d’inversion
continue de la transforḿee de Fourier, mais elle estécrite sous une forme qui se prête ensuitèa une
implémentation discr̀ete permettant de contourner la phase d’interpolation entre les grilles bidimension-
nelles. Cettéecriture peut ensuitêetre lue en deux́etapes, que nous détaillerons plus loin : unéetape de
filtrage, et unéetape de ŕetroprojection, d’òu le nom deméthode de ŕetroprojection filtŕee.
Nous l’énonçons dans un premier temps dans l’espace de SchwartzS(R2).

Proposition 2.2.2 (Inversion par ŕetroprojection filtr ée dansS(R2))
Soit f ∈ S(R2).

∀x ∈ R2, f(x) =
1
√

2π
3

∫ π

0

∫
R
R̂θf(ω)|ω|eiωx·Θdωdθ

Preuve . Soitf ∈ S(R2).
La formule d’inversion de la transforḿee de Fourier en dimension 2, en coordonnées polaires,
permet d’́ecrire :

∀x ∈ R2, f(x) =
1
2π

∫ π

0

∫
R
f̂(ωΘ)e+iωx·Θ|ω|dωdθ

On introduit alors la transforḿee de Fourier de la transformée de Radon def grâce au ŕesultat
établi en (2.1.4), et on obtient alors, en tout pointx ∈ R2

∀x ∈ R2, f(x) =
1
√

2π
3

∫ π

0

∫
R
R̂θf(ω)e+iωx·Θ|ω|dωdθ

Comme on l’a indiqúe plus haut, cette formule se prêteà une interpŕetation en deux́etapes :
– une premìereétape de filtrage de chacune des projectionsRθf , θ ∈ [0, π], par le filtrerampe, dont

la transforḿee de Fourier est la fonctionω 7→ |ω| ;
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L’expression du filtrage par le filtre rampe dans le domaine de Radon peutêtreécrite avec l’oṕerateur
Λ, défini ainsi dans le domaine de Fourier

∀g ∈ S(R), Λ̂g(ω) = |ω|ĝ(ω)

Dans cette d́efinition, commeg appartient̀aS(R), ĝ appartient aussìaS(R), doncω 7→ |ω|ĝ(ω)
appartient̀aL1(R)∩L2(R), et est̀a d́ecroissance rapide ; par conséquent, en utilisant des résultats
sur la transforḿee de Fourier [42] , on peut en déduire que :
– Λg est bien d́efini, et appartient̀aL2(R) (comme transforḿee de Fourier inverse d’une fonction

deL2(R) ;
– Λg est borńe (comme transforḿee de Fourier d’une fonction appartenantàL1(R)) ;
– Λg est de classeC∞ (comme transforḿee de Fourier d’une fonction deL1(R) à d́ecroissance

rapide).
– uneétape de ŕetroprojection des projections filtrées :

ΛRf ∈ L∞(S1 ×R) 7→ R# (ΛRf)

avec, pour toutx ∈ R2

R# (ΛRf) (x) = 2
∫ π

0
ΛRθf(x ·Θ)dθ

Ainsi, la formule de reconstruction exprimée plus haut dans le domaine de Fourier peut aussi se réécrire

∀f ∈ S(R2), ∀x ∈ R2, f(x) =
1
2π

∫ π

θ=0
ΛRθf(x ·Θ)dθ =

1
4π
R#ΛRf(x) (2.9)

Cette formulation pŕesente l’avantage de se prêterà un prolongement̀a un cadre plus large queS(R2)
[85] (nous n’abordons pas ce problème ici, car, comme nous le verrons ensuite, les contraintes de
discŕetisation lors de l’impĺementation de l’algorithme font, qu’en pratique, on manipule des approxi-
mations des fonctions en jeu, régulariśees en fonction de l’espace de Schwartz) : en effet, en remarquant
d’abord que, dans le domaine de Fourier, et pourg appartenant̀aS(R), on peut́ecrire la relation

Λ̂g(ω) = |ω|ĝ(ω) = (iωĝ(ω)) (−i sgn(ω)) (2.10)

faisant ainsi apparaı̂tre l’opérateurΛ comme la convolution de deux opérateurs : l’oṕerateur de d́erivation,
et l’opérateur dont la transforḿee de Fourier est la fonction signe, que nous noteronssgn : ce dernier
opérateur,̀a une constante près, est la distribution appeléevaleur principale([42]). Celle-ci est une dis-
tribution temṕeŕee (car sa transforḿee de Fourier en est une), définie par :

∀ϕ ∈ S(R), < vp
(

1
x

)
, ϕ >= lim

ε→0+

∫
|t|≥ε

ϕ(t)
t
dt

avec
̂

vp
(

1
x

)
= −i

√
π

2
sgn

ce qui permet d’́ecrire, en notant∂sg la dérivée partielle deg par rapport̀as,

∀g ∈ S(R), Λg =
1√
2π

√
2
π

vp
(

1
x

)
∗ ∂sg =

1
π

vp
(

1
x

)
∗ ∂sg

La formule d’inversion s’́ecrit donc aussi dans le domaine direct :

∀f ∈ S(R), f(x) =
1
4π
R#ΛRf(x) =

1
4π2

∫ 2π

0

(
vp
(

1
x

)
∗ ∂sRθf

)
(x ·Θ)dθ

=
1

4π2

∫ 2π

0

(
lim
ε→0+

∫
s∈R;|x·Θ−s|>ε

∂sRθf(s)
x ·Θ− s

ds

)
dθ (2.11)
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ou encore sous la forme

∀f ∈ S(R), f(x) =
1

4π2

∫ 2π

θ=0

(
lim
ε→0+

∫
s∈R;|s|>ε

∂sRθf(x ·Θ− s)
s

ds

)
dθ

Notons enfin que l’on peut́ecrire cette formule d’inversioǹa l’aide de la transforḿee de Hilbert : celle-ci
est d́efinie pour des fonctions 1D dans le domaine de Fourier par :Ĥg(ω) = −isgn(ω)ĝ(ω) c’est-̀a-dire
que l’on a

Hg(s) =
1
π

vp
(

1
x

)
∗ g(s) =

1
π

lim
ε→0+

∫
u∈R;|u|>ε

g(s− u)
u

du (2.12)

et donc

Λg = H∂sg

La formule d’inversion de la transforḿee de Radon s’écrit donc

∀f ∈ S(R), f(x) =
1
4π
R# (H∂sg) (x) (2.13)

Afin d’illustrer l’effet de l’étape de filtrage de la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee - entre autres pour
pouvoir ensuite mieux comprendre le comportement de cet algorithme en présence de données tronqúees
- nous d́etaillons dans l’exemple qui suit le cas de la reconstruction du disque unité.

Exemple 2.2.2 (Filtrage des projections du disque unité)
Comme on l’a vu précédemment, pour le disque unité avec une densité uniforme f égale à 1, la trans-
formée de Radon est égale à :

∀Θ ∈ S1 ×R, Rf(θ, s) =
{

2
√

1− s2 si |s| < 1
0 sinon

et ∂sRθf(s) =

{
− 2s√

1−s2 si |s| < 1
0 si |s| > 1

Les fonctions Rθf appartiennent à l’espace L1(R), mais pas leurs transformées de Fourier. Pour faire
un calcul exact du résultat de l’étape de filtrage, on a recours à une formulation du filtrage qui n’utilise
pas la transformée de Fourier.

La fonction ∂sRθf est continue en tout point u de l’intervalle ]− 1, 1[ et on peut donc écrire

∀Θ ∈ S1, ∀u ∈ R, ΛRθf(u) = lim
ε→0

(∫
s∈[−1,u−ε]∩[−1,1]

∂sRθf(s)
u− s

ds+
∫
s∈[u+ε,1]∩[−1,1]

∂sRθf(s)
u− s

ds

)

Premier cas : |u| > 1
Dans ce cas, il n’y a pas de singularité dans le domaine d’intégration, et l’intégrale en valeur principale
est une intégrale au sens classique :

ΛRθf(u) =
∫ 1

−1

−2s√
1− s2(u− s)

ds
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Cette intégrale peut se calculer à l’aide de plusieurs changements de variables successifs :

ΛRθf(u) s=sin θ= −2
∫ π

2

−π
2

sin θ
u− sin θ

dθ

t=tan θ
2= −2

∫ 1

−1

2t
(ut2 − 2t+ u)

2dt
1 + t2

= −2
(∫ 1

−1
− 2dt

1 + t2
dt+

∫ 1

−1

2u
ut2 − 2t+ u

dt

)
= 4

∫ 1

−1

1
1 + t2

dt− 4u
∫ 1

−1

1
ut2 − 2t+ u

dt

(le polynôme ut2 − 2t+ u est irréductible car |u| > 1)

= 4 (arctan(1)− arctan(−1))− 4
∫ 1

−1

dt(
t− 1

u

)2 + u2−1
u2

v=t− 1
u= 2π − 4

∫ 1− 1
u

−1− 1
u

dv

v2 + γ2

(
où on a posé γ =

√
u2 − 1
u2

=
√
u2 − 1
|u|

)

= 2π − 4
γ

(
arctan

(
1− 1

u

γ

)
− arctan

(
−1− 1

u

γ

))

= 2π − 4|u|√
u2 − 1

(
arctan

(
sgn(u)(u− 1)√

u2 − 1

)
− arctan

(
sgn(u)(−u− 1)√

u2 − 1

))
= 2π − 2π|u|√

u2 − 1

car arctan a− arctan
−1
a

=
π

2
pour tout a > 0

avec ici
sgn(u)(u− 1)√

u2 − 1
> 0, et

(
sgn(u)(u− 1)√

u2 − 1

)(
sgn(u)(−u− 1)√

u2 − 1

)
= −1.

Deuxième cas : u ∈]− 1, 1[

ΛRθf(u) = lim
ε→0

∫ u−ε

−1

∂sRθf(s)
u− s

ds+
∫ 1

u+ε

∂sRθf(s)
u− s

ds

Or pour tout ε > 0 (choisi suffisamment petit pour que ]u− ε, u+ ε[⊂]− 1, 1[),∫ u−ε

−1

∂sRθf(s)
u− s

ds+
∫ 1

u+ε

∂sRθf(s)
u− s

ds

= −2
∫ α(u,ε)

−1

4t
(1 + t2)(ut2 − 2t+ u)

dt− 2
∫ 1

β(u,ε)

4t
(1 + t2)(ut2 − 2t+ u)

dt

(avec les deux mêmes changements de variable que dans le cas précédent)

où on a posé

α(u, ε) = tan
(

arcsin(u− ε)
2

)
=

u− ε
1 +

√
1− (u− ε)2

=
1−

√
1− (u− ε)2
u− ε(

en effet, ∀X ∈]− π, π[, tan
(
X

2

)
=

sinX
1 + cosX

, et,∀x ∈]− 1, 1[, cos(arcsinx)) =
√

1− x2

)
et, de la même manière,

β(u, ε) = tan
(

arcsin(u+ ε)
2

)
=

u+ ε

1 +
√

1− (u+ ε)2
=

1−
√

1− (u+ ε)2

u+ ε
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Pour tout u vérifiant |u| < 1, à la différence du cas précédent, le polynôme ut2− 2t+u est scindé, et on
a

4t
(1 + t2)(ut2 − 2t+ u)

=
u√

1− u2

(
1

t− r1(u)
− 1
t− r2(u)

)
− 2

1 + t2

où on a noté r1(u) et r2(u) les deux racines du polynôme en t ut2 − 2t+ u :

r1(u) =
1 +
√

1− u2

u
et r2(u) =

1−
√

1− u2

u

|r1(u)| > 1 et il n’y a pas de singularité en son voisinage. La singularité qui était présente autour de u
dans l’intégrale initiale se retrouve autour de r2(u). D’ailleurs, par un développement limité à l’ordre 2
au voisinage de ε = 0, on peut écrire

α(u, ε) = r2(u)−
1

√
1− u2

(
1 +
√

1− u2
)ε+o(ε) et β(u, ε) = r2(u)+

1
√

1− u2
(
1 +
√

1− u2
)ε+o(ε)

(2.14)
Finalement, on a, pour tout ε > 0,∫ u−ε

−1

∂sRθf(s)
u− s

ds+
∫ 1

u+ε

∂sRθf(s)
u− s

ds

=
−2u√
1− u2

(∫ 1

−1

dt

t− r1(u)
−
∫ α(u,ε)

−1

dt

t− r2(u)
−
∫ 1

β(u,ε)

dt

t− r2(u)

)
+
∫ 1

−1

4
1 + t2

dt

=
−2u√
1− u2

(
ln
(
r1(u)− 1
r1(u) + 1

)
+ ln

(
1 + r2(u)
1− r2(u)

)
+ ln

(
β(u, ε)− r2(u)
r2(u)− α(u, ε)

))
+ 2π

= 2π +
−2u√
1− u2

(
ln
(
r1(u)− 1
r1(u) + 1

)(
1 + r2(u)
1− r2(u)

)
+ ln

(
β(u, ε)− r2(u)
r2(u)− α(u, ε)

))
Or

∀u ∈]− 1, 1[, r1(u)r2(u) = 1 donc
(1 + r2(u))(r1(u)− 1)
(1− r2(u))(r1(u) + 1)

=
r1(u)− r2(u)
r1(u)− r2(u)

= 1

et donc pour tout ε > 0,∫ u−ε

−1

∂sRθf(s)
u− s

ds+
∫ 1

u+ε

∂sRθf(s)
u− s

ds = 2π − 2u√
1− u2

ln
(
β(u, ε)− r2(u)
r2(u)− α(u, ε)

)
(2.15)

D’après (2.14), quand ε tend vers zéro,

β(u, ε)− r2(u)
r2(u)− α(u, ε)

= 1 + o(1) et donc ln
(
r2(u)− α(u, ε)
β(u, ε)− r2(u)

)
−−→
ε→0

0

et finalement, pour u ∈]− 1, 1[,

lim
ε→0

∫ u−ε

−1

∂sRθf(s)
u− s

ds+
∫ 1

u+ε

∂sRθf(s)
u− s

ds = 2π

En conclusion : lors de la phase de filtrage dans la reconstruction, par rétroprojection filtrée, du disque
unité, les projections filtrées sont égales, pour toute direction Θ ∈ S1 à

ΛRθf(u) =

{
2π si |u| < 1

2π − 2π|u|√
u2−1

si |u| > 1 (2.16)

Les courbes représentatives des fonctionsRθf et ΛRθf sont présentées en figure (2.2.2).
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FIG. 2.6 – Le ŕesultat de l’́etape de filtrage sur les projections du disque unité avec une densité uniforme :
la courbe en pointilĺes repŕesente une projection avant filtrage, la courbe en trait plein représente une
projection apr̀es filtrage par le filtre rampe.

Nous prolongeons cet exemple avec un calcul qui s’en déduit : celui des projections filtrées dans le cas
d’une ellipse.

Exemple 2.2.3 (Filtrage des projections d’une ellipse)
On a explicité plus haut (dans l’exemple (2.1.1)) la transformée de Radon d’une ellipse homogène,
en montrant qu’elle pouvait s’exprimer à l’aide de la transformée de Radon du disque unité ; plus
précisément, on a vu que si on note f0,0,0 la densité du disque unité, et fψ0,ρ0,ϕ0 la densité d’une el-
lipse centrée au point de coordonnées ρ0(cosϕ0, sinϕ0), tournée d’un angle ψ0 par rapport aux axes du
repère, et dont les demi-axes ont pour longueurs respectives a > 0 et b > 0, alors

Rfψ0,ρ0,ϕ0(Θ, s) =
ab√

a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)
Rf0

(
Θ,

s− ρ0 cos(ϕ0 − θ)√
a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)

)

On peut alors en déduire l’expression de ΛRθfψ0,ρ0,ϕ0 ; pour cela, précisons les effets du couplage d’une
dilatation et d’une translation avec l’opérateur Λ.
On considère une fonction g ∈ S(R), et on note gu,v la fonction obtenue par translation d’un facteur v
et dilatation d’un facteur u > 0, normalisée de telle sorte que ‖gu,v‖ = ‖g‖, c’est-à-dire définie par :

∀s ∈ R, gu,v(s) =
1√
u
g

(
s− v
u

)
On sait alors que gu,v appartient à S(R), et, d’après la propriété (A.0.2), sa transformée de Fourier est
égale à

∀ω ∈ R, ĝu,v(ω) =
√
ue−iωv ĝ(uω)

On en déduit que sur S(R)

Λgu,v(s) =
√
u√
2π

∫
e−iωv ĝ(uω)|ω|eiωsdω =

1
u
√
u
√

2π

∫
ĝ(ω′)|ω′|eiω′

s−v
u dω′ =

1
u
√
u

Λg
(
s− v
u

)
Cette égalité peut alors être prolongée à l’espace L2(R) et s’écrit alors

∀g ∈ L2(R), Λgu,v =
1
u

(Λg)u,v



50 Chapitre 2. Tomographie 2D

Ici, puisque l’on sait exprimer Rθfψ0,ρ0,ϕ0 à partir de Rθf0,0,0 et d’une translation et d’une rotation,
selon

Rθfψ0,ρ0,ϕ0 =
ab(

a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)
) 1

2

(
Rθf0,0,0

)√
a2 cos2(θ−ψ0)+b2 sin2(θ−ψ0),ρ0 cos(ϕ0−θ)

on en déduit que, à θ fixé,

ΛRθfψ0,ρ0,ϕ0(s) =
ab(

a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)
)ΛRθf0,0,0

(
s− ρ0 cos(ϕ0 − θ)√

a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)

)

=
ab

a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)


2π si |s− ρ0 cos(ϕ0 − θ)| <

√
a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)

2π − 2π|s− ρ0 cos(ϕ0 − θ)|√
(s− ρ0 cos(ϕ0 − θ))2 − a2 cos2(θ − ψ0)− b2 sin2(θ − ψ0)

si |s− ρ0 cos(ϕ0 − θ)| >
√
a2 cos2(θ − ψ0) + b2 sin2(θ − ψ0)

La figure (2.2.3) présente quelques cas, pour une ellipse occupant plusieurs positions, sous différentes
incidences.
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FIG. 2.7 – Le ŕesultat de l’́etape de filtrage sur les projections d’une ellipse avec une densité uniforme :
la courbe en pointilĺes repŕesente une projection avant filtrage, la courbe en trait plein représente une
projection apr̀es filtrage par le filtre rampe. Première ligne : ellipse centrée, dont les axes sont alignés

avec les axes du repère, aveca = 2 et b = 1, dans les casθ = 0,θ =
π

2
,θ =

π

4
. Deuxìeme ligne : la

même ellipse, dont le centre aét́e translat́e au point de coordonnéesρ0 = 0.4, ϕ0 =
π

4
, et qui a subi trois

rotations d’angles respectifsψ0 =
π

12
,ψ0 =

π

4
, etψ0 =

π

3
; on a traće ses projections dans le casθ = 0

2.2.2.1 Ŕegularisation de la ŕetroprojection filtr ée

Nous allons exposer la technique qui consisteà ŕegulariser la ŕetroprojection filtŕee en ŕegularisant le
filtre rampe.
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Nous avons vu dans la propriét́e (2.2.2) que la formule de rétroprojection filtŕee, dans sa version continue,
s’écrit, pourf appartenant̀aS(R2),

f(x) =
1
√

2π
3

∫ π

0

∫
R
R̂θf(ω)|ω|eiωx·Θdωdθ

En l’état, elle ne se prête pas̀a une impĺementation : le filtre rampe n’està support borńe ni dans le
domaine direct, ni dans le domaine de Fourier ; de plus, il réhausse les hautes fréquences, et amplifierait
donc le bruit en pŕesence de données corrompues.
En pratique, on se replie vers la formule suivante, que nous avonsétablie dans la propriét́e (2.1.7) :

∀f ∈ L1(R2),∀w ∈ L2(S1 ×R), f ∗W = R# (Rf ∗ w) oùW = R#w

L’id ée que l’on met alors en oeuvre consisteà reconstruire, plutôt que la fonctionf , la fonctionf ∗Wb,
où b > 0 est une fŕequence de coupure que l’on choisit, et oùWb est la fonction radiale d́efinie dans le
domaine de Fourier par

Ŵb(ωΘ) =
1
2π
χ[−b,b](ω)

En effet, en choisissant ainsi la fonctionWb, on assure que

f̂ ∗Wb = 2πf̂Ŵb = f̂χ[−b,b]

c’est-̀a-dire quef ∗Wb constitue une approximation def jusqu’̀a la fŕequenceb.
Pour exprimer le filtrewb assocíe dans le domaine de Radon, on s’appuie sur le corollaire (2.1.1),établie
plus haut : pour v́erifier la relationWb = R#wb, il suffit que la fonctionwb soit paire sur le cylindre
S1 ×R, et v́erifie la relation

∀Θ ∈ S1, Ŵb(ωΘ) = 2
√

2π
(̂wb)θ(ω)
|ω|

c’est-̀a-dire

∀Θ ∈ S1, (̂wb)θ(ω) =
1

2
√

2π
3 |ω|χ[−b,b](ω)

La fonctionwb constitue donc de son côté une approximation du filtre rampe jusqu’à la fŕequence de
coupureb. C’est une fonction appartenantàL2(R), qui peutêtre expriḿee dans le domaine de Radon :

∀Θ ∈ S1, ∀s ∈ R, wb(Θ, s) =
1√
2π

∫ b

−b

1

2
√

2π
3 |ω|e

iωsdω =
1
4π

(∫ b

0
ωeiωsdω +

∫ b

0
ωe−iωsdω

)
=

1
2π

∫ b

0
ω cos(ωs)dω =

{
1
4π b

2 si s = 0
1
2π

(
cos(bs)+bs sin(bs)−1

s2

)
sinon

On remarque que cette fonction est radiale, et dans la suite, on se contentera de la noterwb.

Dans le cas particulier où l’on repŕesente la fonctionf par une image de tailleN ×N , nous admettrons
pour le moment (cela sera expliqué lors de la d́efinition des conditions d’échantillonnage) que l’on peut
fixer comme valeur pourb

b =
Nπ

2
Le filtre rampe ŕegulariśe s’́ecrit alors

wNπ
2

(s) =


πN2

16 si s = 0
1
2π

(
cos(Nπs

2
)+Nπs

2
sin(Nπs

2
)−1

s2

)
sinon
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FIG. 2.8 – Traće du filtre rampe ŕegulariśe à appliquer sur les projections pour obtenir une reconstruction

b−bande-limit́ee dans le domaine direct, avecb =
Nπ

2
, pour deux tailles d’images :N = 64, à gauche,

etN = 256, à droite.

La fonctionwb a ét́e repŕesent́ee en figure (2.8), sur l’intervalle[−1, 1], pourN = 64 etN = 256.
Cette ŕegularisation du filtre rampe ayantét́e effectúee, la formule de reconstructionà mettre en oeuvre
s’écrit alors

fb(x) = R# (Rf ∗ wb) (x) =
∫ 2π

0
(Rθf ∗ wb) (x ·Θ)dθ

ce qui, en utilisant la parité surS1 ×R des fonctionswb etRf s’écrit aussi

fb(x) = 2
∫ π

0
(Rθf ∗ wb) (x ·Θ)dθ (2.17)

où on a not́efb l’approximationb−bande limit́ee def que l’on vise dans la reconstruction.

2.2.3 Inversion par filtrage de la ŕetroprojection des projections

Nous mentionnons enfin une autreécriture de la formule d’inversion,̀a laquelle nous aurons recours
plus loin, lors de la pŕesentation de la ḿethode d’inversion de la transformée de Radon par ondelettes-
vaguelettes (plus préciśement de l’impĺementation qui en proposée par Kolaczyk dans [56]).
Par rapport̀a la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee, l’ordre deśetapes de filtrage et de rétroprojection est
ici inverśe : on ŕetroprojette dans un premier temps les projections, puis on effectue un filtrage dans le
domaine direct (ce qui est plus coûteux que la ŕetroprojection filtŕee, puisqu’on effectue un filtrage 2D̀a
la place d’un filtrage 1D).
Cette nouvelléecriture s’obtient ainsi :

∀f ∈ S(R2), f(x) =
1
2π

∫ π

−π

∫ +∞

0
f̂(ωΘ)eiωx·Θωdωdθ =

1
√

2π
3

∫ π

−π

∫ +∞

0
R̂θf(ω)eiωx·Θωdωdθ

=
1
√

2π
3

∫ π

−π

∫ +∞

0

R̂θf(ω)
ω

eiωx·Θω2dωdθ

=
1
√

2π
3

∫ π

−π

∫ +∞

0

1
2
√

2π
R̂#Rf(ωΘ)eiωx·Θω2dωdθ

=
1

2(2π)2

∫
k∈R2

R̂#Rf(k)eik·Θ|k|dk = F−1
2

(
1
4π
R̂#Rf(k)|k|

)
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où on a not́eF−1
2 la transforḿee de Fourier inverse 2D.

2.2.4 Inversionà l’aide de la décomposition en valeurs singulìeres

Nous pŕesentons ici une autre approche de l’inversion de la transformée de Radon, qui a inspiré la trans-
formée en ondelettes-vaguelettes que nous présenterons dans le chapitre suivant. Cette décomposition
s’appelle ladécomposition en valeurs singulières. L’id ée est la suivante : la fonction du domaine direct et
la transforḿee de Radon sont chacune décompośees dans des systèmes orthonorḿes bien choisis ; l’in-
version consiste alors̀a identifier les coefficients de la fonctionà reconstruire dans la famille orthonormée
du domaine direct̀a partir des coefficients de la transformée de Radon dans la famille orthonormée du
domaine de Radon - alors que, pour mémoire, dans la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee, on s’appuie sur
des relations entre les transformées de Fourier respectives dans les deux domaines.

Comme nous allons le voir ensuite, tout repose ici sur le fait qu’il est possible de construire deux familles
orthonorḿees, une dans chacun des domaines, et dans lesquelles les coefficients puissent ainsiêtre mis
en correspondance ; cependant, elles sont définies de manière tr̀es pŕecise : on ne dispose d’aucune la-
titude dans le choix de leurśelements ; dans les ḿethodes d’inversion de type ondelettes-vaguelettes,
la contrainte d’orthonormalité simultańee des deux familles est relâch́ee, au profit, on le verra, d’autres
propríet́es.

Avant de d́efinir la transforḿee en valeurs singulières, nous introduisons d’abord une notion d’inverse
géńeralisé, appeĺepseudo-inverse.

2.2.4.1 Notion de pseudo-inverse

Dans ce paragraphe, nous nous appuyons sur l’ouvrage de F. Natterer [75], ainsi que sur le cours donné
par P. Maŕechal lors du CEMRACS 2002 [68].

Comme on l’a vu plus haut, le problème

g ∈ L2(S1 × [−1, 1]) étant fix́ee, trouver une fonctionf ∈ L2(Ω) tel queRf = g

est un probl̀eme inverse mal posé, au sens òu on ne peut garantir ni l’existence de l’inverse (l’image de
R est incluse dans le sous-ensembleH

1
2 deL2(R)), ni, a fortiori sa stabilit́e.

On d́efinit alors la notion depseudo-inverse: le pseudo-inverse deg est l’oṕerateur qui cöıncide avec
l’inverse de l’oṕerateurR sur Im(R), mais qui est d́efini sur un ensemble plus grand (en l’occurence,
comme on va le voir,Im(R)⊕ Im(R)⊥), et qui est solution, lorsque cette solution existe, du problème,
plus faible, suivant :
(P ′) : g ∈ L2(S1 × [−1, 1]) étant fix́ee, trouverf ∈ L2(Ω), de norme minimale, minimisant la norme
‖g −Rf‖.

Les grandeśetapes de la construction du pseudo-inverse, que nous admettrons ici, s’articulent de la
manìere suivante (elle reposent sur des résultats connus [75, 68], applicables dans les espaces de Hilbert
séparables) :

– R est un oṕerateur lińeaire continu de l’ espace de HilbertH = L2(Ω) dans l’espace de Hilbert
K = L2(S1 × [−1, 1]) ;



54 Chapitre 2. Tomographie 2D

– Ker(R), noyau de l’oṕerateur, est un sous-espace fermé deH, et H admet la d́ecomposition
suivante :

H = Ker(R)⊕Ker(R)⊥

– Ker(R)⊥ = Im(R∗), et donc
H = Ker(R)⊕ Im(R∗)

– les fonctionsf qui minimisent surH la norme‖g − Rf‖ sont exactement les fonctions qui sont
solutions de l’́equation suivante, ditéequation normale:

R∗Rf = R∗g

(en effet minimiser‖g − Rf‖ revientà trouver la projection orthogonale deg sur Im(R) ; f est
donc solution de ce problème de minimisation si et seulement si(Rf−g) ∈ Im(R)⊥, c’est-̀a-dire
si et seulement si pour toutu ∈ L2(R2), [Rf − g,Ru] = 0, soit< R∗Rf − R∗g, u >= 0, et
doncf vérifie la relationR∗Rf = R∗g) ;

– Im(R) est un sous-espace deK et

Im(R)⊕ Im(R)⊥ ⊂ K

– si g ∈ Im(R) ⊕ Im(R)⊥, alors l’ensemble des solutions de l’équation normale est non vide, et
il existe une solution et une seule dont la projection surKer(R) est nulle (ie incluse dansIm(R∗)).

Lorsqu’elle existe (ie sig ∈ Im(R) ⊕ Im(R)⊥), on appelle cette solution lepseudo-inverse deg, et on
la noteR+g ; elle est de norme minimale parmi toutes les solutions de l’équation normale (l’ensemble
des solutions est le sous-espace affineR+g + Ker(R)).
L’opérateurR+, défini sur Im(R) ⊕ Im(R)⊥ est appeĺe le pseudo-inverse de l’opérateurR. Il ”pro-
longe” l’inverse deR à l’ensembleIm(R)⊕ Im(R)⊥, et permet donc d’envisager la reconstruction d’un
inverse(au sens large) en présence de données bruit́ees.

Dans la suite, nous présentons la d́ecomposition en valeurs singulières, qui permet de calculer le pseudo-
inverse.

2.2.4.2 D́ecomposition en valeurs singulìeres

Soit (H,< ., . >) et (K, [., .]) deux espaces de Hilbert séparables, etA un oṕerateur lińeaire continu
deH dansK.
Suivant Natterer [75], on appelledécomposition en valeurs singulières deA uneécriture deA sous la
forme

∀f ∈ H, Af =
∞∑
λ=1

σλ < f, fλ > gλ (2.18)

où (fλ)λ∈N et (gλ)λ∈N sont deux familles orthonorḿees respectivement dansH etK, et òu la famille
(σλ)λ∈N est une famille borńee de ŕeels strictement positifs, appelées lesvaleurs singulìeresdeA.

L’existence de deux telles familles est assuréeà partir du moment òu A est un oṕerateur compact, car
alorsA∗A, oṕerateur autoadjoint, estégalement compact, et un théor̀eme spectral (voir par exemple
[12, 68]) assure que l’espaceH admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres(fk)k∈N de
A∗A ; on a alors

∀k ∈ N, A∗Afλ = σ2
λfλ
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où on a not́eσ2
λ la valeur propre associée au vecteur proprefλ.

Puisque la famille(fλ) ainsi construite est une base hilbertienne deH, on peut donćecrire

∀f ∈ H, f =
∑
λ∈N

< f, fλ > fλ (2.19)

avec

∀λ ∈ N, < f, fλ >=< f,
1
σ2
λ

A∗Afλ >= [Af,
1
σ2
λ

Afλ]

Ainsi, chacun des coefficients de la décomposition def dansH peutêtre obtenu directement en calculant
le coefficient correspondant deAf , et on a

∀f ∈ H, f =
∑
λ∈N

[Af,
1
σ2
λ

Afλ]fλ

Par ailleurs, reprenant (2.19), et applicant l’opérateurA, on a

∀f ∈ H, Af =
∑
λ∈N

< f, fλ > Afλ

avec

∀(λ, λ′) ∈ N2, [Afλ, Afλ′ ] =< A ∗Afλ, fλ′ >=< σ2
λfλ, fλ′ >= σ2

λ < fλ, fλ′ >= σ2
λδλ,λ′

c’est-̀a-dire que

∀(λ, λ′) ∈ N2, [
1
σλ
Afλ,

1
σλ′

Afλ′ ] = δλ,λ′

On peut donćecrire
∀f ∈ H, Af =

∑
λ∈N

σλ < f, fλ > gλ

où on a fait apparâıtre la famille orthonorḿee(gλ)λ∈N définie par

∀λ ∈ N, gλ =
1
σλ
Afλ

faisant ainsi apparaı̂tre la relation caractéristique de la d́ecomposition en valeurs singulières (2.18), les
valeurs singulìeresétant les racines carréesσλ des valeurs propres deA∗A.
On a donc aussi

∀λ ∈ N, < f, fλ >=
1
σλ

[Af, gλ]

et donc

∀f ∈ H, f =
∑
λ∈N

1
σλ

[Af, gλ]fλ

Le fait que(gλ)λ∈N soit également orthonorḿee constitue la particularité de la d́ecomposition en valeurs
singulìeres ; d’une part cela fournit un moyen de reconstruction efficace def (au sens òu ”un coefficient
calculableà partir des mesures donne directement un coefficient de la fonction que l’on chercheà iden-
tifier”), et d’autre part, en présence de données bruit́ees, cela permet de contrôler l’erreur commise sur
chacun des coefficients reconstruits enfonction du niveau d’erreur supposé sur les donńees : ainsi, si au
lieu d’observerAf , on observeg = Af + z, où z est un bruit que l’on supposera de carré int́egrable sur
L2(S1 × [−1, 1]), alors pour toutk, au lieu de< f, fk >, on reconstruityk avec une erreuŕegaleà

∀k ∈ N, | < f, fk > −yk| =
∣∣∣∣[Af, 1

σ2
k

Afk]− [g,
1
σ2
k

Afk]
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣[z, 1

σ2
k

Afk]
∣∣∣∣

=
1
σk

∣∣∣∣[z, 1
σk
Afk]

∣∣∣∣ ≤ 1
σk
‖z‖ ‖ 1

σk
Afk‖ =

1
σk
‖z‖
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Si le niveau du bruitz est connu, l’erreur commise lors du calcul dukèmecoefficient 2D est contrôlée par
la valeur de lakèmevaleur singulìere.

Cependant, dans le cas où les valeurs singulières(σk) tendent vers źero quandk tend vers l’infini,
on voit que l’on ne sait pas contrôler de cette manière la stabilit́e de la reconstruction, puisqu’alors
1
σk
−−−−→
k→+∞

+∞

Pour construire des inverses stables, on peut avoir recoursà des techniques ditesde ŕegularisation, nom-
breuses dans la littérature(par exemple [75, 69, 20]). Nous mentionnerons seulement ici la technique
expośee dans [75] qui consistèa tronquer la d́ecomposition en valeurs singulières pour ne conserver que
lesK premiers termes, correspondants auxK plus grandes valeurs propres de l’opérateurR∗R.

2.2.4.3 D́ecomposition en valeurs singulìeres de la transforḿee de Radon

Elle est construite en dimension quelconque par Davison dans [25], reprise dans [85, 75] eténonćee par
Caponnetto et Bertero dans le cas de la dimension 2 dans [19].
Nous allons expliciter les grandesétapes de sa construction. Celle-ci s’appuie sur le fait que l’opérateur
R est, comme on l’a montré plus haut, continu deL2(Ω) dansL2(S1 × [−1, 1]), et les conditions d’ap-
plications du th́eor̀eme spectral mentionné dans le paragraphe préćedent sont ŕeunies. En effet :

– L’opérateurRR∗ est autoadjoint ;

– L’opérateurR : L2(Ω)→ L2(S1 × [−1,1]) s’écrit sous la forme

Rf(Θ, s) =
∫
x∈Ω|x·Θ=s

f(x)dx =
∫
x∈Ω

K(Θ, s,x)f(x)dx

où on a not́eK la fonction d́efinie par

K(Θ, s,x) = χ{x∈Ω|x·Θ=s}

Suivant par exemple [12], on dit alors queR est unopérateur int́egral, dont le noyau estK. Ici
K appartient̀aL2

(
Ω× S1 × [−1, 1], dxdθds

)
. Nous admettrons que ceci permet de montrer que

l’opérateurR : L2(Ω)→ L2(S1 × [−1,1]) est un oṕerateurcompact, car on peut montrer qu’un
opérateur int́egral de cette forme est un opérateur ditde Hilbert Schmidt, puis qu’un oṕerateur
de Hilbert-Schmidt est un opérateur compact. (cf [9]). Ceci permet alors d’en déduire , toujours
d’apr̀es [12] que son oṕerateur adjoint est lui-aussi compact, puis, par composition, que l’opérateur
RR∗ est autoadjoint.

L’opérateurRR∗ vérifie ainsi les conditions du théor̀eme spectraĺenonće plus haut, et l’existence de la
décomposition en valeurs singulières est assurée.

Dans la suite, nous allons expliciter la décomposition en valeurs singulières de la transforḿee de Radon.

Proposition 2.2.3 (D́ecomposition en valeurs singulìeres de la transforḿee de Radon)
Pour toute fonction f appartenant à L2(R2), on peut écrire

f =
∑
k∈N

b k
2
c∑

m=0

2∑
ε=1

1
σk,k−2m

[Rf, gk,k−2m,ε]w−1fk,k−2m,ε
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et

Rf =
∑
k∈N

b k
2
c∑

m=0

2∑
ε=1

σk,k−2m < f, fk,k−2m,ε > gk,k−2m,ε

où les familles (fk,k−2m,ε) et (gk,k−2m,ε), avec k ∈ N, m = 0 · · · k
2

, ε ∈ {1, 2}, sont des familles

orthonormées, respectivement dans L2(R2) et L2
(
S1 × [−1, 1], w−1(s)

)
, définies par

fk,k−2m,ε(x) =

√
2(k + 1)

π
|x|k−2mP (0,k−2m)

m (2|x|2 − 1)Yk−2m,ε

(
x
|x|

)
et

gk,r,ε(Θ, s) =
√

2
π
w(s)Uk(s)Yr,ε(Θ)

où
– pour tout Θ ∈ S1, Yr,1(Θ) = cos(rθ), Yr,2(Θ) = sin(rθ) ;
– pour tout s ∈ [−1, 1], w(s) =

√
1− s2 ;

– pour tout k ∈ N, Uk désigne le polynôme de Tchebycheff de 2ème espèce et de degré k ;
– pour tous k ∈ N et m = 0...bk2c , P (0,k−2m)

m désigne le polynôme de Jacobi de degré m, de
paramètres 0 et k − 2m [85] ;

et où les valeurs singulières (σk,k−2m), pour k ∈ N, m = 0 · · · k2 sont égales à

σk,k−2m = 2
√

π

k + 1

De plus, les familles (fk,k−2m,ε) et (gk,k−2m,ε) sont liées par les relations suivantes :

fk,k−2m,ε =
1

σk,k−2m
R∗w−1gk,k−2m,ε

Preuve . Nous donnons ici leśetapes principales de la construction.
Pour cela, on peut d’abord remarquer que pour toute fonctionh définie surL2(S1 × [−1, 1]),

∀Θ1 ∈ S1, ∀s ∈ [−1, 1], RR∗(h)(Θ1, s) = Rθ1R∗h(s) =
∫ √

1−s2

−
√

1−s2
R∗h(sΘ1 + tΘ1

⊥)dt

=
∫ √

1−s2

−
√

1−s2

∫ 2π

0
h
(
Θ2, (sΘ1 + tΘ1

⊥) ·Θ2

)
dθ2dt

L’id ée consiste alors̀a chercher les fonctions singulières de l’oṕerateurRR∗ sous forme śeparable,
c’est-̀a-dire sous la formeh = Y P : (Θ1, s) ∈ S1 × [−1, 1] 7→ Y (Θ1)P (s), où Y est une fonc-
tion 2π périodique appartenantà l’espaceL2(S1), et òu P appartient̀a L2([−1, 1]), à support
inclus dans[−1, 1]. Or, pour une fonctionh ainsi choisie, on a

∀Θ1 ∈ S1, ∀s ∈ [−1, 1], Rθ1R∗h(s) = Rθ1R∗(Y P )(s)

=
∫ √

1−s2

−
√

1−s2

∫ 2π

0
Y (Θ2)P

(
sΘ1 ·Θ2 + tΘ1

⊥ ·Θ2

)
dθ2dt

=
∫ 2π

0
Y (Θ2)

∫ √
1−s2

−
√

1−s2
P
(
sΘ1 ·Θ2 + tΘ1

⊥ ·Θ2

)
dt dθ2



58 Chapitre 2. Tomographie 2D

Guidé par le fait que l’on sait que l’on peut construire des bases orthonormées deL2([−1, 1])
à partir de polyn̂omes (en l’occurence les polynômes de Tchebychev), on choisitP sous forme

polynomiale ; or siP est un polyn̂ome de degŕek ≥ 0, not́eP (x) =
k∑
j=0

αjx
j , alors

P
(
Θ1 ·Θ2s+ Θ1

⊥ ·Θ2t
)

=
k∑
j=0

αj

(
j∑
i=0

βi,j,θ1,θ2t
isj−i

)

où le coefficientβi,j,θ1,θ2 est donńe parβi,j,θ1,θ2 = Ci
j(Θ1

⊥ ·Θ2)i(Θ1 ·Θ2)j−i, et donc∫ √
1−s2

−
√

1−s2
P
(
sΘ1 ·Θ2 + tΘ1

⊥ ·Θ2

)
dt =

k∑
j=0

αj

(
j∑
i=0

βi,j,θ1,θ2s
j−i
∫ √

1−s2

−
√

1−s2
tidt

)

=
k∑
j=0

αj

b j
2
c∑

m=0

β2m,j,θ1,θ2s
j−2m 2

2m+ 1

(√
1− s2

)2m+1
(les termes d’indicei impair ont une contribution nulle)

= 2
√

1− s2
k∑
j=0

αj

b j
2
c∑

m=0

β2m,j,θ1,θ2

2m+ 1
sj−2m(1− s2)m

On en d́eduit que

RR∗(Y P )(Θ1, s) =
∫ 2π

0

2Y (Θ2)
√

1− s2
k∑
j=0

αj

b j
2
c∑

m=0

β2m,j,θ1,θ2

2m+ 1
sj−2m(1− s2)m

 dθ2

= 2
√

1− s2
k∑
j=0

αj

b j
2
c∑

m=0

C2m
j

2m+ 1
sj−2m(1− s2)m

∫ 2π

0
(Θ1

⊥ ·Θ2)2m(Θ1 ·Θ2)j−2mY (Θ2)dΘ2

Ensuite, dans le but de faire apparaı̂tre une base deL2(S1 × [−1, 1]) comme produit tensoriel
d’une base polynomiale deL2([−1, 1]) par une base deS1, on choisit comme famille de fonctions
Y la famille de fonctions(Yr,ε)r∈N,ε∈{1,2} définies par

∀Θ ∈ S1, Yr,1(Θ) = cos(rθ), Yr,2(Θ) = sin(rθ)

Ce choix permet d’appliquer le résultat suivant, connu sous le nom dethéor̀eme de Funk-Hecke:

Lemme 2.2.1
Pour toute fonction réelle h ∈ L2(S1 × [−1, 1])

∀Θ1 ∈ S1,

∫ 2π

0
h(Θ1 ·Θ2) cos(rθ2)dθ2 = 2 cos(rθ1)

∫ 1

−1
h(t)Tr(t)

dt√
1− t2∫ 2π

0
h(Θ1 ·Θ2) sin(rθ2)dθ2 = 2 sin(rθ1)

∫ 1

−1
h(t)Tr(t)

dt√
1− t2

où, pour tout r ∈ N, Tr désigne le polynôme de Tchebychev de première espèce de degré
r 5.

5On rappelle que les polynômes de Tchebychev de première esp̀ece (Tr)r∈N forment une base orthonormée de

L2

(
[−1, 1], s 7→ 1√

1−s2

)
.
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Preuve :∫ 2π

0
h(Θ1 ·Θ2)eirθ2dθ2 =

∫ 2π

0
h(cos(θ2 − θ1))eirθ2dθ2

=
∫ 2π

0
h(cosϕ)eir(θ1+ϕ)dϕ = eirθ1

(∫ 0

−π
h(cosϕ)eirϕdϕ+

∫ π

0
h(cosϕ)eirϕdϕ

)
= eirθ1

(∫ π

0
h(cos(−ϕ′))e−irϕ′dϕ′ +

∫ π

0
h(cosϕ)eirϕdϕ

)
= 2eirθ1

∫ π

0
h(cosϕ) cos(rϕ)dϕ = 2eirθ1

∫ 1

−1
h(t) cos(r arccos t)

dt√
1− t2

= 2eirθ1
∫ 1

−1
h(t)Tr(t)

dt√
1− t2

Il suffit alors d’identifier les parties réelle et imaginaire dans l’égalit́e pŕećedente pour
obtenir le ŕesultat annonće.

En appliquant le th́eor̀eme de Funk-Hecke dans la dernière égalit́e écrite avant le lemme, on
obtient

RR∗(Yr,εP )(Θ1, s)

= 4
√

1− s2
k∑
j=0

αj

b j
2
c∑

m=0

C2m
j

2m+ 1
sj−2m(1− s2)m

(∫ 1

−1
(1− t2)mtj−2m Tr(t)√

1− t2
dt

)
Yr,ε(Θ1)

= 4
√

1− s2Yr,ε(Θ1)Qk,r(s)

où on a not́eQk,r le polyn̂ome de degŕek défini par

Qk,r(s) =
k∑
j=0

αj

b j
2
c∑

m=0

C2m
j

2m+ 1

(∫ 1

−1
(1− t2)mtj−2m Tr(t)√

1− t2
dt

)
sj−2m(1− s2)m (2.20)

On a ainsi prouv́e que siP est un polyn̂ome de degŕek alors il existe un polyn̂omeQk,r de degŕe
k tel que

RR∗(Yr,εP )(Θ1, s) = 4
√

1− s2Qk,r(s)Yr,ε(Θ1) = 4w(s)QkYr,ε(Θ1) (2.21)

où on a not́ew la fonction d́efinie sur[−1, 1] par

w(s) =
√

1− s2

Afin de faire apparâıtre des vecteurs propres, on cherche alorsà exhiber une famille de polynômes
(Pk)k∈N tels que pour chaquePk, le polyn̂omeQk,r qui lui est ainsi associéQk,r lui soit propor-
tionnel.
Pour cela, on a recoursà la famille(Um)m des polyn̂omes de Tchebychev de deuxième esp̀ece ;
on sait que cette famille de polynômes constitue une base orthonormée deL2([−1, 1], w), où
L2([−1, 1], w) désigne l’espace de Hilbert des fonctions définies sur[−1, 1] vérifiant

‖g‖2w =
∫ −1

−1
|g(s)|2w(s)ds <∞
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Dans la suite, on notera< ., . >w le produit scalaire associé, et, par extension, on notera[., .]w le
produit scalaire d́efini sur le cylindreS1 ×R par

[g, h]w =
∫ 2π

0

∫ 1

−1
g(Θ, s)h(Θ, s)dsdθ

Si pourk fixé, on choisitP = Uk dans l’́egalit́e (2.21), alors le polyn̂omeQk,r assocíe à Uk,
c’est-̀a-dire tel queRR∗(Yr,εUk) = 4wQk,rYr,ε, vérifie les deux propriét́es suivantes :

– d’une part, pour tout entierl > k, il est orthogonal au polyn̂omeUl, puisque celui-ci est
orthogonal pour le poidsw à tout polyn̂ome de degŕe strictement inf́erieur au sien :

∀l > k, < Qk,r, Ul >w=
∫
Qk,r(s)Ul(s)w(s)ds = 0

– d’autre part, pour toutl < k, on peut́ecrire

[Qk,rYr,ε, Yr,εUl]w = [wQk,rYr,ε, Yr,εUl] =
1
4
[RR∗(Yr,εUk), Yr,εUl]

=
1
4
[Yr,εUk,RR∗(Yr,εUl)] = [Yr,εUk, wQl,rYr,ε]

= < Yr,ε, Yr,ε >< Uk, Ql,r >w= 0

carUk est orthogonal, pour le poidsw, à tout polyn̂ome de degŕe strictement inf́erieuràk.

On a ainsi montŕe que le polyn̂omeQk,r assocíe àUk est orthogonal, pour le poidsw, à tous les
polynômes de Tchebychev(Um) de degŕe différent dek, ce qui implique que le polyn̂omeQk,r
est proportionnel̀aUk, c’est-̀a-dire qu’il existe une constante réelleγk,r telle que

Qk,r = γk,rUk (2.22)

et donc on a
RR∗(Yr,εUk) = 4γk,rwUkYr,ε

On se place alors dans l’espaceL2(S1 × [−1, 1], w−1), oùw−1 désigne le poidss 7→ 1√
1− s2

.

On peut montrer, en adaptant la preuve de la propriét́e (2.1.5), que l’oṕerateurR est continu de
L2(R2) dansL2(S1×[−1, 1], w−1) (on peut en fait montrer que cette continuité est v́erifiée pour

tous les poidsp tels que|p(s)| ≤ 1√
1− s2

= w−1(s) sur]− 1, 1[) ; par conśequent,R admet un

opérateur adjoint au sens du produit scalaire associé, que l’on noteR∗w−1 , et qui est d́efini par

R∗w−1g(x) =
∫ 2π

0
g(x ·Θ)

dθ√
1− (x ·Θ)2

Introduire cet oṕerateur adjoint permet alors de faire apparaı̂tre la relation suivante :

∀k ∈ N,∀r ∈ N, RR∗w−1(wUkYr,ε) = 4γk,rwUkYr,ε

Les fonctions(wUkYr,ε)k∈N,r∈N,ε∈{1,2} sont donc des vecteurs propres de l’opérateurRR∗w−1 .
Elles sont par ailleurs deux̀a deux orthogonales pour le poidsw−1, puisque l’on a :

∀(k, l) ∈ N2, < wUk, wUl >w−1=< UK , Ul >w= δk,l
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On peut alors v́erifier que cette famille orthogonale de vecteurs propres deRR∗w−1 forme une
base hilbertienne deL2(S1×R). Pour cela, consid́erons une fonction quelconqueg appartenant
àL2([−1, 1]) ; alors∑

k

< g,wUk >w−1 wUk = w
∑

< g,wUk >w−1 Uk = w
∑

< g,Uk > Uk

= w
∑

<
g

w
,Uk >w Uk = w

g

w
= g

On a utiliśe dans l’avant-dernièreégalit́e le fait que la famille(Uk)k∈N est une base hilbertienne
deL2([−1, 1], w).
Par conśequent la famille(wUkYr,ε)k∈N,r∈N,ε∈{1,2} de vecteurs propres deRR∗w−1 est, par pro-
duit tensoriel, une base hilbertienne deL2(S1 × [−1, 1], w−1).

On peut en outre expliciter les valeurs propres(4γk,r)k∈N,r∈N assocíees. Par d́efinition deγk,r
(2.22), on a en particulier, pour toutk ∈ N, fixé :

γk,r =
Qk,r(1)
Uk(1)

Or, d’une part, par d́efinition des polyn̂omes de Tchebychev de première esp̀ece [75]

Uk(1) = lim
s→1

sin(k + 1) arccos s
sin arccos s

= lim
s→1

sin(k + 1) arccos s
(k + 1) arccos s

(k + 1)
arccos s

sin arccos s

= k + 1 car lim
t→0

sin t
t

= 1

et d’autre part, d’apr̀es (2.20),

Qk,r(1) =
k∑
j=0

αj

(∫ 1

−1
tj

Tr(t)√
1− t2

dt

)
=
∫ 1

−1

 k∑
j=0

αjt
j

 Tr(t)√
1− t2

dt

=
∫ 1

−1
Uk(t)

Tr(t)√
1− t2

dt =
∫ 1

−1

sin((k + 1) arccos t)
sin arccos t

cos(r arccos t)√
1− t2

dt

=
∫ π

0

sin((k + 1)ϕ)
sinϕ

cos(rϕ)dϕ

Commme, par ŕecurrence surp, on peut montrer que

sin 2pϕ
sinϕ

= 2
p∑
i=1

cos(2i− 1)ϕ et
sin(2p+ 1)ϕ

sinϕ
= 1 + 2

p∑
i=1

cos 2iϕ

avec pouri ≥ 0, j ≥ 0, ∫ π

0
cos iϕ cos jϕdϕ =

π

2
δi,j

on en d́eduit que

Qk,r(1) =


0 si r > k
0 si r ≤ k et sir etk n’ont pas la m̂eme parit́e
π sinon

Par conśequent, les seules valeurs propres non nulles sont lesγk,k−2m, pourk ∈ N, etm = 0..bk
2
c,

et on a

γk,k−2m =
π

k + 1
, k ∈ N, m = 0..bk

2
c
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et
RR∗(UkYk−2m,ε) = RR∗w−1(wUkYk−2m,ε) = σ2

k,k−2mwUkYk−2m,ε

avec

σ2
k,k−2m =

4π
k + 1

, k ∈ N, m = 0..bk
2
c

Reste alors̀a normaliser les vecteurs propres deRR∗w−1 :

∀r ∈ N, ‖wYr,εUk‖2w−1 =
∫ 2π

0

∫ 1

−1
|Yr,ε(θ)Uk(s)w(s)|2 ds

w(s)
dθ

=
(∫ 2π

0
|Yr,ε(θ)|2 dθ

)(∫ 1

−1
|Uk(s)|2

√
1− s2ds

)
= π

∫ 1

−1

sin2((k + 1) arccos s)
sin2 arccos s

√
1− s2ds = π

∫ π

0
sin2((k + 1)ϕ)dϕ =

π2

2

On pose alors, pour tout couple(k,m, ε), k ∈ N,m = 0..bk
2
c, ε ∈ {1, 2} :

gk,k−2m,ε(Θ, s) =
√

2
π
w(s)Uk(s)Yk−2m,ε(Θ)

Dans le domaine direct, on définit

fk,k−2m,ε(x) =
1

σk,k−2m
R∗w−1gk,k−2m,ε(x)

avec

R∗w−1gk,k−2m,ε(x) =
∫ 2π

0
gk,k−2m,ε(Θ,x ·Θ)

dθ

w(x ·Θ)

=
√

2
π

∫ 2π

0
Uk(x ·Θ)Yk−2m,ε(Θ)dθ (2.23)

Or, pour toute fonctionh ∈ L2(S1× [−1, 1]), le lemme de Funk-Hecke (2.2.1) peut se prolonger
de la manìere suivante :

∀ρ > 0, ∀Θ1 ∈ S1,

∫ 2π

0
h(ρΘ1 ·Θ2)eirθ2dθ2 =

∫ 2π

0
h(ρ cos(θ2 − θ1))eirθ2dθ2

= 2eirθ1
∫ π

0
h(ρ cosϕ) cos(rϕ)dϕ = 2eirθ1

∫ 1

−1
h(ρt) cos(r arccos t)

dt√
1− t2

= 2eirθ1
∫ 1

−1
h(ρt)Tr(t)

dt√
1− t2

où on a introduit̀a nouveau le polyn̂ome de Tchebychev de première esp̀ece et de degré r not́e
Tr.
Reprenant alors (2.23), on obtient

R∗w−1gk,k−2m,ε(x) =
√

2
π

∫ 2π

0
Uk(|x|

x
|x|
·Θ)Yk−2m,ε(Θ)dθ

=
2
√

2
π

Yk−2m,ε

(
x
|x|

)∫ 1

−1
Uk(|x|t)Tk−2m(t)

dt√
1− t2

= 2
√

2
π
Yk−2m,ε

(
x
|x|

)
|x|k−2mπP

(0,k−2m)
k−(k−2m)

2

(2|x|2 − 1)

= 2
√

2Yk−2m,ε

(
x
|x|

)
|x|k−2mP (0,k−2m)

m (2|x|2 − 1)



2.2. Inversion de la transformée de Radoǹa partir de données globales 63

où on s’est appuýe sur une propriét́e conjointe des polyn̂omes de Tchebychev de première et
seconde esp̀eces [85](p.40), pour introduire le polynôme de Jacobi6 de param̀etres0 etk − 2m
et de degŕem, not́eP (0,k−2m)

m .

Finalement , pourk ∈ N,m = 0..bk
2
c, ε ∈ {1, 2}

fk,k−2m,ε(x) =

√
2(k + 1)

π
|x|k−2mP (0,k−2m)

m (2|x|2 − 1)Yk−2m,ε

(
x
|x|

)
c’est-̀a-dire, en coordonńees polaires

fk,k−2m,ε(ρΘ) =

√
2(k + 1)

π
ρk−2mP (0,k−2m)

m (2ρ2 − 1)Yk−2m,ε (Θ)

Nous avons pŕesent́e ici ces ŕesultats et explicit́e les calculs afin de pouvoir, dans le chapitre suivant, com-
parer cette d́ecomposition, classique, avec d’autres modes de décompositions de la transformée de Radon.
En ce sens, nous avons aussi représent́e quelques-unes des fonctions de base de cette décomposition, en
figure (2.2.4.3) pour des fonctionsgk,l,ε) du domaine de Radon, et en figure (2.2.4.3) pour des fonctions
fk,l,ε) du domaine direct.

Signalons enfin (m̂eme si nous ne l’utiliserons pas ici) que l’application courante de la décomposition
en valeurs singulières de la transforḿee de Radon réside dans la possibilité d’inversion de donńees
bruitées qu’elle procure, puisqu’elle permet de reconstruire les pseudo-inverses de données qui ”sortent”
de l’image deRf : c’est l’objet de la propríet́e suivante, que nous admettrons.

Proposition 2.2.4 (Calcul du pseudo-inversèa l’aide de la décomposition en valeurs singulìeres )
Pour toute fonction g appartenant à Im(R)⊕ Im(R)⊥, le pseudo-inverse de g s’écrit avec

R+g =
∑
k∈N

b k
2
c∑

m=0

2∑
ε=1

1
σk,k−2m

[g, gk,k−2m,ε]w−1fk,k−2m,ε

Dans le cas òu g = Rf on retrouve la formule d’inversion deRf énonćee dans le cas préćedent, mais
cette formule, valable dans un cadre plus large, permet de calculer un inverse faible en présence de
donńees bruit́ees.

2.2.5 Vers l’implémentation : Echantillonnage des donńees

La discŕetisation d’une formule d’inversion passe par uneétape d’́echantillonnage des donnéesà inver-
ser, c’est-̀a-dire, ici, par l’́echantillonnage de la transformée de Radon : comment l’échantillonner pour
pouvoir conserver une quantité d’information suffisante, permettant ensuite de reconstruire fidèlement
la fonctionf ? Avant d’aborder ce problème - l’́echantillonnage d’une fonction définie sur le cylindre
S1 ×R - nous allons nous arrêter sur le cas de l’échantillonnage d’une fonction définie surS(Rn),

2.2.5.1 Echantillonnage des fonctions réelles appartenant̀a S(Rn) [42, 97]

Soit f une fonction ŕeelle appartenant̀a S(Rn) ; on construit une grille ŕegulìere deRn, avec un pas
h > 0 : (hp)p∈Zn . Echantillonnerf sur la grille(hp)p∈Zn consistèa mesurer les valeurs def en chacun
des points de la grille, c’est-à-direà construire le signal

f∆h =
∑
p∈Zn

f(hp)δhp

6Les polyn̂omes de Jacobi(P (a,b)
k )k sont les polyn̂omes orthogonaux pour le poids(1− s)a(1 + s)b).



64 Chapitre 2. Tomographie 2D

–3

–2

–1

0

1

2

3

–1 –0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

s

–3

–2

–1

0

1

2

3

–1 –0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

s

0
1

2
3

4
5

6

theta

–1

–0.5

0

0.5

1

s

–1

0

1

2

3

0
1

2
3

4
5

6

theta

–1

–0.5

0

0.5

1

s

–3

–2

–1

0

1

2

3

0
1

2
3

4
5

6

theta

–1

–0.5

0

0.5

1

s

–2

0

2

4

6

8

10

0
1

2
3

4
5

6

theta

–1

–0.5

0

0.5

1

s

–10

–5

0

5

10

0
1

2
3

4
5

6

theta

–1

–0.5

0

0.5

1

s

–4

–2

0

2

4

6

8

10

FIG. 2.9 – Les fonctions de base dans la décomposition en valeurs singulières, dans le domaine de
Radon : en haut,́evolution, pourθ = 0, degm,0 en fonction dem : m = 0, 2, 6, 10 ; puisévolution, pour
m = 10, θ = π

5 deg10,l, en fonction del : l = 0, 2, 6, 10. Deuxìeme ligne : sinogramme deg2,0 et g2,2.
Troisième ligne : sinogramme deg10,0 et g10,2 et g10,8. On constate en particulier, pour la suite, que ces
fonctions ne sont pas localisées en la variables.
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FIG. 2.10 – Les fonctions de base dans la décomposition en valeurs singulières, dans le domaine direct :
ces fonctions sont radiales, et on en a seulement représent́e une section ; en haut,évolution, defm,0 en
fonction dem : m = 0, 2, 6, 10 ; puisévolution, pourm = 10 deg10,l, en fonction del : l = 0, 2, 6, 10.
On constate en particulier, pour la suite, que ces fonctions ne sont pas localisées dans le domaine direct.
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où on effectue le produit du signalf par la distribution∆h, appeĺeepeigne de Dirac, définie par

∆h =
∑
p∈Zn

δhp

Le signaléchantillonńe est d́efini comme une somme d’impulsions coı̈ncidant avec la fonctionf en cha-
cun des points de la grille(hp)p∈Zn . La th́eorie de l’́echantillonnage s’attache alorsà d́eterminer quelle
part de l’information surf est pŕesente dans le signaléchantillonńe, ou, d’un autre point de vue, com-
ment choisir la grille d’́echantillonnage pour pouvoir ensuite restituer le plus possible d’information sur
f , voire, si possible,toutel’information pŕesente dansf , à partir deśechantillons du signal disponibles.

Une ŕeponsèa ces questions réside dans la relation entre la transformée de Fourier def et celle du signal
échantillonńef∆h.
La transforḿee de Fourier du signalf∆h estégaleà

f̂∆h =
∑
p∈Zn

f(hp)δ̂hp =
1√
2π

n

∑
p∈Zn

f(hp)e−ihk·p

(la distributionδ̂hp est la fonctionk 7→ 1√
2π
n e−ihk·p)

Pour faire le lien aveĉf , on a recours̀a la formule de Poisson [75], quiétablit que

∀g ∈ S(Rn),
∑
p∈Zn

ĝ

(
k− 2π

h
p
)

=
hn√
2π

n

∑
p∈Zn

g(hp)e−ihk·p

(apr̀es quelques calculs, on peut en effet montrer que le terme de droite n’est autre que le développement

en śerie de Fourier du terme de gauche, fonction
2π
h

-périodique en chacune de ses variables).

Si on applique la formule de Poisson au signaléchantillonńef∆h, on obtient

f̂∆h(k) =
1
hn

∑
p∈Zn

f̂

(
k− 2π

h
p
)

(2.24)

La transforḿee de Fourier du signaléchantillonńe est donc une fonction périodique, de ṕeriode
2π
h

en

chacune de ses variables (c’est en ce sens qu’on dit souvent qu’échantillonner revient̀a ṕeriodiser la
transforḿee de Fourier),́egaleà la somme des translatés def̂ en chacun des points de la grille du do-

maine de Fourier
2π
h

p.

Deux situations sont alors possibles :

Premier cas : la transformée de Fourier def està support compact Dans ce cas, si on noteb la

fréquence de coupure def , c’est-̀a-dire si le support dêf est inclus dans la boule de rayonb de Rn,
alors il est possible de faire en sorte que leslobestranslat́esk 7→ f̂(k− 2π

h p) soientà supports disjoints
deuxà deux (on ditsans recouvrement) : pour cela il suffit que le pas de la grille du domaine de Fourier
2π
h

soit plus grand que le diam̀etre du support dêf , c’est-̀a-dire il suffit que

h ≤ π

b

Cette condition sur le pash est appeĺeecondition de Nyquist. Sous cette condition, on peut, en multipliant
dans l’expression (2.24), le signal̂f∆h par la fen̂etreχ[−π

h
,π
h

]n , isoler le lobèa l’origine, et en prenant sa
transforḿee de Fourier inverse, retrouverf :

f̂∆hχ[−π
h
,π
h

]n =
1
hn
f̂
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Ceci fournit ensuite une formule de reconstruction def à partir de seśechantillons, puisqu’on a alors

f̂ = hn
∑
p∈Zn

f(hp)δ̂hpχ[−π
h
,π
h

]n

et donc
f =

∑
p∈Zn

f(hp)δhp ∗ sinc
(π
h
·
)

(on utilise le ŕesultat (??) et la propríet́e (A.0.4)), et on obtient finalement

f(x) =
∑
p∈Zn

f(hp)sinc
(π
h

(x− hp)
)

Cette formule permet de reconstruiref par interpolation ; elle est appeléeformule de Shannon. C’est une
décomposition def dans une base orthonormée des fonctions deL2(Rn) b-bande limit́ees.

Généralisation à des grilles d’́echantillonnages ŕegulières, mais non carŕees [28]
Ce qui pŕec̀ede d́efinit des conditions d’échantillonnage de la fonctionf sur la grille ŕegulìere, carŕee,
(hp)p∈Zn = ((hI)p)p∈Zn ; on dit que cette grille est engendrée par la matricehI, où I désigne la
matrice identit́e deRn.
On peut construire d’autres grilles d’échantillonnage de la manière suivante : on choisit une matrice
inversibleW ∈ Gln(R), et on construit la grille de points d’échantillonnageWZn.
Le signal obtenu paŕechantillonnage de la fonctionf est alors

f∆W =
∑
p∈Zn

f(Wp)δWp

et sa transforḿee de Fourier est́egaleà

f̂∆W =
∑
p∈Zn

f(Wp)δ̂Wp =
1√
2π

n

∑
p∈Zn

f(Wp)e−iWp·k

En appliquant la Formule de Poisson géńeraliśee, quiétablit que

∀g ∈ S(Rn),
∑
p∈Zn

ĝ
(
k− 2πW−Tp

)
=

detW√
2π

n

∑
p∈Zn

g(Wp)e−ik·Wp

(oùW−T désigne l’inverse de la transposée de la matrice inversibleW ), on obtient

f̂∆W (k) =
1

detW

∑
p∈Zn

f̂
(
k− 2πW−Tp

)
Si les ensembles translatésK + 2πW−TZn sont sans recouvrement (condition de Nyquist ǵeńeralisée),
alors on peut isoler dans le terme de droite le lobe dêf∆W ayant le m̂eme support quêf , en multipliant
par l’indicatrice de l’ensembleK ; on obtient alors

f̂ = detWf̂∆WχK = det(W )
∑
p∈Zn

f(Wp)δ̂WpχK

et donc

f =
detW√

2π
n

∑
p∈Zn

f(Wp)δWp ∗ χ̌K
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où χ̌K désigne la transforḿee de Fourier inverse de l’indicatrice deK, ce qui conduit finalement̀a

f(x) =
det(W )√

2π
n

∑
p∈Zn

f(Wp)χ̌K(x−Wp)

On obtient ainsi une formule de Shannon géńeraliśee.

Il reste alors̀a choisir une matriceW satisfaisant la condition de Nyquist géńeraliśee ; on dira ainsi qu’à
chaque matriceW on associe unsch́ema d’́echantillonnage.

A gauche de la figure (2.11), on a représent́e un sch́ema d’́echantillonnage ditstandarden dimension 2,
avec en haut le schéma d’empilement sans recouvrement des translatés du support dêf dans le domaine
de Fourier, et en bas la grille d’échantillonnage correspondante dans le domaine direct. On verra plus
loin qu’il est assocíe à une matriceW diagonale.

Sur la partie droite de la figure (2.11), on a représent́e un autre sch́ema d’empilement sans recouvrement
des translat́es du support dêf , dont il est clair visuellement qu’il est plus compact. Il vérifie comme le
préćedent la condition de Nyquist, et,à ce titre, la grille d’́echantillonnage associée dans le domaine di-
rect est aussi une grilleadmissible. Cependant, par rapportà la grille construite avec le schéma standard,
on voit que la densité de points de mesure sur la grille du domaine direct est moindre par rapport au cas
standard : on dit que cette grille d’échantillonnage est plusefficace.

Construire une grille d’́echantillonnage la plus efficace possible,à quantit́e d’information sur la fonction
f identique (ie pour le m̂eme support de la transformée de FourierK) revient ainsìa choisir une matrice
W inversible telle que les translatésK + 2πW−TZn soient sans recouvrement, et de telle sorte que le
réseau d’́echantillonnage du domaine direct soit le moins dense possible. Une mesure de cette densité
est fournie par l’aire de la mailléelémentaire de ce réseau, qui est́egaleà detW : pour construire un
échantillonnage efficace, on cherchera donc une matriceW dont le d́eterminant est, en valeur absolue,
maximal.

Dans le sch́ema d’́echantillonnage présent́e à droite de la figure (2.11), la matriceW2 vérifie dans le
domaine de Fourier

2πW−T
2 =

( √
3b 0
b 2b

)
(en effet, les centres des deux disques choisis pour définir la maille élémentaire ont respectivement
comme coordonńees polaires

(
π
6 , 2b

)
et
(

3π
6 , 2b

)
, soit, en coordonńees cart́esiennes,

(√
3b, b

)
et (0, 2b)).

Dans le domaine direct, on a ainsi

W2 =

(
2π√
3b

0
− π√

3b
π
b

)
Le sch́ema d’́echantillonnage associé est appelé sch́ema hexagonal. Comme le sugǵerait plus haut une
simple constatation visuelle, il est plus efficace que le schéma standart, puisque l’on a

detW2 =
2√
3
π2

b2
> detW1 =

π2

b2

Deuxième cas : la transforḿee de Fourier def n’est pasà support compact
Si on applique les formules de reconstructions def à partir de seśechantillonsétablies dans le cas

préćedent, les translatés des supports dêf vont se recouvrir : on ne peut donc pas trouver un pas
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FIG. 2.11 – Deux grilles d’́echantillonnage dansR2, toutes les deux admissibles pour une fonctionb-
bande limit́ee :à gauche, la grille dite standard, età droite, la grille dite hexagonale, avec en haut la grille
dans le domaine de Fourier, et en bas la grille dans le domaine direct. Dans le cas du schéma hexagonal,
la densit́e de points de mesure dans le domaine direct est moindre ; on dit que le schéma hexagonal est
plus efficace.



2.2. Inversion de la transformée de Radoǹa partir de données globales 69

d’échantillonnageh, ni une matriceW , tels que la condition de Nyquist soit vérifiée.
Pour une grille d’́echantillonnage carrée, on peut cependant construire, par interpolation, comme dans le
cas pŕećedent, la fonction

Sh(f)(x) =
∑
p∈Zn

f(hp)sinc
(π
h

(x− hp)
)

mais cette fois-ci, la fonctionSh(f) ainsi construite n’est pluśegaleà f (elle aét́e obtenue par trans-
formée de Fourier inverse d’une fonction qui n’était paségaleà f̂ , maisà f̂ “brouill ée” par certaines
de ses translatées). On sait cependant contrôler l’erreur d’interpolation, gr̂aceà la majoration suivante,
donńee par Natterer dans [75] et que nous admettrons ici :

|f(x)− Sh(f)(x)| ≤ 2√
2π

n

∫
Rn\[−π

h
,π
h

]n

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ dk

On fixe alors un niveau d’erreur tolérable, d’amplitudeε > 0 ; on dit alors , pour une fréquenceb > 0
qu’une fonction est essentiellementb−bande limit́ee (sous-entendu relativementà ε), si∫

Rn\[−b,b]n

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ dk ≤ ε

Dans ce cas, on considèrera qu’une grille d’́echantillonnage construite avec un pash satisfaisant la condi-
tion

π

h
≥ b, c’est-̀a-direh ≤ π

b
fournit, via la fonctionShf , une approximation satisfaisante de la fonctionf , car alors(

Rn\[−π
h
,
π

h
]n
)
⊂ Rn\[−b, b]

et l’erreur d’interpolation v́erifie

|f(x)− Sh(f)(x)| ≤ 2√
2π

n ε

Généralisation à une grille d’échantillonnage ŕegulière, engendŕee par une matriceW
Comme dans le cas d’une grille carrée, on peut d́efinir la fonction suivante, obtenue par interpolationà
partir deśechantillons def :

SW (f)(x) =
det(W )√

2π
n

∑
p∈Zn

f(Wp)χ̌K(x−Wp)

où χ̌K désigne la transforḿee de Fourier inverse de l’indicatrice deK.
On dispose ici aussi d’une majoration de l’erreur d’interpolation [75] : pour tout ensembleK deRn dont
les translat́esK + 2πW−TZn sont sans recouvrement, l’erreur d’interpolation vérifie

|f(x)− SW (f)(x)| ≤ 2√
2π

n

∫
Rn\K

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ dk

On fixe alors un niveau d’erreur tolérable, d’amplitudeε > 0 ; on dit alors, ǵeńeralisant la notion de
fonctionb− bande limit́ee, que l’ensembleK est unsupport essentielde la transforḿee de Fourier def
(sous-entendu relativementà ε), si ∫

Rn\K

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ dk ≤ ε

Dans ce cas, pour une fonctionf dont on a d́etermińe un support essentielK, on consid̀erera qu’une
grille d’échantillonnage engendrée par une matriceW satisfaisant la condition de non-recouvrement des
translat́esK+2πW−TZn, fournit, via la fonctionSW (f), une approximation satisfaisante de la fonction
f , car alors

|f(x)− SW (f)(x)| ≤ 2√
2π

n ε



70 Chapitre 2. Tomographie 2D

2.2.5.2 Echantillonnage des fonctions appartenant̀a S(S1 ×R) [28, 37]

Nous pŕesentons ici l’adaptation des conditions d’échantillonnages qui viennent d’être énonćees pour
des fonctions d́efinies surRn, aux fonctions d́efinies sur le cylindreS1 × R. Le but est d’́etablir les
conditions d’́echantillonnages̀a appliquer pour mesurer la transformée de RadonRf d’une fonctionf ,
de manìereà conserver le plus d’information possible surRf , pourêtre en mesure d’assurer ensuite une
reconstruction convenable de la fonctionf . Comme dans le cas préćedent, ces conditions découlent de
conditions de non-recouvrement dans le domaine de Fourier.

Les grilles que l’on utilise ici sont de la formeWZ2 = (Wp)p∈Z2 , oùW une matrice carrée inversible,
compatible avec le fait que les fonctions que l’on chercheà échantillonner sont2π−périodiques en leur
premìere variable : pour que cette périodicit́e soit prise en compte, on imposeà la matriceW de v́erifier
la condition suivante :(2π, 0) ∈WZ2 (condition d’admissibilit́ede la matriceW ).

La transforḿee de Fourier (̀a deux variables) d’une fonctiong définie sur le cylindreS1×R, vue comme
une fonction2π-périodique en sa variable angulaire, est définie de la manìere suivante :

∀n ∈ Z,∀σ ∈ R, ĝn(σ) =
1
2π

∫ 2π

0
ĝθ(σ)e−inθdθ

(on peut la voir comme construiteà partir d’une transforḿee de Fourier en la variables et d’un coefficient
de Fourier en la variableθ).
En particulier, sig est la transforḿee de Radon de la fonctionf , on a, en appliquant le théor̀eme de
coupe-projection (2.1.4),

∀n ∈ Z,∀σ ∈ R, ĝn(σ) = (̂Rf)n(σ) =
∫ 2π

0
f̂(σΘ)e−inθdθ

Le résultat suivant (́enonće par exemple dans [28, 37]), que nous admettrons, précise le r̂ole joúe par la
transforḿee de Fourier de la transformée de Radon dans les conditions d’échantillonnage de la trans-
formée de Radon :

Proposition 2.2.5
Soit K un sous-ensemble de l’ensemble Z × R, et W ∈ Gl2(R) une matrice admissible telle que les
translatés K + (2πW−1)tZ2 sont sans recouvrement. On note AW l’ensemble

AW = {k ∈ Z2;Wk ∈ [0, 2π[×R}

et on échantillonne la fonction f aux points de la grille (WAW ).
On note SW (Rf) définie par

SW (Rf)(θ, s) =
∑

k∈WAW

Rf(Wk)χǨ(k)

Alors l’erreur d’interpolation est majorée par

‖Rf − SW (Rf)‖∞ ≤
2√
2π

∑
n∈Z

∫
σ∈R;(n,σ)∈Z×R\K

|R̂f(n, σ)|dσ

Minimiser l’erreur d’approximation commise surRf mise eńevidence dans le résultat pŕećedent, revient
alorsà choisir un ensembleK pour lequel la quantité∑

n∈Z

∫
σ∈R;(n,σ)/∈K

∣∣∣R̂fn(σ)
∣∣∣ dσ (2.25)
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estnégligeable, c’est-̀a-direà d́eterminer un support essentiel de la transformée de Fourier deRf .

Un tel support áet́e propośe par Rattey et Lindgreen, puis Natterer [87, 75]. Pour cela, pourb > 0, on
noteKb le sous-ensemble deZ×R défini par

Kb =
{

(n, σ) ∈ Z×R; |σ| < b, |n| < max

(
σ

ϑ
,

(
1
ϑ
− 1
)
b

)}
où ϑ est un param̀etre appartenant̀a l’intervalle ]0, 1[, que l’on pourra moduler en fonction de la valeur
prise parb (cf. interpŕetation de la propriét́e suivante). Ainsi construit, l’ensembleKb a une forme de
“papillon”, comme on peut le voir en figure (2.12).

FIG. 2.12 – Une repŕesentation de l’ensembleKb, qui constitue un support essentiel de la transformée
de Radon d’une fonctionb-bande limit́ee.

Natterer montre alors que si une fonctionf du domaine direct est essentiellementb−bande limit́ee, alors
l’ensembleKb peut être consid́eŕeŕe comme un support essentiel de la transformée de Fourier de sa
transforḿee de RadonRf . C’est l’objet du ŕesultat suivant, que nous admettrons.

Proposition 2.2.6 (Support essentiel de la Transforḿee de Fourier de la T. de Radon [75, 28])
Soit f ∈ L1(R2), et b > 0.
Quelle que soit la valeur du paramètre ϑ ∈]0, 1[, la transformée de Fourier de la transformée de Radon
de f à l’extérieur de l’ensemble Kb vérifie la majoration suivante :∑

n∈Z

∫
σ∈R;(n,σ)/∈Kb

∣∣∣R̂fn(σ)
∣∣∣ dσ ≤ η(ϑ, b)‖f‖L1 +

8√
2πϑ

1√
2π

∫
Rn\[−b,b]

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ dk

où η(ϑ, b) désigne une quantité qui décroı̂t exponentiellement avec b, c’est-à-dire qu’il existe deux
constantes strictement positives C(ϑ) et λ(ϑ)

0 ≤ η(ϑ, b) ≤ C(ϑ) exp−λ(ϑ)b

Interpŕetation :ϑ joue le r̂ole d’un param̀etre d’ajustement ; voici une explication succinte de son
rôle :

– plusϑ est proche de 1, plus le papillon estétroit dans la directionn, plus l’empilement est compact
dans le domaine de Fourier, et moindre est la densité de points d’́echantillonnage dans le domaine
direct ;
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– plusϑ est proche de 0, plus la décroissance vers zéro deη(ϑ, b), à b fixé, est rapide (cf. [75] pour
une formule explicite de la fonctionη), et moindre est l’erreur d’interpolation donnée en (2.25).

Par conśequent, si on considère une fonctionf essentiellementb−bande limit́ee, òu b est connue, et ce
relativement̀a un niveau d’erreurε, on a d’abord∫

Rn\[−b,b]

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ dk < ε

et on peut ensuite chercher un compromis sur la valeur deϑ pour que, dans la majoration de la propriét́e,
η(ϑ, b)‖f‖L1 soit le plus faible possible, tout en faisant en sorte que la densité de points de mesure dans
le domaine direct ne soit pas tropélev́ee.

On peut donc consid́erer que pour un choix convenable du paramètreϑ, et pour une fonctionf b-bande
limit ée, l’ensembleKb constitue un support essentiel de la transformée de Fourier de la transformée de
Radon def . De manìere informelle, on peut interpréter sa forme en papillon de la manière suivante : si
on calcule la transforḿee de Fourier de chacune des projectionsRθf et si on analyse ensuite les conte-
nus fŕequentiels de chacune des projections, on constate que les basses fréquences varient peu entre les
projections : seuls les premiers coefficients de Fourier sont donc significatifs, et le papillon estétroit
au niveau des basses fréquencesσ ; en revanche, les hautes fréquences varient plus d’une projectionà
l’autre, et le papillon s’́elargit au fur et̀a mesure que l’on va vers les fréquencesσ plusélev́ees.

Soit alors une fonctionf à reconstruirèa partir de sa transforḿee de Radon ; on fixe un réel b > 0
tel que l’on puisse affirmer,a priori, que la transforḿee de Fourier def est b−bande limit́ee. Alors
on sait que l’ensembleKb introduit plus haut est un support essentiel de la transformée de Fourier de
la transforḿee de Radon, et on dira que la transformée de Radon est correctementéchantillonńee sur
une grille engendrée par la matriceW si la matriceW est admissible et v́erifie la condition de non-
recouvrement des ensemblesK + 2πW−TZ2.

On peut alors pŕeciser ces conditions d’échantillonnage dans le cas de deux schémas classiques.

Le sch́ema d’́echantillonnage le plus classique est le schéma ditstandard, pour lequel on adopte un
pas d’́echantillonnage régulier en les deux variables : si on suppose que la fonctionà reconstruire a
son support inclus dans le disque unité deR2, on effectue pour chaque projection2qS + 1 mesures
sur l’intervalle [−1, 1] (avecqS ∈ N), et ceci pourp directions de projection sur[0, π[ ; l’ensemble
des points de mesure de la transformée de Radon dans le domaine direct s’écrit donc sous la forme
(θi, sj)i=1..p,j=−q..q avec

θi = (i− 1)
π

p
etsj =

j

q
, i = 1 · · · p, j = −q · · · q,

ce qui correspond̀a la matrice d’́echantillonnage suivante, admissible :

WS =

(
π
p 0
0 1

q

)

On peut alors chercher les conditions sur les entiersp et q pour que les conditions d’échantillonnage
soient satisfaites : en effet, on a alors

2π(W−1
S )t =

(
2p 0
0 2πq

)
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et on veut que les matricesK+2π(W−1
S )tZ2 soient sans recouvrement ; l’empilement limite est représent́e

à gauche en figure (2.13), et correspondrait (sans prendre en compte la condition d’admissibilité) à la ma-
triceWS suivante :

2π(W−1
S )t =

(
2b
ϑ 0
0 2b

)
La condition de non-recouvrement s’écrit donc :

2p ≥ 2b
ϑ

et 2πq ≥ 2b

soit

p ≥ b

ϑ
et q ≥ b

π

En ǵeńeral ([75]), une fois queq a ét́e fixé, on choisitp = dπqe.

Comme dans le cas des fonctions définies surR2, on peut d́efinir des sch́emas d’́echantillonnage plus
efficaces : nous nous contentons de citer comme deuxième exemple de schéma d’́echantillonnage le
sch́ema ditentrelaće, engendŕe par la matriceWE , qui correspond̀a l’empilement limite dans le do-
maine de Fourier représent́e à droite en figure (2.13), et dont on peut montrer qu’il est presque deux fois
plus efficace que le schéma standard [75, 28].

FIG. 2.13 – Deux sch́emas d’́echantillonnage de la transformée de Radon, dans le domaine de Fourier :
à gauche le sch́ema classique, dit standard, età droite, un sch́ema plus efficace, dit entrelacé.

Conśequence pratique : conditions d’́echantillonnage pour la reconstruction d’une image de taille
N×N pour la grille d’ échantillonnage standard :on se place dans le cas où l’on veut reconstruire une
fonctionf à support inclus dans le disque unité, en la repŕesentant par une image de tailleN ×N ; le pas

de discŕetisationh de l’image est donćegalà
2
N

. Comme on le verra par la suite, lors de la présentation

de l’implémentation de l’algorithme de rétroprojection filtŕee, on ne reconstruit en fait pas la fonctionf
elle-même, mais une approximation bande-limitée ; si on noteb la fréquence de coupure alors choisie,
les conditions d’́echantillonnage dansL2(R2) montrent queb vérifie ńecessairement la condition :

b ≤ π

h
soit b ≤ Nπ

2
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et on consid̀ere donc que la fonction que l’on reconstruit en pratique estb−bande limit́ee, avecb =
Nπ

2
.

On peut alorśenoncer les conditions d’échantillonnagèa appliquer sur les mesures : les entiersp et q
définis ci-dessus doivent vérifier les relations suivantes :

p ≥ Nπ

2ϑ
et q ≥ N

2

En pratique, on pourra choisir par exemple

q =
N

2
etp = dπN

2
e

ce qui, pour quelques tailles courantes d’image, donne les valeurs suivantes :

Taille de l’image (N ) Nb de projections sur[−1, 1] (2q+1) Nb d’angles de projection sur[0, π[ (p)
128 129 202
256 257 403
512 513 806

2.2.6 Discŕetisation de la formule de ŕetroprojection filtr ée

La formule de ŕetroprojection filtŕee apr̀es ŕegularisation du filtre rampe áet́e donńee dans la formule
(2.17). C’est elle que nous utiliserons par la suite.
Dans ce paragraphe, nous allons voir comment on peut la discrétiser. Nous suivons ici la technique de
discŕetisation mise en oeuvre dans le logicielMatlab (fonction iradon ) (outre le fait que c’est cette
implémentation de la rétroprojection filtŕee que nous avons utilisée tout au long de ce manuscrit, elle
présente entre autres l’avantage d’être facilement adaptable pour la reconstruction des opérateursΛmf
que l’on manipulera enΛ-tomographie). Une autre technique de discrétisation est proposée par exemple
dans [51].

Dans la technique que nous exposons, la discrétisation se fait en deux́etapes : la discrétisation de
l’ étape de ŕetroprojection, et la discrétisation de l’́etape de filtrage, au bout desquelles on aboutità la
formule suivante :

Proposition 2.2.1 (Discŕetisation de la formule de ŕetroprojection filtr ée)
Soit f ∈ L1(R2), et fb une approximation de f b− bande limitée. On note

θi = (i− 1)
π

p
et sj =

j

q
, i = 1 · · · p, j = −q · · · q,

les points de mesure de la transformée de Radon.
On peut discrétiser la formule

fb(x) = 2
∫ π

0
(Rθf ∗ wb) (x ·Θ)dθ

selon les deux étapes suivantes :

fb(x) ' 2π
p

p∑
i=1

(
(ji,x + 1− qx ·Θi) Rθif ∗ wb

(
ji,x
q

)
+ (qx ·Θi − ji,x) Rθif ∗ wb

(
ji,x + 1

q

))
(2.26)

où
∀i = 1 · · · p, ji,x = bx ·Θic
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avec, pour tout i = 1 · · · p, pour tout j = −q · · · q,

Rθf ∗ (wb)θ

(
j

q

)
' q

2M

{
ITFD (X TFD(Gθ)) [j] si j = 1 · · · M2
ITFD (X TFD(Gθ)) [j +M ] si j = −M

2 + 1 · · · 0

où

∀j = 0 · · ·M − 1, Gθ[j] =
{
Rθf(j) si j = 0 · · · M2 − 1
Rθf(j −M) si j = M

2 · · ·M − 1
et

∀m = 0 · · ·M − 1, X[m] =
{
|m| si m = 0 · · · M2 − 1
|m−M | si m = M

2 · · ·M − 1

Preuve . On fixe un pointx appartenant au disque unité du domaine direct (en pratique,x est un
pixel de l’image que l’on cherchèa reconstruire).

Discrétisation de l’étape de ŕetroprojection :

Cette discŕetisation est effectúee par une ḿethode de quadrature : si l’on note

(
θi =

(i− 1)π
p

)
i=1..p

lesp angles d’incidence pour lesquels on a mesuré la transforḿee de Radon, on peut obtenir une
valeur approch́ee defb par la ḿethode des rectangles :

fb(x) ' 2π
p

p∑
i=1

(Rθif ∗ wb) (x ·Θi)

où ensuite on peut, pour chaque incidenceΘi, i = 1 · · · p, on peut approcher(Rθif ∗ wb) (x·Θi)
par interpolation lińeaire à partir des valeurs deRθif ∗ wb calcuĺees aux points de la grille
d’échantillonnage deRθif : pour chaque incidenceΘi (i = 1 · · · p) il existe un unique indice
ji,x ∈ {−q · · · q} tel que

ji,x ≤ x ·Θi < ji,x + 1

(ji,x est la partie entière du ŕeelx ·Θi). On peut alorśecrire :

Rθif∗wb(x·Θi) ' (ji,x + 1− qx ·Θi) Rθif∗wb
(
ji,x
q

)
+(qx ·Θi − ji,x) Rθif∗wb

(
ji,x + 1

q

)
Il reste alorsà calculer, pour chaque incidenceθi les valeurs de la convolutionRθif ∗ wb aux

points de la grille

(
j

q
, j = −q · · · q

)
. C’est l’objet de l’́etape suivante.

Discrétisation de l’étape de filtrage :
Ici, l’angle θ est fix́e ; il désigne l’un des angles pour lequel on a mesuré la transforḿee de Ra-
don.
Pour calculer les valeurs cherchées, on utilise l’expression du filtre rampe tronqué dans le do-
maine de Fourier, pouŕecrire

∀s ∈ [−1, 1], Rθf∗wb(s) =
1√
2π

∫
R

√
2πR̂θf(ω)ŵb(ω)eiωsds =

1

2
√

2π
3

∫ b

−b
R̂θf(ω)|ω|eiωsds

(2.27)
Cette dernìere int́egrale peut alorŝetre évalúee par une ḿethode de quadrature. Pour cela, on
calcule d’abord des valeurs approchées d’́echantillons deR̂θf(ω), par transforḿee de Fourier

discr̀eteà partir des mesures(Rθf(sj))j=−q..q =
(
Rθf

(
j

q

))
j=−q..q

:

∀ω, R̂θf(ω) =
1√
2π

∫
R
Rθf(s)e−iωsds ' 1

q
√

2π

q∑
j=−q

Rθf
(
j

q

)
e
−iωj

q
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Ensuite, on remarque que si on noteM la plus petite puissance de 2 telle queM > 2q+1, alors,

pour toutm = −M
2
· · ·M

2
− 1,

R̂θf
(

2πmq
M

)
' 1
q
√

2π

M
2
−1∑

j=−M
2

Rθf
(
j

q

)
e−i

2πjm
M

=
1

q
√

2π

M
2
−1∑

j=0

Rθf
(
j

q

)
e−i

2πjm
M +

1
q
√

2π

−1∑
j=−M

2

Rθf
(
j

q

)
e−i

2πjm
M

=
1

q
√

2π

M
2
−1∑

j=0

Gθ [j] e−i
2πjm
M +

1
q
√

2π

−1∑
j=−M

2

Gθ [j +M ] e−i
2πjm
M

=
1

q
√

2π

M
2
−1∑

j=0

Gθ [j] e−i
2πjm
M +

1
q
√

2π

M−1∑
j=M

2

Gθ [j] e−i
2π(j−M)m

M =
1

q
√

2π

M−1∑
j=0

Gθ [j] e−i
2πjm
M

où on a not́eGθ le vecteur deśechantillons deRθf apr̀es ṕeriodisation :

∀j = 0 · · ·M − 1, Gθ[j] =
{
Rθf(j) si j = 0 · · · M2 − 1
Rθf(j −M) si j = M

2 · · ·M − 1

On reconnâıt alors la transforḿee de Fourier discrète deGθ, définie par

∀l = 0 · · ·M − 1, TFD(Gθ)[l] =
M−1∑
k=0

Gθ [k] e−i
2πkl
M

On a ainsi

∀m = −M
2

+1 · · ·M
2
, R̂θf

(
2πmq
M

)
' Y[m] où Y[m] =

{
1

q
√

2π
TFD(Gθ)[m] sim = 0 · · · M2 − 1

1
q
√

2π
TFD(Gθ)[m+M ] sim = −M

2 · · · − 1

Par suite, reprenant (2.27), on peutécrire, pour toutj = −M
2
· · ·M

2
− 1 :

Rθf ∗ (wb)θ

(
j

q

)
' 1

2
√

2π
3

2πq
M

M
2
−1∑

m=−M
2

R̂θf
(

2πqm
M

) ∣∣∣∣2πqmM
∣∣∣∣ ei 2πmjM

'
√
π

2
q2

M2

M
2
−1∑

m=−M
2

Y[m]|m|ei
2πmj
M =

√
π

2
q2

M2

M
2
−1∑

m=0

Y[m]|m|ei
2πmj
M +

−1∑
m=−M

2

Y[m]|m|ei
2πmj
M



=
q

2M2

M
2
−1∑

m=0

TFD(Gθ)[m]|m|ei
2πmj
M +

−1∑
m=−M

2

TFD(Gθ)[m+M ]|m|ei
2πmj
M


=

q

2M2

M
2
−1∑

m=0

TFD(Gθ)[m]|m|ei
2πmj
M +

M−1∑
m=M

2

TFD(Gθ)[m]|m−M |ei
2π(m−M)j

M


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=
q

2M2

M
2
−1∑

m=0

TFD(Gθ)[m]|m|ei
2πmj
M +

M−1∑
m=M

2

TFD(Gθ)[m]|m−M |ei
2πmj
M


=

1
2M2

M∑
m=1

X[m]TFD(Gθ)[m]ei
2πmj
M =

q

2M

{
ITFD (X TFD(Gθ)) [j] si j = 1 · · · M2
ITFD (X TFD(Gθ)) [j +M ] si j = −M

2 + 1 · · · 0

où on a pośe

∀m = 0 · · ·M − 1, X[m] =
{
|m| sim = 0 · · · M2 − 1
|m−M | sim = M

2 · · ·M − 1

et òu, apr̀es avoir not́e,

∀m = 0 · · ·M − 1, (X TFD(Gθ)) [m] = X[m]TFD(Gθ)[m]

on a reconnu une transformée de Fourier discrète inverse, d́efinie pour tout vecteurZ à M
échantillons par

∀l = 0 · · ·M − 1, ITFD(Z)[l] =
1
M

M−1∑
k=0

Z [k] ei
2πkl
M

2.3 Dépendance aux donńees - Probl̀emesà données tronqúees

2.3.1 Description des probl̀emes

Nous nous plaçons ici en amont de la phase d’échantillonnage des mesures. Nous dirons qu’un problème
de tomographie 2D en géoḿetrie parall̀ele est un problèmeà donńees tronqúees, ou un probl̀eme de
tomographie locale, lorsque les donńees que l’on peut ou que l’on souhaite mesurer, le sont sur un sous-
ensemble deS1× [−1, 1] strictement inclus dansS1× [−1, 1]. Parmi ces problèmes, deux présentent un
sch́ema classique de troncature des données : le probl̀eme int́erieur, qui est le problème qui nous int́eresse
le plus ici et sur lequel nous allons nous attarder, et le problèmeà angle limit́e, que nous présenterons
brièvement ensuite.

2.3.1.1 Le probl̀eme int́erieur

Ce probl̀eme correspond par exemple au cas où le d́etecteur de rayons X dont on dispose est tropétroit
pour recueillir tous les rayons X quiémergent du patient, ou bien au cas où la seule reconstruction d’une
région bien cerńee au coeur de la section du patient est intéressante, et où l’on souhaite donc irradier le
moins possible les structures périph́eriques. Nous l’avons schématiśe en figure (2.14).
Sur ce sch́ema, nous avons encerclé la ŕegionà travers laquelle on sait mesurer la transformée de Ra-
don : nous l’appeleronsrégion d’expositionaux rayons X. Dans certains algorithmes (par exemple en
ondelettes, que nous présenterons au chapitre suivant), les reconstructions ne seront pas valablesà la
périph́erie de la ŕegion d’exposition : nous d́efinirons alors desmargesau bord de la ŕegion d’exposition,
et la ŕegion sitúeeà l’intérieur de ces marges sera appelée région d’int́erêt. Dans ce paragraphe, pour
simplifier la pŕesentation, nous ne ferons pas cette distinction et assimilerons la région d’exposition et la
région d’int́er̂et.

Nous allons paraḿetrer le probl̀eme int́erieur de la manière suivante :a étant un ŕeel strictement compris
entre0 et1, nous noteronsa le rayon de la ŕegion d’exposition. Pour une fonctionf à support inclus dans
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FIG. 2.14 – Le probl̀eme int́erieur en ǵeoḿetrie parall̀ele 2D : on ne mesure la transformée de Radon
qu’à travers une région centŕee au coeur d’une section (entourée en pointilĺes ici), et on s’int́eressèa la
reconstruction de cette fonctionà l’intérieur de cette région.

le disque unit́e du domaine direct, les données disponibles sont les valeurs de la transformée de Radon le
long des droites qui traversent la région d’int́er̂et, et s’́ecrivent :

Da =
{
Rf(Θ, s);Θ ∈ S1 × [−a, a]

}
La question qui se pose est alors suivante :A partir de la connaissance des valeurs deRf consigńees
dansDa, est-il possible de reconstruire les valeurs def dans le disque de rayona?

Dans le domaine direct, nous parlerons destructures int́erieurespour d́esigner les structures incluses
dans la ŕegion d’int́er̂et, et destructures ext́erieurespour d́esigner les structures n’appartenant pasà la
région d’int́er̂et.
Dans le domaine de Radon, nous séparerons les composantes mesuréesà travers la ŕegion d’exposi-
tion (si celle-ci est de rayona, elles correspondent̀a l’ensemble{Rf(Θ, s); (Θ, s) ∈ S1, |s| ≤ a},
des composantes mesuréesà l’extérieur de la ŕegion d’exposition{Rf(Θ, s);Θ ∈ S1, |s| > a} ; pour
faire ŕeférence aux premières, nous parlerons de latransforḿee de Radon intérieure, tandis que pour les
deuxìemes, nous parlerons de latransforḿee de Radon extérieure.

Afin de mieux comprendre en quoi le problème int́erieur est diff́erent du probl̀eme global, nous distin-
guons deux cas, représent́es en figure (2.15) :

– le cas òu le support de la fonctionf à reconstruire est inclus dans la région d’exposition : dans ce
cas sa transforḿee de Radon est exclusivement intérieure ;

– le cas òu le support de la fonctionf à reconstruire n’est pas inclus dans la région d’exposition
(avec une intersection avec la région d’exposition vide, ou non vide) : sa transformée de Radon
est, selon les incidences, interieure ou extérieure, mais en aucun cas n’est exclusivement extérieure.

Par conśequent, dans la transformée de Radon intérieure, il y a une contribution des structures intérieures
etune contribution des structures extérieures, et dans la transformée de Radon extérieure, il y a seulement
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une contribution des structures extérieures : autrement dit, si l’on décomposef entre ses structures
intérieures et extérieures

f = fint 2D + fext 2D

où fint 2D désigne la densité des structures intérieuresà la ŕegion d’int́er̂et, etfext 2D la densit́e des
structures ext́erieures̀a la ŕegion d’int́er̂et, alors par lińearit́e de la transforḿee de Radon, on peutécrire

Rf = R (fint 2D) +R (fext 2D)

ou bien encore, en séparant cette fois-ci les données int́erieures des données ext́erieures dans le domaine
de Radon

Rf = (Rf)int radon + (Rf)ext radon

où (Rf)int radon désigne la transforḿee de Radon intérieure, qui se d́ecompose en

(Rf)int radon = Rfint 2D + (Rfext 2D)int radon

et òu (Rf)ext radon désigne la transforḿee de Radon extérieure, uniquement issue des structures extérieures
dans le domaine direct :

(Rf)ext radon = (Rfext 2D)ext radon

Par conśequent, lors de l’inversion de la fonctionf en fonction des seules données locales(Rf)int radon,
on reconstruit dans la région d’int́er̂et7 :

floc = R−1 ((Rf)int radon) = R−1 (Rfint 2D) +R−1 ((Rfext 2D)int radon)

c’est-̀a-dire qu’on reconstruit
– fint 2D, qui est la restriction de la fonctionf à la ŕegion d’int́er̂et (R−1 (Rfint 2D) = fint 2D) ;
– le ŕesultat de l’inversion de(Rfext 2D)int radon.

Lorsque les donńees sont globales, cette dernière composanteR−1 ((Rfext 2D)int radon) est annuĺee
dans la ŕegion d’int́er̂et par la contributioǹa la ŕegion d’int́er̂et de l’inversion des données ext́erieures
R−1 ((Rfext 2D)ext radon). En revanche, lorsque les données sont locales, cette composante n’est plus
annuĺee : elle vient donc ”brouiller” la reconstruction de la région d’int́er̂et ; en ce sens, on dit que
la reconstruction locale d’une région d’int́er̂et comporte un biais par rapportà la reconstruction glo-
bale : il manqueR−1 ((Rfext 2D)ext radon) = R−1 ((Rf)ext radon), ou bien, d’un autre point de vue,
R−1 ((Rfext 2D)int radon) est en trop.
On dit que le probl̀eme int́erieur estmal pośe, et l’existence de ce biais suffit en géńeral à motiver la
recherche des ḿethodes de reconstruction “locales”.

On peut cependant contrôler, dans une certaine mesure, le niveau de ce biais. En effet, la différence dans
la région d’int́er̂et entre la reconstruction en présence de données localesfloc et la reconstruction globale
f estégaleà

f − floc = R−1 (Rf − (Rf)int radon) = R−1 ((Rf)ext radon)

qui est une fonction obtenue en inversant des données de Radon exclusivement extérieures. Nous allons
montrer que l’on sait quantifier les variations d’une telle fonction dans la région d’int́er̂et, mais aupara-
vant, à titre d’exemple, nous présentons une fonction dont la transformée de Radon est nullèa travers
la région d’int́er̂et, et qui pourtant, dans le domaine direct, n’est pas nulle dans la région d’int́er̂et. Une
telle fonction ne peut paŝetre identifíee à partir des seules données int́erieures (dans ce cas, avec les
notations ci-dessus,(Rf)int radon = 0 (on est dans un cas oùRfint 2D = − (Rfext 2D)int radon), et donc
floc = R−1 ((Rf)int radon) = 0). On dit qu’une telle fonction appartient aunoyau de la transforḿee de
Radon int́erieure.

7On noteR−1 l’opérateur de reconstruction.
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FIG. 2.15 – A gauche, l’objet̀a reconstruire est complètement inclus dans la région d’int́er̂et (disque
en pointilĺes) : quelle que soit l’incidence considéŕee, la transforḿee de Radon est intérieure. A droite,
l’objet à reconstruire est̀a l’extérieur de la ŕegion d’int́er̂et, et pour autant, la transformée de Radon
n’est pas exclusivement extérieure ; en fait, quel que soit l’objet considéŕe dans le domaine direct, son
intersection avec le faisceau de rayons X intérieur (limit́e par des pointilĺes) est non vide.

Exemple 2.3.1 (Construction d’une fonction appartenant au noyau du probl̀eme int́erieur)
Nous suivons ici la démarche proposée par Natterer dans [75] pour construire une fonction à support
inclus dans le disque unité, non nulle sur le disque de rayon a < 1, et dont la transformée de Radon est
nulle pour |s| < a.
Natterer propose d’utiliser une fonction h de classe C∞, paire, nulle en dehors des intervalles symétriques
[−1,−a] et [a, 1] pour chacune des projections. De telles conditions assurent la consistance8des projec-
tions. Pour construire une telle fonction h, nous utilisons la fonction g définie par

g(s) =

{
e
− 1

1−s2 si |s| ≤ 1
0 sinon

dont on sait qu’elle est de classe C∞ sur R tout en étant paire et à support compact, inclus dans [-1,1].
La fonction ha, définie pour tout a ∈]0, 1[ par

∀s ∈ R, ha(s) = g

(
2

1− a

(
s+

a+ 1
2

))
+ g

(
2

1− a

(
s− a+ 1

2

))
vérifie alors les hypothèses requises. La figure (2.16) représente la fonction ha pour a = 1

2 .
On sait alors expliciter la fonction fa dont la transformée de Radon est égale à ha pour chaque angle θ.
Pour cela, on utilise la formule de reconstruction (2.11) :

fa(x) =
1

4π2

∫ 2π

0

(
lim
ε→0+

∫
s∈R;|x·Θ−s|>ε

∂sha(s)
x ·Θ− s

ds

)
dθ

8Dans ce contexte, on dit qu’une fonctiong définie sur le cylindreS1 × R est consistante si elle appartientà l’image de
la transforḿee de Radon. Nattererétablit dans [75] les conditions de consistance pour les fonctions appartenantà l’espace de
SchwartzS(S1 ×R).
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qui s’adapte aux fonctions radiales : pour ρ > 0,

f(ρ) =
1
π

∫ ∞

ρ

g′(s)√
s2 − ρ2

ds
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FIG. 2.16 – Une fonction appartenant au noyau de la transformée de Radon intérieure :à gauche, dans
le domaine de Radon : toutes les projections, isotropes, sont nullesà travers la ŕegion d’int́er̂et ; à droite,
une section centrale dans le domaine direct : la fonction n’est pas nulle dans la région d’int́er̂et.

Après cet exemple, nous revenons au cas géńeral, et montrons, en nous inspirant de la preuve donnée par
Natterer dans[75], que les fonctions obtenues par inversion de projections nulles dans la région d’int́er̂et
ne varient pas “beaucoup” dans la région d’int́er̂et (dans [75], Natterer se limite au cas des fonctionsg
appartenant effectivementà l’image de la transforḿee de Radon, mais en fait, comme on va le voir, la
consistance n’intervient pas : nous considèrons ici une fonctiong définie sur le cylindre, “quelconque”).

On utilise la formule d’inversion de la transformée de Radon (donnée dans la formule 2.11), que l’on
appliqueà des projectionsg dont le support est inclus dansS1 × ([−1,−a] ∪ [a, 1]). On se place en un
pointx appartenant̀a l’intérieur de la ŕegion d’int́er̂et, c’est-̀a-dire tel que|x| < a ; x étant ainsi choisi,
il n’y a plus de singularit́e dans la formule de reconstruction, puisque pour toutθ, et pour touts tel que
|s| > a, |x ·Θ| < s. La formule de reconstruction dans la région d’int́er̂et s’́ecrit donc :

f(x) =
1

4π2

∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

∂sgθ(s)
x ·Θ− s

dsdθ =
1

4π2

∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

gθ(s)
(x ·Θ− s)2

dsdθ

la dernìere égalit́e étant obtenue par intégration par parties, les projectionsétant nulles aux bords du
domaine d’int́egration.
Natterer explique alors que si l’on se placeà l’intérieur de la ŕegion d’int́er̂et, plus pŕeciśement en un
point x tel qu’il existeb < a tel que|x| ≤ b, alors on peut contrôler la variation maximale def sur le
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disqueΩb de rayonb :

∀x ∈ Ωb,

|f(x)− f(0)| =

∣∣∣∣∣ 1
4π2

∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

gθ(s)
(

1
(x ·Θ− s)2

− 1
s2

)
dsdθ

∣∣∣∣∣
≤ 1

4π2

∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

|gθ(s)|
∣∣∣∣ 1
(x ·Θ− s)2

− 1
s2

∣∣∣∣ dsdθ
≤ 1

4π2

(∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

|gθ(s)|2 dsdθ

) 1
2
(∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

∣∣∣∣ 1
(x ·Θ− s)2

− 1
s2

∣∣∣∣2 dsdθ
) 1

2

(inégalit́e de Cauchy-Schwarz)

=
1

4π2
‖g‖

(∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

(
1

(x ·Θ− s)2
− 1
s2

)2

dsdθ

) 1
2

avec, pour toutx tel que|x| ≤ b,∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

(
1

(x ·Θ− s)2
− 1
s2

)2

dsdθ =
∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

(
1

(|x| cosϕ− s)2
− 1
s2

)2

dsdθ

≤
∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

(
1

(b cosϕ− s)2
− 1
s2

)2

dsdθ,

la dernìere ińegalit́e se justifiant par le fait que, pours ∈ [0, a] la fonctionρ 7→
(

1
(ρ cosϕ−s)2 −

1
s2

)2
est

croissante sur[0, a], donc sur[0, b], (on peut prouver ceci eńetudiant le signe de sa dérivée seconde, puis
les variations et le signe de sa dérivée).
Par conśequent,

∀x ∈ Ωb, |f(x)− f(0)| ≤ C(a,b)‖g‖
avec

C(a, b) =
1

4π2

(∫ 2π

0

∫
|s|∈[a,1]

(
1

(b cosϕ− s)2
− 1
s2

)2

dsdθ

) 1
2

et donc
sup

x∈Ωb

(|f(x)− f(0)|) ≤ C(a, b)‖g‖ (2.28)

On peut alorśevaluer nuḿeriquement les valeurs prises parC(a, b) en fonction dea et deb (valeurs
obtenues̀a l’aide du logicielMaple , et la ḿethode de Monte-Carlo comme méthode d’approxima-
tion). Quelques-unes des valeurs obtenues sont consignées dans le tableau suivant, et le graphique (2.17)
repŕesentèaa fixé l’évolution deC(a, b) en fonction deb, et ceci pour cinq valeurs successives dea (de
gauchèa droite :a = 0.2, a = 0.4, a = 0.6, a = 0.8, a = 0.99). Ceci permet d’estimer les conditions
sur le rayonb du disque int́erieur, sous lesquelles on sait garantir que la constanteC(a, b) est faible, ce
qui assure en retour que la fonctionf varie peu sur le disque de rayonb. On constate ainsi que quand on
reste “suffisamment au coeur” de la région d’int́er̂et, on peut assurer quef varie peu (sur un disque de
rayon 0.2 pour une région d’int́er̂et de rayon 0.4, sur un disque de rayon 0.4 pour une région d’int́er̂et de
rayon 0.6, etc...) alors que quand on approche de la frontière, on ne sait plus garantir quef varie peu.

b \ a 0,2 0,4 0,6 0,8 0,99
0,19 12.664 0,158 0,044 0,017 0,003
0,39 10,657 0,176 0,051 0,007
0,59 9,623 0,168 0,018
0,79 8,949 0,068
0,98 7,699
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FIG. 2.17 – Evolution deC(a, b) en fonction deb, pour cinq valeurs successives dea (de gauchèa droite :
a = 0.2, a = 0.4, a = 0.6, a = 0.8, a = 0.95)

De ces observations, on peut déduire que lorsque l’on reconstruit une fonctionà partir de donńees locales,
certes il existéeventuellement un biais dans la région d’int́er̂et que l’on ne peut pas identifier, mais
cependant, au moins dans une région strictement incluse dans la région d’int́er̂et, on sait garantir que le
biais introduit dans la reconstruction est une fonction qui varie peu. Par conséquent, ceci laisse présager
que, m̂eme si la fonction elle-m̂eme ne peut paŝetre reconstruite dans la région d’int́er̂et, ses “grandes”
variations d’amplitudes pourrontêtre identifíees. Nous confirmerons ceci, de manière plus pŕecise,à
l’aide d’éléments issus de l’analyse micro-locale, grâce auxquels on saitétablir un lien pŕecis entre les
singularit́es de la fonctioǹa reconstruire et les singularités de sa transforḿee de Radon. Nous présentons
juste avant brìevement un autre problèmeà donńees tronqúees, le probl̀emeà angle limit́e.

2.3.1.2 Le probl̀emeà angle limité

Ce probl̀eme correspond par exemple au cas où des obstacles radio-opaques empêchent d’irradier le
patient selon toutes les incidences utilisées dans les données globales : par rapport au problème int́erieur,
les donńees ne sont plus tronquées en la variables, mais le sont en la variableθ ; par exemple, on
s’appuiera sur l’ensemble de mesures

{Rf(Θ, s);Θ ∈ [θmin, θmax]× [−1, 1]}

ou
{Rf(Θ, s);Θ ∈ [0, θmin]× [−1, 1]} ∪ {Rf(Θ, s);Θ ∈ [θmax, π]× [−1, 1]}

2.3.2 Analyse micro-locale et singularit́es

Nous allons dans cette partie donner quelques résultats issus de l’analyse micro-locale, dans le simple
but de montrer que, dans le cas des problèmes tronqúes qui nous int́eressent, il est légitime de chercher̀a
reconstruire des discontinuités.

2.3.2.1 D́efinitions - Formalisation des singularit́es

Nous allons d’abord d́efinir deux notions fondamentales en analyse micro-locale (indépendantes du
contexte tomographique) : la notion desupport singulier, et celle defront d’onde.
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FIG. 2.18 – Le probl̀emeà angle limit́e en ǵeoḿetrie parall̀ele 2D : on ne mesure la transformée de Radon
que pour certaines incidences, comme ici pour les incidences[θmin, θmax].

Nous rappelons d’abord la notion desupportd’une distribution.

Définition 2.3.1 (Support d’une distribution [42])
Soit T ∈ D′(R2).

– On dit que T est nulle sur l’ouvert U si pour toute fonction test ϕ à support inclus dans U on a
T (ϕ) = 0. On appelle alors supportde T le complémentaire du plus grand ouvert U sur lequel T
est nulle.

– On dit que deux distributions cöıncident surU si leur différence est nulle sur U .

La définition suivante peut alorŝetre pośee :

Définition 2.3.2 (Support singulier d’une distribution [84, 85])
Soit T ∈ D′(R2). On appelle support singulierde la distribution T le complémentaire du plus grand
ouvert U tel que T coı̈ncide sur U avec une fonction de classe C∞.

Le support singulier permet de localiser une singularité. On peut ensuite donner une description plus
précise de la singularité consid́eŕee en pŕecisant dans quelle direction elle est singulière. La direction de
singularit́e est ŕevélée par le comportement de la transformée de Fourier, et l’ensemble des couples(point
de singularit́e, direction de singularit́e)constitue lefront d’onde(Wavefront set). Plus préciśement, on a
la définition suivante :

Définition 2.3.3 (Front d’onde d’une distribution [84, 85])
Soit T ∈ D′(R2), x0 ∈ R2, k0 ∈ R2 − {0}. On dit que (x0,k0) appartient au front d’onde WF(f) de
f si et seulement si pour toute fenêtreΦ ∈ D(R2), centŕee enx0 et vérifiantΦ(x0) 6= 0, la transforḿee
de Fourier de la fonctionΦT n’est à d́ecroissance rapide dans aucun voisinage conique de la forme
{tk0; t > 0}.
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Remarque : Par exemple, pour une indicatrice de domaineΩ, où Ω a sa frontìere∂Ω de classeC1, le
front d’onde def est exactement l’ensemble des couples{(x,nx),x ∈ ∂Ω}, où, pour toutx ∈ ∂Ω, nx

désigne la normalèa la courbe∂Ω au pointx.

A titre d’illustration, nous avons considéŕe en figure (2.19) un disque du domaine direct (à gauche sur la
premìere ligne) ; le module de sa transformée de Fourier est représent́e à sa droite. Nous avons ensuite
appliqúe une fen̂etre à la transforḿee de Fourier autour de trois positions distinctes, et pour chaque
position, nous avons considéŕe deux tailles de fen̂etre : une première, et une plus resserrée autour de la
position étudíee. Dans les deux premières positions, les fenêtres sont centrées en un point du support
singulier, et pour la troisième position, les fen̂etres sont centrées autour d’un point situé à l’intérieur du
disque, et n’appartenant donc pas au support singulier. Dans les deux premiers cas, on observe, quand on
resserre la fen̂etre, une concentration de la transformée de Fourier autour d’une droite, dont la direction
est donc la direction selon laquelle la transformée de Fourier n’est pas̀a d́ecroissance rapide. C’est cette
direction qui est consigńee dans le front d’onde, où elle est associée au point autour duquel les fenêtres
sont centŕees. En revanche, dans le troisième cas, autour d’un point où il n’y a pas de singularité, la
transforḿee de Fourier est̀a d́ecroissance rapide dans toutes les directions.

Position 1 Position 2 Position 3

fenetre 1 fenetre 2 fenetre 1 fenetre 2 fenetre 1 fenetre 2

FIG. 2.19 – Illustration de la notion de front d’onde : on considère un disque dans le domaine direct,
dont on repŕesente le module de sa transformée de Fourier (1̀ere ligne) ; ońetudie le comportement de
sa transforḿee de Fourier au voisinage de trois positions successives, avec deux tailles de voisinage (en
la multipliant par une fen̂etre). Dans les deux premiers cas, où l’on s’est plaće au voisinage d’un point
appartenant au support singulier, on voit apparaı̂tre la direction de singularité, alors que dans le troisième,
pour lequel il n’y a aucune singularité, il n’apparâıt pas de direction selon laquelle la transformée de
Fourier ne d́ecrôıt pas rapidement.
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2.3.2.2 Ŕesultats fondamentaux sur les singularit́es de la transforḿee de Radon

L’analyse micro-locale trouve une application en tomographie, où elle permet de relier leśeléments
singuliers de la fonction du domaine direct (support singulier, front d’onde),à ceux de ses projections.

Théorème 2.3.1 (Conservation des supports singuliers [85])
Soit Ω un domaine de R2 et f telle que f = χΩΦ où Φ ∈ C∞(R2), et ne s’annule pas sur Ω (soit, sans
restriction de généralité, strictement positive sur Ω). Alors le support singulier de Rf est exactement
l’ensemble des couples (Θ, s) tels qu’il existe un point x de la frontière de Ω tel Dθ,s est tangent à ∂Ω
en x.

Le théor̀eme suivant provient de [84, 85], et fait appel entre autresà la transforḿee de Legendre. Nous
l’ énonçons sous une forme simplifiée.

Théorème 2.3.2 (Conservation des fronts d’onde)
– Si (x0,Θ0) appartient à WFf , alors (Θ0,Θ0 · x0) appartient au support singulier de Rf , et(

(Θ0,Θ0 · x0), (−x0 ·Θ0
⊥, 1)

)
appartient au front d’onde deRf .

– Réciproquement, si (Θ0, s0) est un point du support singulier deRf en lequel le support singulier
de Rf admet une tangente dirigée par le vecteur de coordonnées (1, p) (où p ∈ R), alors, dans
le domaine direct, s0Θ0 + pΘ0

⊥ appartient au support singulier de f et (s0Θ0 + pΘ0
⊥,Θ0)

appartient au front d’onde de f .

2.3.2.3 Une analyse micro-locale simplifíee

Dans un souci de compréhension des résultats pŕećedents, nous proposons ici une illustration de la théorie
de l’analyse micro-locale dans des cas simples. Nous nous intéressons̀a des indicatrices de domaine dans
le domaine direct, pour lesquelles la frontière est au moins de classeC1 (de telle sorte qu’en tout point
de la frontìere, il y ait une tangentèa la frontìere).
La frontière d’un tel domaine constitue son support singulier. Nous avons choisi de la décrire par une
repŕesentation paraḿetrique, de laquelle nous déduisons une représentation paraḿetrique du support sin-
gulier assocíe dans le domaine de Radon.

Nous consid̀erons donc ici des indicatrices de domaine, dont la frontière est connue, sous forme pa-
ramétŕee :

F(t) =
∣∣∣∣ x1(t), t ∈ I, I étant un intervalle ŕeel.
x2(t)

On se place au point de la frontière de param̀etret. Il a pour coordonńeesF(t) = (x1(t), x2(t)).
En ce point, la tangente est dirigée par le vecteur

F(t) =
∣∣∣∣ x′1(t)x′2(t)

La normale unitaire est le vecteur

n(t) =
1√

x′1(t)2 + x′2(t)2

∣∣∣∣ −x′2(t)x′1(t)

L’image de la tangente dans le domaine de Radon est donc le point du domaine de Radon de coordonnées∣∣∣∣∣∣ Θ(t) = n(t) = 1√
x′1(t)2+x′2(t)2

∣∣∣∣ −x′2(t)x′1(t)
s(t) = F(t) · n(t)
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Or Θ(t) = (cos θ(t), sin θ(t)), où pour toutt ∈ I, θ(t) ∈ [0, π[ et donc dans le plan(θ, s), l’image de la
tangente est le point de coordonnées(θ(t), s(t)) avec

θ(t) =

∣∣∣∣∣ 0 si x′1(t) = 0
π
2 + arctan

(
x′2(t)
x′1(t)

)
sinon

s(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1(t) si x′1(t) = 0

1√
x′1(t)2+x′2(t)2

(−x1(t) x′2(t) + x2(t) x′1(t)) si x′1(t) > 0
1√

x′1(t)2+x′2(t)2
(x1(t) x′2(t)− x2(t) x′1(t)) si x′1(t) < 0

(2.29)

Au passage, on peut vérifier que si l’on se place au point de paramètret sur le support singulier dans le
domaine de Radon, alors le vecteur tangent au support en ce point a pour coordonnées,∣∣∣∣ θ′(t)s′(t) = F′(t) ·Θ(t) + F(t) ·

(
θ′(t)Θ⊥(t)

) = θ′(t)
∣∣∣∣ 1

F(t) ·Θ⊥(t)
+
∣∣∣∣ 0

F′(t) ·Θ(t)

(en effetΘ(t) = (cos(θ(t)), sin(θ(t)), doncΘ′(t) = (−θ′(t) sin(θ(t)), θ′(t) cos(θ(t)) = θ′(t)Θ⊥(t)).

Or on sait queΘ(t) est orthogonal̀aF (t) dans le domaine direct : le deuxième terme est donc nul, et le
vecteur tangent dans le domaine de Radon a donc pour coordonnées

θ′(t)
∣∣∣∣ 1

F(t) ·Θ⊥(t)

ou, autrement dit, la tangente au support singulier de la transformée de Radon au point de paramètret a
donc pour penteF(t) ·Θ⊥ ; ceci permet de comprendre la relation entre fronts d’onde donnée dans le
théor̀eme (2.3.2).

Les exemples qui suivent ont pour but d’illustrer ce qui préc̀ede dans le cas d’indicatrices de domaines
dont on sait facilement d́efinir la frontìere sous forme paraḿetŕee. Ainsi, pour chacun des fantômes
propośes ci-dessous, on présente

– d’une part l’image de son sinogramme, calculé avec la fonctionradon du logicielMatlab ;
– d’autre part leśequations paraḿetŕees du support singulier dans le domaine direct ;
– enfin, le traće de la courbe paraḿetŕee du support singulier dans le domaine de Radon, dont les

équations ont́et́e calcuĺees gr̂ace aux formules données plus haut (2.29), en utilisant le logiciel
Maple .

La correspondance entre les supports singuliers dans les deux domaines est matérialiśee par la couleur
du traće.

Exemple 2.3.2 (Ellipse)
La frontière d’une ellipse de centre (x0, y0), de demi-axes de longueur a et b, a une équation paramétrée
de la forme : {

x1(t) = a cos t+ x0

x2(t) = b sin t+ y0
, t ∈ [0, 2π[

En appliquant les formules de la propriété 2.29, on obtient les équations paramétrées du support singulier
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dans le domaine de Radon :

θ(t) =
∣∣∣∣ 0 si t = 0 ou t = π
π
2 − arctan

(
b

a tan t

)
sinon

s(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x0 + a si t = 0
x0 − a si t = π
− 1√

a2 sin2 t+b2 cos2 t
(ab+ bx0 cos t+ ay0 sin t) si t ∈]π, 2π[

1√
a2 sin2 t+b2 cos2 t

(ab+ bx0 cos t+ ay0 sin t) si t ∈]0, π[< 0

Les représentations graphiques sont présentées en figure (2.20), d’une part pour une ellipse centrée (par
rapport au centre de l’image), et d’autre part, pour une ellipse décentrée.

Exemple 2.3.3 (Un carŕe arrondi)
L’indicatrice de domaine choisie ici - un carré “arrondi”- a une frontière de classe C∞, comme dans
l’exemple précédent, mais présente en plus des bords rectilignes : par chacun des points appartenant à
un même bord passe une seule et même tangente ; par conséquent, l’image d’un tel bord est un point du
support singulier du domaine de Radon (points matérialisés ici par des cercles).
On donne les équations paramétriques choisies pour tracer le carré arrondi : de manière à assurer des
raccords de classe C1, le cadran en haut à gauche est paramétré par

x1(t) =


3
2 si t ≤ 1
cos(π2 (t− 1)) + 1

2 si t ≤ 2
−t
2 + 3

2 si t ≤ 3

et

x2(t) =


t
2 si t ≤ 1
sin(π2 (t− 1)) + 1

2 si t ≤ 2
3
2 si t ≤ 3

Le carré complet est ensuite obtenu par symétrie. Les représentations graphiques sont présentées en
figure (2.21).

Exemple 2.3.4 (Ovales de Cassini)
Dans cet exemple, une même droite peut être tangente à la frontière du domaine singulier en deux points
distincts du domaine direct. Cela crée un point “à deux branches” dans le domaine de Radon, les deux
branches pouvant être distinguées par leurs pentes respectives, qui, conformément à ce qui a été dit plus
haut, traduisent la position du point de tangence, sur la tangente, dans le domaine direct. C’est le cas ici
pour les angles θ = 0 et θ =

π

2
.

Les équations paramétriques des ovales de Cassini sont connues :{
x1(t) = (2 + cos 2t) cos t
x2(t) = (2 + cos 2t) sin t

, t ∈ [0, 2π[

Les représentations graphiques sont présentées en figure (2.22).

Exemple 2.3.5 (Un exemple plus compliqúe)
Ce dernier exemple combine les caractéristiques des deux précédents : la frontière est de classe C1, elle
présente des bords rectilignes, et, de plus, certains bords distincts du domaine direct ont une tangente
commune.
Nous ne détaillons pas ici les équations du deuxième exemple, mais elles sont construites selon le même
schéma que le “carré arrondi” vu plus haut (raccords C∞ de portions de disques et de segments).
Les représentations graphiques sont présentées en figure (2.23).
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FIG. 2.20 – Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemples d’une ellipse centrée et une d’ellipse d́ecentŕee. La figure pŕesente pour chacun des deux cas
le fant̂ome, le sinogramme, et les tracés des supports singuliers, dans les domaines direct et de Radon.
En chaque point de la courbe rouge du domaine direct, il existe une droite tangente au support singulier.
Cette droite peut̂etre repŕesent́ee par un point du domaine de Radon, qui appartientégalement au support
singulier de la transforḿee de Radon, sur la courbe rouge (et de même, il y a correspondance entre points
de la courbe noire).
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FIG. 2.21 – Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemple d’un domaine présentant des bords rectilignes dans le domaine direct. Dans ce cas là, tous les
points appartenantà un m̂eme bord ont le m̂eme point image dans le domaine de Radon.
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FIG. 2.22 – Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemple d’un domaine dans lequel une même droite est tangentèa la frontìere du domaine en deux
points distincts : ceci fait apparaı̂tre sur le support singulier de la transformée de Radon un point “à deux
branches”, les deux branchesétant caract́eriśees par leur pente au point de contact. Cette pente traduit la
position du point de tangence dans le domaine direct.
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FIG. 2.23 – Correspondance des supports singuliers entre le domaine direct et le domaine de Radon :
exemple d’un domaine reprenant les caractéristiques des préćedents exemples, pour lequel la frontière
présente des bords rectilignes et des bords distincts avec une tangente commune. On a numérot́e les
supports singuliers correspondants des deux domaines.
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2.4 Des ḿethodes locales existantes en tomographie

2.4.1 Reconstruction par ŕetroprojection des d́erivées des projections

Nous exposons d’abord une méthode ŕecente en tomographie locale, dévelopṕee, entre autres, dans des
travaux de F. Noo, M. Defrise et R. Clackdoyle [77, 26]. Comme nous le dironsà la fin de ce paragraphe,
cette ḿethode ne sera pas applicable au type de données tronqúees qui nous intéressent ici ; il nous a
sembĺe cependant intéressant de la mentionner dans ce manuscrit sur les problèmes locaux en tomo-
graphie, d’une part car elle fait désormais partie des ḿethodes incontournables en tomographie locale,
et d’autre part pour montrer que pour autant, il subsiste des types de schémas de donńees - comme le
probl̀eme int́erieur - qui ne peuvent̂etre trait́es par ce type de ḿethodes.

Par rapport̀a la formule de ŕetroprojection filtŕee (2.13), l’id́ee consiste icìa se contenter de rétroprojeter
seulement la d́erivée des projections (on n’applique plus la transformée de Hilbert 1D) ; n’entrent alors
en jeu que des opérateurs locaux,̀a partir desquels on reconstruit la fonction :

b0(x) =
∫ π

0
∂sRθf(x ·Θ)dθ

Dans la suite, nous allons voir que, même si l’on int̀egre toujours sur un intervalle de longueurπ, le choix
des bornes a, ici, de l’importance. On introduit donc aussi, pourφ appartenant̀a [0, π[ :

bφ(x) =
∫ φ+π

φ
∂sRθf(x ·Θ)dθ

En utilisant la parit́e de la transforḿee de Radon prop :parite, on a∂sRθ+πf = −∂sRθf et donc,φ étant
fixé, on a

bφ(x) =
∫ π

φ
∂sRθf(x ·Θ)dθ +

∫ π+φ

π
∂sRθf(x ·Θ)dθ

θ′=θ−π=
∫ π

φ
∂sRθf(x ·Θ)dθ +

∫ φ

0
−∂sRθ′f(x ·Θ′)dθ′

=
∫ π

0
sgn(θ − φ)∂sRθf(x ·Θ)dθ

Il s’avère alors que l’on peut relier cette quantité à la transforḿee de Hilbert 2D : en effet, après avoir
remarqúe que

∂sRθf(s) =
1√
2π

∫
R
∂̂Rθf(ω)eiωsdω =

1√
2π

∫
R
iωR̂θf(ω)eiωsdω

on peutécrire

b0(x) =
1√
2π

∫ π

0

∫
R
iωR̂θf(ω)eiωx·Θdωdθ

puis, gr̂ace au th́eor̀eme de coupe-projection (2.1.4),

b0(x) =
∫ π

0

∫
R
iωf̂(ωΘ)eiωx·Θdωdθ =

∫ π

0

∫
R
isgn(ω)f̂(ωΘ)eiωx·Θ|ω|dωdθ

De même, en remarquant pour la deuxièmeégalit́e quesgn(θ − φ) = sgn(Θ ·Φ⊥), on a

bφ(x) =
∫ π

0

∫
R

sgn(θ − φ)iωf̂(ωΘ)eiωx·Θdωdθ =
∫ π

0

∫
R
isgn(ωΘ ·Φ⊥)f̂(ωΘ)eiωx·Θ|ω|dωdθ
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ce qui, en coordonńees cart́esiennes, s’écrit

b0(x) =
∫
R2

isgn(k2)f̂(k)eix·kdk et bφ(x) =
∫
R2

isgn(k ·Φ⊥)f̂(k)eix·kdk

Nous allons voir maintenant que l’on peut isoler dans cette dernière expression une transformée de Hil-
bert. Pour cela, en lien avec la définition de la transforḿee de Hilbert pour les fonctions 1D vue avec
l’expression (2.12), les auteurs de [77] rappellent que l’on définit la transforḿee de Hilbert dans la direc-
tion e1 d’une fonction bidimensionnelle par

He1f(x) def=
1
π

lim
ε→0+

∫
u∈R;|u2|>ε

f(x1, x2 − u2)
u2

du

On peut donćecrire
He1f(x) = H1D(f(x1, .))(x2)

(on a fait apparâıtre, àx1 fixée, une transforḿee de Hilbert 1D en la variablex2.)

On calcule alors la transforḿee de Fourier de la fonctionHe1f :

Ĥe1f(k) =
1
2π

∫
R2

He1f(x1, x2)e−ix·kdx1dx2 =
1
2π

∫
R

∫
R
H1D(f(x1, .))(x2)e−ik2x2dx2e

−ik1x1dx1

=
1√
2π

∫
R

̂H1D(f(x1, .))(k2)e−ik1x1dx1 = − 1√
2π

∫
R
isgn(k2)f̂(x1, .)(k2)e−ik1x1dx1

= − isgn(k2)
2π

∫
R

∫
R
f(x1, x2)e−ik2x2dx2e

−ik1x1dx1 = −isgn(k · e⊥1 )f̂(k)

Plus ǵeńeralement, on d́efinit la transforḿee de Hilbert dans la directionΘ par :

HΘf(x) def=
1
π

lim
ε→0+

(∫
s∈R;|s|>ε

f(x− sΘ⊥)
s

)
=

1
π

lim
ε→0+

(∫
t∈R;|s|>ε

f
(
(x ·Θ)Θ + (x ·Θ⊥ − t)Θ⊥)

x ·Θ⊥ − t

)
= H1D (gθ,x·Θ) (x ·Θ⊥)

où on a not́egθ,x·Θ : u ∈ R 7→ f(x ·ΘΘ + uΘ⊥).

On peut alors calculer la transformée de Fourier deHΘf :

ĤΘf(k) =
1
2π

∫
R2

HΘf(x)e−ix·kdx x=sΘ+tΘ⊥
=

1
2π

∫
R2

H1D(gθ,s)(t)e−i(sΘ+tΘ⊥)·kdsdt

=
1√
2π

∫
R
Ĥ1Dgθ,s

(
k ·Θ⊥

)
e−isΘ·kds = − 1√

2π

∫
R
isgn(k ·Θ⊥)ĝθ,s(k ·Θ⊥)e−isΘ·kds

= − isgn(k ·Θ⊥)
2π

∫
R

∫
R
f(sΘ + tΘ⊥)e−itk·Θ

⊥−isΘ·kdtds = −isgn(k ·Θ⊥)f̂(k)

On a donc :

b0(x) = −
∫
R2

Ĥe1f(k)eix·kdk = −2πHe1f(x)

et

bφ(x) = −
∫
R2

ĤΦf(k)eix·kdk = −2πHΦf(x)

On peut donc reconstruire la transformée de Hilbert def dans une direction donnée en ŕetroprojetant les
dérivées des projections de la transformée de Radon. On va voir dans la suite que l’on peut en tirer parti
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pour reconstruire des informations sur la fonctionf à partir de donńees locales.

Dans [77], les auteurs font référence aux ŕesultats suivants : pour une fonctiong 1D dont le support est
strictement inclus dans un intervalle[L,U ] (c’est-̀a-dire qu’il existeε > 0 tel queg est nulleà l’extérieur
de l’intervalle[L + ε, U − ε], si l’on connâıt la transforḿee de Hilbert deg sur l’intervalle[L,U ], alors
on peut inverser la transforḿee de Hilbert deg et retrouver ainsi les valeurs deg sur[L+ ε, U − ε] :

∀s ∈ [L+ ε, U − ε], g(s) = − 1√
(s− L)(U − s)

(∫ U

L

√
(s′ − L)(U − s′) Hg(s

′)
π(s− s′)

ds′ + C

)
où C est une constante qui peutêtre d́etermińee d̀es que l’on connâıt la valeur deg en un point (ce qui
est possible en utilisant des informations de support).
Cette formule d’inversion permet de reconstruire, cette fois-ci en dimension 2, une fonctionf le long de
certaines droites̀a partir de donńees tronqúees : plus pŕeciśement, le ŕesultat suivant esténonće dans [77] :

Proposition 2.4.1
La fonction f peut être reconstruite en un point x0 s’il existe un vecteur unitaire Φ0 = (cosφ0, sinφ0)
et un segment Sφ0f inclus dans la droite Dφ0,x0·Φ0 dirigée par Φ⊥

0 passant par x0 tel que :

1. le segment Sφ0f contient x0 et contient le support de f le long de la droite Dφ0,x0·Φ0 , c’est-à-dire
f(x) = 0 pour x ∈ Dφ0,x0·Φ0\Sφ0f ;

2. pour chaque x ∈ Sφ0f , et pour chaque angle φ ∈ [φ0, φ0 + π], la transformée de Radon de f Rφf est
connue au voisinage de s = x ·Φ0.

Pour ŕesumer, dans le cas où l’on mesure la transforḿee de Radon seulementà travers une ŕegion, on
peut reconstruire une fonctionf (à support borńe) le long de la droiteD quand l’intersection de la droite
D avec le support def est contenue dans la région d’exposition. C’est le cas sur les deux premiers
sch́emas̀a gauche en figure (2.24), où l’on peut reconstruire les régions griśees, dans le premier schéma
en utilisant une droite horizontale, dans le deuxième en utilisant une droite verticale,à partir des seules
mesures de la transformée de Radon effectuées au voisinage de l’intersection de chacune de ces deux
droites avec le support de la fonction.

Dans [26], la condition sur le segmentSφ0f est relach́ee, et il est montŕe que des ŕesultats similaires
peuvent̂etre obtenus quand le segmentSφ0f contientx0 et quandau moinsl’une de ses extrémit́es est̀a
l’extérieur du support def le long de la droiteDφ0,x0·Φ0 (autrement dit, on peut reconstruiref le long
de la droiteD quand l’intersection de la droiteD avec le support def a au moins l’une de ses extrémit́es
à l’intérieur de la ŕegion d’exposition) : ceci est illustré sur les deux figures de droite en figure (2.24), où
l’on peut ici aussi,̀a partir de donńees locales, reconstruire les régions griśees.

Ces ŕesultats ne sont pas applicables dans le cadre que nous nous sommes fixés : dans le cas du problème
intérieur, si la ŕegion d’int́er̂et est strictement incluse dans le support def (c’est-̀a-dire par exemple
lorsque sa frontìere n’est jamais tangenteà la frontìere du support de la fonction), on ne pourra trouver
aucune droite satisfaisante ; de même, pour le problèmeà angle limit́e, on ne dispose pas -par définition-
des mesures de la transformée de Radon selon toutes les directions, et la formule d’inversion ne peut pas
être mise en oeuvre. Nous allons maintenant présenter deux autres méthodes, plus anciennes, qui, elles,
peuvent s’appliquer au problème int́erieur.

2.4.2 Λ-tomographie

Cette ḿethode áet́e introduite dans les travaux de Faridani, Smith, Ritman [38, 36, 35]. Elle est appelée
aussi parfoistomographie locale, et est conçue pour le problème int́erieur. L’idée consistèa abandonner
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FIG. 2.24 – Reconstruction de régionsà partir de donńees locales̀a partir de la transforḿee de Hilbert
2D : avec la ḿethode d́evelopṕee dans [77, 26], on peut reconstruire les régions griśeesà partir de
donńees de Radon mesurées au travers de ces régions. [Image adaptéeà partir de [26]]

l’id ée d’essayer d’approcher au mieux les valeurs def dans la ŕegion d’int́er̂et, età reconstruire plutôtΛf
(où Λ est un oṕerateur que nous présenterons plus loin, qui géńeralise l’oṕerateurΛ vu jusqu’̀a pŕesent
pour des fonctions 1D), qui présente les deux spécificités suivantes :

– A la différence de la fonctionf , Λf peutêtre identifíee dans une région d’int́er̂et à partir des seules
mesures de la transformée de Radoǹa travers cette région (non seulement il n’y a aucun obstacle
théoriqueà cela, mais en plus on connaı̂t des algorithmes qui permettent de le faire) ;

– Les ensembles singuliers deΛf et def sont identiques.

On peut donc, en reconstruisantΛf à partir de donńees locales dans la région d’int́er̂et, avoir acc̀esà
l’ensemble singulier def dans la ŕegion d’int́er̂et.

Nous allons maintenant expliciter l’opérateurΛ et pŕeciser les propriét́es que nous venons d’évoquer.
Nous serons conduits aussià introduire l’oṕerateurΛ−1, qui ici, joue un r̂ole essentiellement “cosḿetique” :
comme nous le mentionnerons par la suite, il permet, en reconstruisant une combinaison linéaire deΛf
et deΛ−1f plutôt queΛf seul, de renvoyer une image plus ressemblanteà f queΛf , en conservant
l’information relativeàf port́ee parΛf .

2.4.2.1 D́efinitions et propri étés

On d́efinit d’abord l’oṕerateurΛm, oùm est un entier relatif suṕerieur ouégalà−1, pour des fonctions
bidimensionnelles : Pourf ∈ S(R2), l’opérateurΛm est d́efini dans le domaine de Fourier par

Λ̂f(k) = |k|mf̂(k)

On peut alors montrer que la définition de l’oṕerateurΛm peutêtreétenduèa des espaces de fonction
moins restrictifs ; par exemple, dans les cas qui nous intéressent ici,̀a savoirm = 1 etm = −1, il est
montŕe dans [38], et nous l’admettrons ici, qu’en dimension 2, on a que pour toute fonctionf telle que

x 7→ f(x)
(1 + |x|)3

∈ L1(R2), on a

∀x ∈ R2, Λf(x) = lim
ε→0

∫
|y|>ε

y1∂y1f(x− y)
|y|3

dy + lim
ε→0

∫
|y|>ε

y2∂y2f(x− y)
|y|3

dy

= lim
ε→0

∫
|x−u|>ε

(x1 − u1)∂u1f(u)
|x− u|3

du + lim
ε→0

∫
|x−u|>ε

(x2 − u2)∂u2f(u)
|x− u|3

du

tandis que

∀x ∈ R2, Λ−1f(x) = lim
ε→0

∫
|y|>ε

f(x− y)
|y|

dy = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

f(y)
|x− y|

dy
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La proposition suivante rassemble les principales propriét́es de l’oṕerateurΛ.

Proposition 2.4.2 (Propríetés de l’oṕerateur Λ [35])
On suppose que X et Y sont deux sous-ensembles mesurables de R2, et que f est une fonction telle que

x 7→ f(x)
(1 + |x|)3

soit intégrable.

1. En notant Da l’opérateur de dilatation, pour a > 0, on a ΛDaf =
1
a
Da(Λf). Ceci implique que les

objets de petite taille de l’image f sont représentés avec un fort contraste dans l’image de Λf .

2. On note XC le complémentaire de X dans R2.
Pour tout x appartenant à l’intérieur de X , ΛχX(x) > 0.
Pour tout x appartenant à l’intérieur de XC , ΛχX(x) < 0.
Ceci implique que le signe des sauts de Λf est le même que celui des sauts de f aux points de disconti-
nuité de f .

3. ΛχX + ΛχXC = 0.

4. Le Laplacien de ΛχX est positif ou nul sur l’intérieur de X (autrement dit ΛχX est sous-harmoniquesur
l’intérieur de X).
Le Laplacien de ΛχX est négatif ou nul sur l’intérieur de X (autrement dit ΛχX est super-harmonique
sur l’intérieur de XC).
Ceci implique que ΛχX ne peut pas avoir de maximum local sur l’intérieur de X , ni de minimum local
sur l’intérieur de XC , et donc, si f est une somme d’indicatrices, il n’y a pas d’oscillations dans l’image
de Λf

5. Si x n’appartient pas à la frontière de X , alors

|ΛχX(x)| ≤ 1
d(x, ∂X)

En pratique, les formules (2.30) sont difficilement manipulables. La propriét́e suivante, montrée dans
[38], énonce une formule plus simple, que nous admettrons, applicable aux fonctionsà support borńe, et
permettant de calculer explicitementΛf à l’extérieur du support def ; elle donnéegalement une formule
permettant de calculerΛf à l’intérieur du support def dans le cas òu f est l’indicatrice d’un domaine
Ω.

Proposition 2.4.3 (Calcul pratique deΛf [38])
Soit une fonction f intégrable, à support borné, noté ici X .

– Si x est à l’extérieur du support de f , alors

Λf(x) = − 1
2π

∫
y∈X

f(y)
|x− y|3

dy

– Si de plus f est l’indicatrice de l’ensemble X , alors à l’extérieur de X ,

ΛχX(x) = − 1
2π

∫
y∈X

1
|x− y|3

dy

et à l’intérieur de X ,

ΛχX(x) =
1
2π

lim
ε→0

∫
y∈X;|x−y|>ε

1
|x− y|3

dy
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Nous allons maintenant illustrer les résultats pŕećedents en calculant explicitementΛf et Λ−1f dans le
cas òu f est l’indicatrice du disque unité. Les valeurs que nous obtiendrons sont données dans [36], mais
sans justification.

Exemple 2.4.1 (Calcul deΛf et Λ−1f pour l’indicatrice de disque)
Soit f = χΩ.
Soit x ∈ R2, fixé, de module ρ.
Premier cas : ρ > 1
Dans ce cas, il n’y a pas de singularité sur le domaine d’intégration, et on peut donc calculer les valeurs
de Λ−1f et de Λf avec des intégrales au sens classique. Pour Λ−1f , on a ainsi

∀x /∈ Ω, Λ−1f(x) =
1
2π

∫
y∈Ω

1
|x− y|

dy (2.30)

Pour calculer cette intégrale, on se place dans le repère Rx = (x,ux,ux
⊥), où on a noté ux le vecteur

x
|x| . En particulier, dans ce repère, le point x a pour coordonnées (0, 0), et le cercle unité admet pour
équation (x1 + ρ)2 + x2

2 = 1. En faisant un changement de variables avec coordonnées polaires, on
obtient

Λ−1f(x) =
1
2π

∫
{(r,α);ruα∈Ω}

1
r
rdrdα =

1
2π

∫
{(r,α);ruα∈Ω}

drdα

où on a noté uα le vecteur de coordonnées (cosα, sinα), α ∈ [0, 2π[, dans le repère Rx. Il reste donc à
calculer l’image du disque unité Ω par le changement de variables opéré dans la dernière intégrale.
Pour cela, on fixe dans un premier temps la direction uα, α ∈

]
−π

2 ,
π
2

[
et on considère la droite di-

rigée par uα, passant par x. Comme illustré sur la figure (2.4.1), elle coupe le cercle unité au point de
coordonnées (x1, x2), dans le repère Rx, si et seulement si

α 6= π

2
[π] et

{
(x1 + ρ)2 + x2

2 = 1
x2 = x1 tanα

Les solutions éventuelles de ce système vérifient nécessairement

(x1 + ρ)2 + tan2 αx2
1 = 1
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c’est-à-dire
1

cos2 α
x2

1 + 2ρx1 + ρ2 − 1 = 0 (2.31)

Le discriminant de cette dernière expression est égal à

∆(α) = 4ρ2 − 4
cos2 α

(ρ2 − 1) =
4

cos2 α
(1− ρ2 sin2 α) (2.32)

et donc
– si | sinα| > 1

ρ
, la droite Dα ne coupe pas le cercle unité.

– si | sinα| = 1
ρ

, la droite Dα est tangente au cercle unité.

– si | sinα| < 1
ρ

, la droite Dα coupe le cercle unité en deux points distincts de coordonnées respec-

tives (xmin1 (α), xmin2 (α)) et (xmax1 (α), xmax2 (α)), où xmin1 (α) et xmax1 (α) sont les deux solutions
de l’équation (2.31) :

xmin1 (α) =
(
−2ρ− 2

cosα

√
1− ρ2 sin2 α

)
cos2 α

2
= −ρ cos2 α− cosα

√
1− ρ2 sin2 α

avec
xmin2 (α) =

√
1−

(
xmin1 (α)

)2
et

xmax1 (α) =
(
−2ρ+

2
cosα

√
1− ρ2 sin2 α

)
cos2 α

2
= −ρ cos2 α+ cosα

√
1− ρ2 sin2 α

avec
xmax2 (α) =

√
1− (xmax1 (α))2

Quelle que soit la valeur de α ∈
]
−π

2 ,
π
2

[
, ces deux valeurs sont négatives (car ρ > 1). Par conséquent,

dans le repère Rx, ce sont les abscisses des points repérés par les coordonnées polaires :{
α+ π

rmin(α) =
√(

xmin1 (α)
)2 +

(
xmin2 (α)

)2 et

{
α+ π

rmax(α) =
√

(xmax1 (α))2 + (xmax2 (α))2

soit
α+ π

rmin(α) =
√

1 + 2ρ2 cos2 α+ 2ρ cosα
√

1− ρ2 sin2 α− ρ2 =
√

(ρ cosα+
√

1− ρ2 sin2 α)2

=
∣∣∣ρ cosα+

√
1− ρ2 sin2 α

∣∣∣ = ρ cosα+
√

1− ρ2 sin2 α

et de la même manière{
α+ π

rmax(α) =
∣∣∣ρ cosα−

√
1− ρ2 sin2 α

∣∣∣ = ρ cosα−
√

1− ρ2 sin2 α

Reprenant l’expression (2.30), on a alors, en utilisant les coordonnées polaires dans le repère (x,ux,ux
⊥)

Λ−1f(x) =
1
2π

∫ arcsin 1
ρ

− arcsin 1
ρ

∫ rmax(α)

rmin(α)

rdr

r
dα =

1
2π

∫ arcsin 1
ρ

− arcsin 1
ρ

rmax(α)− rmin(α)dα

=
1
π

∫ arcsin 1
ρ

− arcsin 1
ρ

√
1− ρ2 sin2 αdα =

2
π

∫ arcsin 1
ρ

0

√
1− ρ2 sin2 αdα

=
2
π

∫ 1
ρ

0

√
1− ρ2u2

√
1− u2

du =
2
π

E
(

1
ρ
, ρ

)
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où E(α, β) désigne ici et dans la suite l’intégrale elliptique de paramètres α et β, que l’on sait tabuler, et
qui est définie par

E(α, β) =
∫ α

0

√
1− β2t2√
1− t2

De la même manière

Λf(x) = − 1
2π

∫ arcsin 1
ρ

− arcsin 1
ρ

∫ rmax(α)

rmin(α)

rdr

r3
dα = − 1

2π

∫ arcsin 1
ρ

− arcsin 1
ρ

(
1

rmax(α)
− 1
rmin(α)

)
dα

= − 1
2π

∫ arcsin 1
ρ

− arcsin 1
ρ

(
1

ρ cosα+
√

1− ρ2 sin2 α
− 1

ρ cosα−
√

1− ρ2 sin2 α

)
dα

= − 1
π

∫ arcsin 1
ρ

− arcsin 1
ρ

√
1− ρ2 sin2 α

ρ2 − 1
dα = − 2

π

1
ρ2 − 1

∫ 1
ρ

0

√
1− ρ2u2

du√
1− u2

= − 2
π

1
ρ2 − 1

E
(

1
ρ
, ρ

)

Deuxième cas : 0 < ρ < 1
Dans ce cas il y a une singularité dans le domaine d’intégration dans le calcul de Λf(x) et Λ−1(x).
Par rapport au cas précédent, l’équation (2.31) est toujours vérifiée, mais cette fois-ci, comme 0 < ρ < 1,
le discriminant ∆(α) obtenu dans la formule (2.32) est toujours strictement positif ; quelle que soit la
valeur de α ∈

]−π
2 ,

π
2

[
, la droite Dα coupe le cercle unité en deux points distincts, dont les abscisses

sont cette fois-ci de signe opposé (car ici 0 < ρ < 1) :

xmin1 (α) = −ρ cos2 α− cosα
√

1− ρ2 sin2 α < 0

et

xmax1 (α) = −ρ cos2 α+ cosα
√

1− ρ2 sin2 α > 0

Dans le repère Rx, ce sont les abscisses des points repérés, en coordonnées polaires, par (α, rmax(α) >
0), et (α, rmin(alpha) < 0), quand α parcourt l’intervalle [0, π[, avec

rmin(α) = ρ cosα−
√

1− ρ2 sin2 α et rmax(α) = ρ cosα+
√

1− ρ2 sin2 α

Pour ε > 0, fixé, on a

Λ−1
ε f(x) =

1
2π

∫ π

0

(∫ −ε

rmin(α)

rdr

r
+
∫ rmax(α)

ε

rdr

r

)
dα =

1
2π

∫ π

0

(∫ −ε

rmin(α)
dr +

∫ rmax(α)

ε
dr

)
dα

=
1
2π

∫ π

0

(
−rmin(α) + rmax(α)− 2ε

)
dα = −πε+

1
π

∫ π

0

√
1− ρ2 sin2 αdα

Par conséquent, en faisant tendre ε vers zéro, on obtient

Λ−1f(x) =
1
π

∫ π

0

√
1− ρ2 sin2 αdα =

2
π

∫ π
2

0

√
1− ρ2 sin2 αdα =

2
π

∫ 1

0

√
1− ρ2u2

√
1− u2

du

=
2
π

E(1, ρ)
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Pour Λ, on a, pour tout ε > 0,

∀ε > 0, Λεf(x) =
1
2π

∫ π

0

(∫ −ε

rmin(α)

rdr

r3
+
∫ rmax(α)

ε

rdr

r3

)
dα =

1
2π

∫ π

0

(∫ −ε

rmin(α)

dr

r2

∫ rmax(α)

ε

dr

r2

)
dα

=
1
2π

∫ π

0

(
1
ε
− 1
rmin(α)

− 1
ε

+
1

rmax(α)

)
dα

Ainsi la dépendance en ε disparaı̂t, et on a donc

Λf(x) =
1
2π

∫ π

0

(
1

rmax(α)
− 1
rmin(α)

)
dα

=
1
2π

∫ π

0

(
1

ρ cosα+
√

1− ρ2 sin2 α
− 1

ρ cosα−
√

1− ρ2 sin2 α

)
dα

=
1

2π(ρ2 − 1)

∫ π

0

(
−2
√

1− ρ2 sin2 α

ρ2 − 1

)
dα =

−1
π(ρ2 − 1)

∫ π

0

√
1− ρ2 sin2 αdα

=
−2

π(ρ2 − 1)

∫ π
2

0

√
1− ρ2 sin2 αdα =

−2
π(ρ2 − 1)

∫ 1

0

√
1− ρ2u2

du√
1− u2

= − 2
π

E(1, ρ)
ρ2 − 1

La figure (2.4.1) présente le tracé de la section centrale des fonctions Λf et Λ−1f .

FIG. 2.25 – Sections deΛf et Λ−1f appliqúes à l’indicatrice du disque (valeurs exactes) ; la
repŕesentation deΛf est traćee avec le trait le plus foncé.

2.4.2.2 Traitement des donńees locales parΛ-tomographie

La pertinence de la ḿethode deΛ-tomographie repose sur deux propriét́es : une foncctionf étant donńee,

1. Λf est calculable localement dans la région d’int́er̂et ;
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2. Λf apporte des informations sur les discontinuités def dans la ŕegion d’int́er̂et.

Le premier point est une ǵeńeralisation de la formule de rétroprojection filtŕee : de la m̂eme manìere
que l’on peut́ecrire

f =
1

4π2
R#ΛRf

on peut montrer que l’on a, pour tout entierm ≥ −1

Λmf =
1

4π2
R#Λm+1Rf

Or, dans le cas òu m est impair,m + 1 est pair, et l’application de l’oṕerateurΛm+1 revient à filtrer
chacune des projections par le filtre dont la transformée de Fourier estω 7→ ωm+1, qui, sim+1 est pair,
est,à une constante près, l’oṕerateur la d́erivée(m+1)ème dans le domaine direct, dont on sait qu’il est
un oṕerateur local : le filtrage peut donc se calculer localement (en revanche, sim + 1 est impair, alors
le filtre est la convolution de l’oṕerateur de d́erivation(m + 1)ème par la distribution valeur principale,
et n’est pas̀a support compact). Plus préciśement, pourm = 1, on a

Λf(x) =
1

4π2
R#(Λ2Rf)(x) = − 1

4π2

∫ 2π

0

∂2

∂s2
Rθf(x ·Θ)dθ

et, pourm = −1,

Λ−1f(x) =
1

4π2
R#(Rf)(x) = − 1

4π2

∫ 2π

0
Rθf(x ·Θ)dθ

En pratique, on peut reconstruireΛf et Λ−1f en adaptant directement l’algorithme de rétroprojection
filtr ée : pour reconstruireΛ−1f , on se contente de rétroprojeter les projections, sans l’étape de filtrage,
tandis que pour reconstruireΛf , on remplace l’́etape de filtrage par une estimation de la dérivée seconde
des projections (par exemple avec un schéma aux diff́erences finies d’ordre 2), puis on rétroprojette les
dérivées secondes ainsi obtenues. Tous les calculs sont donc complètement locaux. A titre d’illustration,
nous avons représent́e en figures (2.26) et (2.27) les reconstructions obtenues pourΛf etΛ−1f en adap-
tant l’algorithme de ŕetroprojection filtŕee, dans le cas du disque et du fantôme de Shepp et Logan ; les
calculs ontét́e faits à partir de donńees globales, mais on trouverait des résultats identiques dans les
régions d’int́er̂et si l’on effectuait seulement les reconstructionsà partir de donńees locales.

FIG. 2.26 – Reconstruction deΛf (au milieu) etΛ−1f (à droite) dans le cas du disque unité en utilisant
l’algorithme de ŕetroprojection filtŕee modifíe.

Le deuxième point fait l’objet de la propríet́e suivante, cit́ee par exemple dans [38], et que nous admet-
trons.
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FIG. 2.27 – Reconstruction deΛf (à gauche) etΛ−1f (à droite) dans le cas du fantôme de Shepp et
Logan en utilisant l’algorithme de rétroprojection filtŕee modifíe.

Proposition 2.4.4 (Conservation du support singulier par l’oṕerateur Λ)
L’opérateur Λ est un opérateur pseudo-différentiel elliptique, et à ce titre, les supports singuliers de Λf
et de f sont identiques.

Nous renvoyons par exemple au cours de M.S. Joshi, disponible en ligne [74], pour les définitions
précises d’oṕerateur pseudo-différentiel, et d’oṕerateur pseudo-différentiel elliptique, ainsi que pour la
preuve de la conservation des supports singuliers (grossièrement, un oṕerateurpseudo-diff́erentielest un
opérateur dont lesymboledans le domaine de Fourier,à savoir ici|k|m ”ressemble” au symbole d’un
opérateur diff́erentiel, et on dit qu’il est elliptique si, ailleurs qu’en zéro, il ne s’annule pas) ; il est en
particulier prouv́e qu’apr̀es application d’un oṕerateur pseudo-différentiel, le support singulier obtenu
est inclus dans le support singulier initial, et qu’on a conservation du support singulier dans le cas où
l’opérateur est elliptique.

Comme on l’a dit en introduction de cette partie relativeà laΛ-tomographie, l’oṕerateurΛ−1 joue un r̂ole
essentiellement cosḿetique : il n’apporte aucune information sur les discontinuités def . En revanche,
il a ét́e constat́e exṕerimentalement [36] que si l’on construit une combinaison linéaireL(f) deΛf et
Λ−1f avec des poids bien choisis, alors on obtient une image qui, tout en préservant les discontinuités de
Λf , donc, celles def , est plus ressemblanteàf que ne l’estΛf ; il est dit dans [36] que cet aspect n’est
pas ńegligeable, car les praticiensà qui sont destińes ces images préfèrent disposer d’images les plus
ressemblantes possible aux images qu’ils ont coutume de manipuler. En pratique, les auteurs préconisent
de reconstruireL(f) = α(Λf + µΛ−1f), et fournissent dans [36] des recommandations pour le choix
deα etµ qui dépendent de la taille de la région d’int́er̂et. Sans entrer plus dans les détails ici, nous avons
repŕesent́e en figure (2.28) la combinaison obtenue dans le cas du disque unité, pour une zone d’intér̂et
de rayon 1 (dans ce casα = 1, etµ = 6) : avec ces param̀etres, on arrivèa contre-balancer la forme en
“bol” de Λf par la contribution deΛ−1f , de telle sorte que la fonctionL(f) finalement reconstruite est
quasiment constante sur le disque unité, les discontinuit́es deΛf étant pŕeserv́ees.

2.4.2.3 Le probl̀eme des sauts

Les ŕesultats que vous venons de présenter montrent que les discontinuités deΛf sont localiśees le long
des m̂emes courbes que celles def , mais qu’en revanche l’information sur la différence de densité (le
sautà la traverśee des frontìeres est perdue dansΛf . Dans [36], les auteurs proposent une technique pour
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FIG. 2.28 – Reconstruction deL(f) = Λf + µΛ−1f : avec un choix judicieux deµ on arriveà contre-
balancer la forme en “bol” deΛf par la contribution deΛ−1f , de telle sorte que la fonctionL(f) est
quasiment constante sur le disque unité, les discontinuit́es deΛf étant pŕeserv́ees.

estimer ces sauts̀a partir de la reconstruction deΛf .

On suppose ici que la fonctionf s’écrit comme une combinaison linéaire d’une fonctionf0 de classeC∞
à support compact, et deK indicatrices de domaines, fermés,(Xk)k=1···K ; on suppose de plus que les
intérieurs des domaines(Xk)k=1···K sont deux̀a deux disjoints, et on note∂Xk leurs frontìeres respec-
tives.
On se place ici au voisinage de la frontière entre deux de cesK domaines,Xj etXi ; on noteWi,j la
réunion de leurs intérieurs (Wi,j = (Xi ∪Xj)

o), et on noteΓi,j la frontière suppośee non vide entre
Xi etXj située dansWi,j . Le but de ce qui est exposé ensuite est de présenter une ḿethode permettant
d’évaluer la valeur du sautcj − ci au travers deΓi,j .

En isolant les termes relatifs̀aXi etXj , on peut́ecrire :

f = f0 +
∑

ckχXk = (cj − ci) χXj + fi,j avecfi,j = f0 + ci χXi∪Xj +
∑
k 6=i,j

ckχXk (2.33)

Pour toutx ∈Wi,j\Γi,j , on peut́ecrire

f(x) = (cj − ci)χXj (x) + fi,j(x)

et donc
∀x ∈Wi,j\Γi,j , Λf(x) = (cj − ci)ΛχXj (x) + Λfj(x)

soit, comme on sait que l’opérateurΛ appliqúe à une indicatrice de domaine ne s’annule pas,

∀x ∈Wi,j\Γi,j , cj − ci =
Λf(x)

ΛχXj (x)
− Λfj(x)

ΛχXj (x)

On dispose alors du résultat suivant,́etabli dans [36], et que nous admettrons :
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Proposition 2.4.5 (Estimation des sauts enΛ-tomographie)
Avec les notations ci-dessus, on a les relations suivantes :

∀x ∈Wi,j\Γi,j , cj − ci =
Λf(x)

ΛχXj (x)
+ O(d(x,Γ)) quand d(x,Γ)→ 0

∀x ∈Wi,j\Γi,j , |cj − ci| =
|∇Λf(x)|∣∣ΛχXj (x)

∣∣ + O(d(x,Γ)2) quand d(x,Γ)→ 0

Ces deux relations montrent que l’on peut estimer la valeur du sautcj − ci en évaluant
Λf(x)

ΛχXj (x)
ou

|∇Λf(x)|∣∣ΛχXj (x)
∣∣ pourx au voisinage de la frontièreΓ, l’estimationétant plus fine dans le deuxième cas.

En pratique, dans [36], pour estimer un saut inclus dans la région d’int́er̂et à partir de donńees locales,
les auteurs proposent de procéder de la manière suivante :

1. reconstruireΛf dans la ŕegion d’int́er̂et ;

2. d́eterminer la frontìere∂Xj en appliquant un algorithme de détection de contours̀a l’image deΛf ,
et ainsi isolerXj (dans [36], cettéetape est en partie manuelle) ;

3. reconstruireΛXj , en simulant d’abord sur l’image deXj la même ǵeoḿetrie d’acquisition de
mesures que celle qui a permis de mesurerRf , pour obtenirRXj , sur laquelle on applique alors
le même algorithme de reconstruction qu’enétape 1 ;

4. évaluer nuḿeriquementΛf(x) etΛχXj (x) en plusieurs points du voisinage deΓ, puis, en faisant
une moyenne des différents quotients obtenus, obtenir une estimation de la valeur du saut.

Les auteurs de [36] estiment parvenir ainsià une erreur entre densité estiḿee et densit́e ŕeelle de l’ordre de
5% de la densit́e ŕeelle. Il nous semble cependant que la méthode n’est pas très pratiquèa mettre en oeuvre
(lesétapes de d́etection de contours et de simulation des projections d’indicatrices sont contraignantes) ;
une alternative lui áet́e propośee :la tomographie pseudo-locale.

2.4.3 Tomographie pseudo-locale

Cette ḿethode aét́e conçue et proposée par A. Katsevitch et A.Ramm, dans [54] ; on en trouvera
également des présentations par A. Faridani, par exemple dans [35, 34].
La motivation des auteurśetait la suivante : construire une méthode qui serait strictement locale, comme
la Λ-tomographie, qui conserverait,également comme laΛ-tomographie, la localisation des discon-
tinuités, mais qui, en plus pourrait fournir directement l’amplitude des discontinuités dans la ŕegion
d’intér̂et. Pour cela, les auteurs s’appuient sur la formule d’inversion globale de la transformée de Ra-
don, expriḿee dans le domaine direct (que nous avons rappelée plus haut 2.11) :

f(x) =
1

4π2

∫ 2π

θ=0
lim
ε→0

∫
|x·Θ−s|>ε

∂sRθf(s)
x ·Θ− s

dsdθ

Pour rendre le filtrage local, ils proposent de tronquer le filtre rampe non plus dans le domaine de Fourier,
comme c’́etait le cas dans la mise en oeuvre de la méthode de ŕetroprojection filtŕee, mais dans le domaine
direct, en ne conservant que la restriction du filtre rampeà un intervalle ferḿe, syḿetrique autour de źero ;
ainsi, pourd > 0, au lieu de reconstruiref , on reconstruit la fonctionfd, définie par

fd(x) =
1

4π2

∫ 2π

0
lim
ε→0+

∫
ε<|x·Θ−s|<d

∂sRθf(s)
x ·Θ− s

dsdθ

Le calcul defd peut être fait quasi-localement : on a seulement besoin de mesurer la transformée de
Radon au travers du disque de centrex et de rayon2d pour reconstruire exactement la valeur defd au
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pointx.
Pour pŕeciser l’information port́ee par la fonctionfd, on introduit la fonction suivante, différence entre
la fonctionfd et la fonction de ŕeférencef , définie par :

fCd (x) = f(x)− fd(x)

On a alors une première propríet́e, essentielle :

Proposition 2.4.6 (Discontinuit́es et tomographie pseudo-locale [54])
Pour tout d > 0, la fonction fCd est continue dans le domaine direct.

L’interprétation de cette propriét́e est imḿediate : quel que soitd > 0, la fonctionfd porte les disconti-
nuités de la fonctionf , autrement dit les discontinuités defd sont exactement les m̂emes que celles de
f , que ce soit au niveau de la localisation ou de l’amplitude.

Preuve . Par d́efinition defCd ,

fCd (x) = f(x)− fd(x) =
1

4π2

∫ 2π

0

∫
s∈R;|x·Θ−s|>d

∂sRθf(s)
x ·Θ− s

dsdθ

(il n’y a plus de singularit́e dans le domaine d’intégration, les int́egrales en valeur principale
n’apparaissent donc plus.)
On peut alorśecrire,

fCd (x) =
1

4π2

∫ 2π

0

(∫ x·Θ−d

−∞

∂sRθf(s)
x ·Θ− s

ds+
∫ ∞

x·Θ+d

∂sRθf(s)
x ·Θ− s

ds

)
dθ

=
1

4π2

∫ 2π

0

([
Rθf(s)

x ·Θ− s

]x·Θ−d
−∞

+
∫ x·Θ−d

−∞

Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

ds+
[
Rθf(s)

x ·Θ− s

]+∞

x·Θ+d

+
∫ ∞

x·Θ+d

Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

ds

)
dθ

=
1

4π2

∫ 2π

0

Rθf(x ·Θ− d) +Rθf(x ·Θ + d)
d

dθ

+
1

4π2

∫ 2π

0

(∫ x·Θ−d

−∞

Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

ds+
∫ ∞

x·Θ+d

Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

ds

)
dθ

La continuit́e defCd découle alors du th́eor̀eme des int́egrales̀a param̀etres [42], que l’on peut
appliquer ici car, pour la première int́egrale,

– presque pour toutθ ∈ [0, 2π], x 7→ Rθf(x ·Θ−d)+Rθf(x ·Θ+d) est continue surR2,
comme compośee de fonctions continues ; en effet, les seules incidences pour lesquelles
θ 7→ Rθf n’est pas une fonction continue sont les directions pour lesquelles la fonction
du domaine direct̀a un bord confondu avec une tangenteà ce bord sur un intervalle de
longueur strictement positive ; or (nous l’admettrons), il peut y avoir au plus un nombre
fini de directions pour lesquelles ceci se produit (par exemple, pour un carré, il y a quatre
telles directions) ; par conséquent, on peut affirmer que presque pour toute incidenceθ,
Rθf est continue.

– pour toutx ∈ R2, il existe une constanteM telle que, pour tout couple(θ, s),

|Rθf(x ·Θ− d) +Rθf(x ·Θ + d)| ≤M

(car la transforḿee de Radon est bornée)
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et, pour la deuxìeme int́egrale,

– pour tout couple(θ, s) ∈ {(s, θ); |x ·Θ−s| > d}, x 7→ Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

est continue surR2.

– pour toutx ∈ R2, on a, pour tout couple(θ, s) ∈ {(s, θ); |x ·Θ− s| > d}∣∣∣∣ Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

∣∣∣∣ ≤ |Rθf(s)|
d2

qui est une fonction intégrable en(θ, s) :∫ 2π

0

∫
s∈R;|x·Θ−s|>d

|Rθf(s)|
d2

dsdθ ≤ 1
d2
‖Rf‖L1 <∞

Ainsi, quelle que soit la marged, la fonctionfd porte les discontinuités def , en localisation, mais aussi
en valeur du saut aux points de discontinuité.
On dispose aussi d’une propriét́e de convergence, que nous admettrons.

Proposition 2.4.7 (Convergence defd versf [54])
– Si U est un ouvert de R2 sur lequel la restriction de f est de classe C2, alors∣∣fCd (x)− f(x)

∣∣ = O(d) quand d→ 0

et de plus la convergence de fCd vers f est uniforme sur tous les sous-ensembles compacts de U.

– Si (Γ) est une courbe de discontinuité de f , si x0 est un point de Γ, et s’il existe un voisinage
ouvert V de x0 tel que Γ est régulière sur V et f est de classe C2 par morceaux sur V , alors∣∣∣∣fCd (x0)−

(
f+(x0)− f−(x0)

2

)∣∣∣∣ = O(d| ln d|) quand d→ 0

où on a noté f+(x0) et f−(x0) les limites de f quand x tend vers x0 de part et d’autre de la courbe
Γ le long de n’importe quelles courbes n’intersectant pas Γ.

Néanmoins, si cette ḿethode est th́eoriquement attractive, il est expliqué dans [35] que la conservation
des sauts ne résiste pas̀a l’implémentation nuḿerique, et qu’il faut alors avoir recoursà des ḿethodes
compĺementaires du m̂eme type que celle que nous avons présent́ee pour laΛ-tomographie pour pouvoir
estimer les sauts. Une autre méthode compĺementaire, ńecessitant des développements th́eoriques ardus
(de notre point de vue ...), est d’ailleurs proposée dans [54] ; nous ne l’exposerons pas ici.

Nous terminons cette partie en illustrant les résultats qui viennent d’êtreénonćes par l’exemple du disque
unité. A notre connaissance, les calculs qui suivent ne figurent pas dans la littérature.

Exemple 2.4.2 (Tomographie pseudo-locale pour le disque unité disque)
Dans cet exemple f désigne l’indicatrice du disque unité. Pour tout θ, Rθf a donc son support inclus
dans [−1, 1] (d’après la propriété 2.1.2). Nous supposons que 0 < d < 1, et nous allons calculer fCd ,
dont l’expression est, rappelons-le :

fCd (x) =
1

4π2

∫ 2π

0

(∫ x·Θ−d

−∞

∂sRθf(s)
x ·Θ− s

ds+
∫ ∞

x·Θ+d

∂sRθf(s)
x ·Θ− s

ds

)
dθ
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On se place d’abord au niveau de chaque projection. Soit ρ ∈ R. On note

gCd,θ(ρ) =
∫ ρ−d

−∞

∂sRθf(s)
ρ− s

ds+
∫ ∞

ρ+d

∂sRθf(s)
ρ− s

ds

ici=
∫

]−∞,ρ−d]∩]−1,1[

−2s√
1− s2(ρ− s)

ds+
∫

[ρ+d,∞[∩]−1,1[

−2s√
1− s2(ρ− s)

ds = gCd (ρ)(2.34)

On utilise alors la primitive suivante :

∫
−2s√

1− s2(ρ− s)
ds

Maple
=


2 arcsin(s)− 2ρ√

ρ2−1
arctan

(
ρs−1√

ρ2−1
√

1−s2

)
si |ρ| > 1

2 arcsin(s)− 2ρ ln 2√
1−ρ2

− 2ρ√
1−ρ2

ln
(

1−sρ+
√

1−ρ2
√

1−s2
s−ρ

)
si |ρ| < 1

(2.35)

On distingue alors plusieurs cas dans le calcul de gCd (ρ), selon la valeur prise par ρ :

• ρ < −1−d, seule la deuxième intégrale dans (2.34) est non nulle ; on utilise la première expression dans
(2.35), avec comme bornes dans l’intégrale (−1, 1).

• −1−d < ρ < −1 ; seule la deuxième intégrale est non nulle ; on utilise on utilise la première expression
dans (2.35), avec comme bornes dans l’intégrale (ρ+ d, 1).

• −1 < ρ < d − 1 ; seule la deuxième intégrale est non nulle ; on utilise la deuxième expression dans
(2.35), avec comme bornes dans l’intégrale (ρ+ d, 1).

• d−1 < ρ < 1−d : les deux intégrales participent ; on utilise pour chacune la deuxième expression dans
(2.35), avec comme bornes respectives dans (−1, ρ− d et (ρ+ d, 1).

• 1− d < ρ < 1 ; seule la première intégrale est non nulle ; on utilise la deuxième expression dans (2.35),
avec comme bornes dans l’intégrale (−1, ρ− d).
• 1 < ρ < 1 + d ; seule la première intégrale est non nulle ; on utilise la première expression dans (2.35),

avec comme bornes dans l’intégrale (−1, ρ− d).
• ρ > 1 + d ; seule la première intégrale est non nulle ; on utilise on utilise la première expression dans

(2.35), avec comme bornes dans l’intégrale (−1, 1).

Les courbes représentatives des fonctions gCd,θ, pour différentes valeurs de d sont présentées en figure
(2.4.2).

Les deux dernìeres ḿethodes que nous venons de présenter sont connues, et régulìerement cit́ees dans la
litt érature. Nous allons dans la suite expliquer qu’à notre sens une autre méthode, beaucoup plus simple,
mériterait de faire partie de cette famille de méthodes “de ŕeférence” en tomographie locale.

2.4.4 Reconstruction locale par ŕetroprojection filtr ée

On a vu que dans le cas du problème int́erieur l’information sur les discontinuités est th́eoriquement
disponible dans les données tronqúees : l’enjeu des ḿethodes locales est d’arriverà extraire au mieux ces
informations pour reconstituer le plus d’information possible sur les discontinuités def dans la ŕegion
d’intér̂et. On vient de pŕesenter deux ḿethodes de reconstruction locale, connues, et très souvent men-
tionnées dans la litt́erature.A contrario, la méthode de ŕetroprojection filtŕee n’est,̀a notre connaissance,
jamais cit́ee dans ce contexte, souvent sous prétexte que le filtre rampe n’est pas de classeC∞ dans le
domaine de Fourier, donc ne peut pasêtreà support compact dans le domaine direct,doncne se pr̂ete
pasà des donńees tronqúees. Seul Natterer, dans [75],à la suite de l’́etude des variations du noyau (qui
aboutissent̀a la majoration 2.28), mentionne que c’est une méthode qui peut̂etre utiliśee si l’on recherche
seulement les “changements de valeurs” dans la fonctionf , et à condition de prolonger les projections
de manìereconsistantesur la partie du sinogramme non mesurée.
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FIG. 2.29 – Repŕesentation des fonctionsgCd,θ, pour différentes valeurs ded, dans la ḿethode pseudo-
locale : on a appliqúe un filtre rampe tronqúe dans le domaine direct ; de gaucheà droite, puis de haut
en bas, le rayon du filtre estd = 0.9, d = 0.5, d = 0.1, d = 0.01 ; à titre de comparaison, on a indiqué
en pointilĺes les projections après filtrage par le filtre rampe complet. Dans la méthode pseudo-locale
appliqúeesà des donńees int́erieures, on ŕetroprojette la diff́erence entre les deux courbes tracées.
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Nous avons cependant essayé d’appliquer,näıvement, cette ḿethodeà des donńees tronqúees, sans ap-
pliquer la proćedure de prolongement des données par consistance, contraignanteà mettre en oeuvre.
Les ŕesultats que nous avons obtenus sur le fantôme de Shepp et Logan sont présent́es en figure (2.30) :
ils sont troublants. Nous avons reconstruit la région d’int́er̂et (en premìere ligne de la figure (2.30)̀a
partir des seules données mesuŕees au travers de cette région : la reconstuction obtenue figure sur la ligne
suivante,̀a gauche ; il y a un biais “lisse” sur toute la région d’int́er̂et, des artefacts au bord de la région
d’intér̂et, mais les discontinuités sont visibles. Pour réduire les artefacts au bord de la région d’int́er̂et,
nous avons appliqúe une ḿethode connue dans le traitement des données locales, qui consisteà prolonger
le sinogrammepar continuit́e, c’est-̀a-dire qui consistèa construire la fonctiong définie par :

∀(Θ, s) ∈ S1 × [−1, 1], g(θ, s) =


Rf(Θ, s) si |s| ≤ a
Rf(Θ, a) si s > a
Rf(Θ, a) si s < −a

(2.36)

où a désigne le rayon de la région d’int́er̂et.
On constate alors (deuxième ligne,̀a droite en figure (2.30)) que les discontinuités du fant̂ome initial sont
nettement visibles dans la reconstruction obtenue, et que la ressemblance avec l’image initiale est forte
(et l’amplitude des sauts n’est pas loin d’être conserv́ee, comme on peut le voir sur la dernière ligne, òu
on a traće la section centrale horizontale du fantôme -en pointilĺes- et de la reconstruction).
Se posent alors des questions : la méthodenäıve de reconstruction par rétroprojection filtŕee est-elle
une ḿethode locale satisfaisante ? Si oui, comment le prouver ? Si non, comment construire des contre-
exemples ? ... Il s’av̀ere, apr̀es moult tentatives, que la construction de fantômes mettant clairement
en d́efaut la ḿethode de ŕeroprojection filtŕee n’est pas une tâche aiśee. Nous proposons finalement
le fant̂ome suivant, dans lequel nous avons placé d’une part une structure extérieureà la ŕegion d’int́er̂et,
modifiant notablement les projections intérieures quand on calcule la transformée de Radon, et d’autre
part deux structures identiques et peu contrastées dans la région d’int́er̂et ; ce fant̂ome est pŕesent́e en
figure 2.31 (m̂eme disposition que dans la figure (2.30) ). On peut alors constater que les deux structures
ne sont pas reconstruites de la même manìere dans la ŕegion d’int́er̂et : la ḿethode de ŕetroprojection
filtr ée ne fournit donc pas en toute circonstance des résultats aussi satisfaisants que sur le fantôme de
Shepp et Logan, mais néanmoins, dans la plupart des cas que nous avons testés, elle renvoie des résultats
très satifaisants :dans la suite de ce manuscrit, ce sera notre ḿethode locale de ŕeférence.

Nous ne sommes pas parvenusà d́efinir rigoureusement des conditions dans lesquelles la méthode de
rétroprojection filtŕee appliqúee à des donńees locales est satisfaisante. Cependant, nous proposons
d’amorcer cettéetude de la manière suivante : dans la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee appliqúee näıve-
mentà des donńees ŕeduitesà la ŕegion int́erieure de rayona, on reconstruit en fait la fonctionfanaive

définie par

fanaive(x) =
1

4π2

∫ 2π

0
Λ−a,aRθf(x ·Θ)dθ

où on a not́e

Λ−a,agθ(s) = lim
ε→0

[∫ s−ε

−a

∂uRθf(u)
s− u

du+
∫ a

s+ε

∂uRθf(u)
s− u

du

]
Par rapport̀a la ḿethode pseudo-locale, on ne tronque donc pas le filtre rampe de manière uniforme :
selon la positions dans[−a, a], en laquelle on calculeΛ−a,agθ(s), on utiliseà gauche des une portion
de filtre de longueurs− (−a) = s+ a et à droite des une portion de filtre de longueura− s. On n’ap-
plique donc plus unfiltre, au sens premier du terme, aux projections (l’opérateur n’́etant pas invariant par
translation).

Cependant, comme dans la méthode pseudo-locale, on peut calculer la différence entre la fonctionf
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FIG. 2.30 – Ŕesultats de l’algorithme de rétroprojection filtŕee appliqúe à des donńees locales : en haut
le fant̂ome de Shepp et Logan, avec un zoom sur la région d’int́er̂et. Sur la deuxìeme ligne,̀a gauche, la
reconstruction obtenue en appliquant l’algorithme de rétroprojection filtŕee sur le sinogramme tronqué
(projections manquantes maintenuesà źero), età droite, sur le sinogramme prolongé par continuit́e. Sur
la dernìere ligne, la section horizontale des deux reconstructions (la section du fantôme est traćee en
pointillés). Dans le cas où les projections ont́et́e prolonǵees par continuité, les discontinuit́es sont bien
visibles.
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FIG. 2.31 – Ŕesultats de l’algorithme de rétroprojection filtŕee appliqúe à des donńees locales, sur un
fantôme pour lequel les résultats obtenus ne sont pas satisfaisants (même disposition que dans la figure
préćedente :à gauche les données manquantes sont laisséesà źero, età droite elles sont prolongées
par continuit́e) : des structures identiques dans le fantôme initial ne sont pas reconstruites de manière
similaire (en particulier les syḿetries par rapport aux ḿedianes de l’image carrée sont perdues, m̂eme
dans le cas òu les projections sont prolongées dans les discontinuités). De plus les discontinuités de
l’image initiale sont difficilement d́etectables sur la reconstruction.
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et la fonction reconstruite naı̈vement :

(fanaive)
C =

1
4π2

∫ 2π

0

[∫ −a

−1

∂sRθf(s)
x ·Θ− s

ds+
∫ 1

a

∂sRθf(s)
x ·Θ− s

ds

]
dθ

On peut alorśenoncer le ŕesultat suivant, analogue au résultat-cĺe de la tomographie pseudo-locale (vu
en propríet́e 2.4.6), et qui,̀a notre connaissance, ne figure pas dans la littérature.

Proposition 2.4.8 (Discontinuit́es et ŕetroprojection filtr ée appliqúeeà des donńees int́erieures)
Pour tout a > 0, la fonction (fanaive)

C est continue sur tout disque de la forme {x ∈ R2; |x| ≤ r}, où
r < a.

Par conśequent, on peut en déduire que les discontinuités def dans l’int́erieur (ouvert) de la région
d’exposition sont les m̂emes que les discontinuités defanaive.

Preuve . Nous appliquons le m̂eme raisonnement que celui que nous avons mentionné en tomogra-
phie pseudo-locale (dans la preuve de la propriét́e (2.4.6) ; nouśecrivons d’abord,̀a l’aide d’une
intégration par parties, que :

(fanaive)
C =

1
4π2

∫ 2π

0

([
Rθf(s)

x ·Θ− s

]−a
−1

+
∫ −a

−1

Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

ds+
[
Rθf(s)

x ·Θ− s

]1

a

+
∫ 1

a

Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

ds

)
dθ

=
1

4π2

∫ 2π

0

Rθf(−a)
x ·Θ + a

− Rθf(a)
x ·Θ− a

dθ

+
1

4π2

∫ 2π

0

(∫ −a

−1

Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

ds+
∫ 1

a

Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

ds

)
dθ

On d́efinit alors un disque ferḿeDr, de rayonr, strictement inclus dans la région d’exposition
(c’est-̀a-dire tel quer < a), et on choisit un pointx à l’intérieur deDr. Nous allons alors v́erifier
les hypoth̀eses qui permettent d’appliquer le théor̀eme des int́egrales̀a param̀etre pour montrer
que(fanaive)

C est continue au pointx.

Pour la premìere int́egrale de (2.37), on peut dire que :

– pour toutθ ∈ [0, 2π[, les fonctionsx 7→ Rθf(−a)
x ·Θ + a

et x 7→ Rθf(a)
x ·Θ− a

sont continues

surDr (car quelle que soit la valeur deθ, x · Θ − a ne s’annule alors jamais, puisque
|x ·Θ| ≤ |x| <≤ r < a).

– pour toutx ∈ Dr,−r < x ·Θ < r, donc0 < a− r < x ·Θ + a < a+ r, donc∣∣∣∣Rθf(−a)
x ·Θ + a

∣∣∣∣ ≤ |Rθf(a)|
a− r

qui est une fonction (deθ), intégrable sur[0, 2π].

On pourrait faire le m̂eme raisonnement pourx 7→ Rθf(a)
x ·Θ− a

; on en d́eduit que la première

intégrale de (2.37) est une fonction, dex, continue surDr.

Pour la deuxìeme int́egrale de (2.37), on peut dire que :
– pour tout couple(θ, s) ∈ [0, 2π[×[−1,−a] (resp. tout couple(θ, s) ∈ [0, 2π[×[a, 1], la

fonctionx 7→ Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

est continue surDr (car quelles que soient les valeurs des et

θ, x ·Θ− s ne s’annule alors jamais.
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– pour toutx ∈ Dr, pour tout couple(θ, s) ∈ [0, 2π[×[−1,−a], on a l’encadrement

0 < −r + a ≤ −r − s ≤ x ·Θ− s ≤ r − s ≤ r + 1

et donc ∣∣∣∣ Rθf(s)
(x ·Θ− s)2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ Rθf(s)
(a− r)2

∣∣∣∣
qui est une fonction, de(θ, s), intégrable sur[0, 2π[×[−1,−a].

On pourrait faire le m̂eme raisonnement pour la troisième int́egrale de (2.37). On en conclut que
la somme de la deuxième et de la troisième int́egrale est une fonction dex continue surDr.

Nous terminons ce paragraphe par un dernier calcul : le calcul explicite deΛ−a,aRθf dans le cas òu f
est une indicatrice de disque.

Exemple 2.4.3 (Calcul deΛ−a,aRθf dans le cas òu f est une indicatrice de disque)

Λ−a,agθ(u) = lim
ε→0

[∫ u−ε

−a

∂sRθf(s)
u− s

ds+
∫ a

u+ε

∂sRθf(s)
u− s

ds

]
Premier cas : |u| > 1 Dans ce cas, il n’y a pas de singularité dans le domaine d’intégration.

Λ−a,aRθf(u) =
∫ a

−a

−2s√
1− s2(u− s)

ds
s=sin θ=

∫ arcsin(a)

arcsin(−a)

−2 sin θ
u− sin θ

dθ

t=tan θ
2= −2

∫ tan
(

arcsin(a)
2

)
− tan

(
arcsin(a)

2

) 2t
1+t2

u− 2t
1+t2

2dt
1 + t2

=
∫ tan

(
arcsin(a)

2

)
− tan

(
arcsin(a)

2

) −8t
(1 + t2)(ut2 − 2t+ u)

dt

=
∫ tan

(
arcsin(a)

2

)
− tan

(
arcsin(a)

2

) 4dt
1 + t2

dt−
∫ tan

(
arcsin(a)

2

)
− tan

(
arcsin(a)

2

) 4u
ut2 − 2t+ u

dt

(le polynôme ut2 − 2t+ u est irréductible car |u| > 1)

= 4
arcsin(a)

2
+ 4

arcsin(a)
2

− 4
∫ tan

(
arcsin(a)

2

)
− tan

(
arcsin(a)

2

) dt(
t− 1

u

)2 + u2−1
u2

v=t− 1
u= 4arcsin(a)− 4

∫ tan
(

arcsin(a)
2

)
− 1
u

− tan
(

arcsin(a)
2

)
− 1
u

dv

v2 + γ2

(
où on a posé γ =

√
u2 − 1
u2

=
√
u2 − 1
|u|

)

= 4arcsin(a)− 4
γ

arctan

tan
(

arcsin(a)
2

)
− 1

u

γ

− arctan

−tan
(

arcsin(a)
2

)
− 1

u

γ


= 4arcsin(a)− 4

γ
arctan

 tan(arcsin(a)
2 ) + tan(arcsin(a)

2 )

γ
(
1 + 1

γ2

(
tan

(
arcsin(a)

2

)
− 1

u

)(
− tan

(
arcsin(a)

2

)
− 1

u

))


car arctanx− arctan y = arctan
(
x− y
1 + xy

)
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Λ−a,aRθf(u) = 4 arcsin(a)− 4|u|√
u2 − 1

arctan

 2 tan(arcsin(a)
2 )

√
u2−1
|u|

(
1 + u2

u2−1

(
tan

(
arcsin(a)

2

)
− 1

u

)(
− tan

(
arcsin(a)

2

)
− 1

u

))


= 4 arcsin(a)− 4|u|√
u2 − 1

arctan

 2 tan(arcsin(a)
2 )

√
u2−1
|u|

(
1 + u2

u2−1

(
1
u2 − tan2

(
arcsin(a)

2

)))


= 4 arcsin(a)− 4|u|√
u2 − 1

arctan

 2
√
u2 − 1 tan(arcsin(a)

2 )

|u|
(
1− tan2

(
arcsin(a)

2

))


= 4 arcsin(a)− 4|u|√
u2 − 1

arctan

(√
u2 − 1 tan(arcsin(a))

|u|

)
(car tan(2X) =

2 tanX
1− tan2(X)

)

= 4 arcsin(a)− 4|u|√
u2 − 1

arctan

(
a
√
u2 − 1

|u|
√

1− a2

)
−→ 2π − 2π|u|√

u2 − 1
quand a→ 1

Deuxième cas : u ∈]− 1, 1[

Λ−a,aRθf(u) = lim
ε→0

∫ u−ε

−a

∂sRθf(s)
u− s

ds+
∫ a

u+ε

∂sRθf(s)
u− s

ds

Les calculs sont alors similaires à ceux que l’on avait effectués lors du calcul du résultat de l’application
du fitre rampe aux projections du disque unité (vu dans l’exemple 2.2.2). Ainsi, pour tout ε > 0 (choisi
suffisamment petit pour que ]u− ε, u+ ε[⊂]− 1, 1[), on a

∫ u−ε

−a

∂sRθf(s)
u− s

ds+
∫ a

u+ε

∂sRθf(s)
u− s

ds

= −2
∫ tan

(
arcsin(u−ε)

2

)
tan

(
arcsin(−a)

2

) 4t
(1 + t2)(ut2 − 2t+ u)

dt− 2
∫ tan

(
arcsin(a)

2

)
tan

(
arcsin(u+ε)

2

) 4t
(1 + t2)(ut2 − 2t+ u)

dt

= 4 arcsin a

− 2u√
1− u2

ln

∣∣∣∣∣∣
tan

(
arcsin(a)

2

)
− r1(u)

tan
(

arcsin(−a)
2

)
− r1(u)

∣∣∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣∣∣
tan

(
arcsin(a)

2

)
− r2(u)

tan
(

arcsin(a′)
2

)
− r2(u)

∣∣∣∣∣∣− ln
∣∣∣∣β(u, ε)− r2(u)
α(u, ε)− r2(u)

∣∣∣∣


où on a adopté les mêmes notations que dans l’exemple (2.2.2).

D’après l’expression (2.14), quand ε tend vers zéro,

β(u, ε)− r2(u)
r2(u)− α(u, ε)

= 1 + o(1) et donc ln
∣∣∣∣β(u, ε)− r2(u)
α(u, ε)− r2(u)

∣∣∣∣ −−→ε→0
0
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et donc, suivant les mêmes étapes que dans l’exemple (2.2.2), on a

Λ−a,aRθf(u) = 4 arcsin a− 2u√
1− u2

ln

∣∣∣∣∣∣
tan

(
arcsin(a)

2

)
− r1(u)

tan
(

arcsin(−a)
2

)
− r1(u)

∣∣∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣∣∣
tan

(
arcsin(a)

2

)
− r2(u)

tan
(

arcsin(−a)
2

)
− r2(u)

∣∣∣∣∣∣


=

(
4 arcsin a− 2u√

1− u2

(
ln

∣∣∣∣∣ 1−
√

1−a2

a − 1+
√

1−u2

u

1+
√

1−a2

a − 1+
√

1−u2

u

∣∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣∣ 1−
√

1−a2

a − 1−
√

1−u2

u

1+
√

1−a2

a − 1−
√

1−u2

u

∣∣∣∣∣
))

= (4 arcsin a

− 2u√
1− u2

(
ln

∣∣∣∣∣(u− u
√

1− a2 − a− a
√

1− u2)(u− u
√

1− a2 + a− a
√

1− u2)
(u− u

√
1− a2 + a+ a

√
1− u2)(u− u

√
1− a2 − a+ a

√
1− u2)

∣∣∣∣∣
))

= 4 arcsin a− 2u√
1− u2

ln

(∣∣∣∣∣2ua
√

1− u2
√

1− a2 − 2a2u2 + a2 + u2

u2 − a2

∣∣∣∣∣
)

−→ 2π quand a→ 1

Finalement,

∀a ∈]0, 1[, Λ−a,aRθf(u) =

 4 arcsin a− 2u√
1−u2

ln
(∣∣∣2ua√1−u2

√
1−a2−2a2u2+a2+u2

u2−a2

∣∣∣) si |u| < 1

4 arcsin(a)− 4|u|√
u2−1

arctan
(
a
√
u2−1

|u|
√

1−a2

)
si |u| > 1

(2.37)
Les courbes représentatives des fonctions Λ−a,aRθf , pour différentes valeurs de a (rayon de la région
d’exposition) sont présentées en figure (2.4.3).
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FIG. 2.32 – Le ŕesultat de l’action de l’oṕerateurΛ−a,a sur les projections du disque unité, dans la
rétroprojection filtŕee appliqúee näıvementà des donńees tronqúees ; de gauchèa droite, puis de haut
en bas, le rayon de la région d’exposition esta = 0.9999 (on prend en compte “presque” toutes les
donńees),a = 0.9, a = 0.5, eta = 0.2 à titre de comparaison, on a indiqué en pointilĺes les projections
apr̀es filtrage par le filtre rampe complet.



Chapitre 3

Représentations multíechelles de la
transformée de Radon

Le but de ce chapitre est de recenser les travaux existants dans la littérature dans lesquels des liens sont
établis entre les d́ecompositions multiéchelles des fonctions définies surR2 et leur transforḿee de Ra-
don. Nous expliquons qu’à notre sens, on peut distinguera priori deux approches : une approche dans
laquelle la formule de base est explicitement la formule de rétroprojection filtŕee et òu l’on s’appuie sur
des d́ecompositions 1D de chacune des projections, et une deuxième qui repose principalement sur la
transforḿee en ondelettes-vaguelettes, et dans laquelle on met enévidence des d́ecompositions 2D de la
transforḿee de Radon (c’est-à-dire prenant en compte simultanément les variablesθ ets).
Avant d’exposer ces deux approches et les liens que l’on peut faire apparaı̂tre entre elles (en dernière par-
tie de ce chapitre), nous commençons par rappeler les principales définitions et propríet́es des d́ecompositions
en ondelettes qui interviendront dans la suite.

3.1 La transformée en ondelettes

3.1.1 Transformée en ondelettes continue

On s’appuie ici sur les ouvrages de J.P. Antoine et al. [2], B. Torrésani [94], et S. Mallat [65].

3.1.1.1 En dimension 1

On appelleondelettesur R une fonctionψ appartenant̀a L1(R) ∩ L2(R),vérifiant la condition dite
d’admissibilit́e

0 < Cψ = 2π
∫ ∞

0

|ψ̂(ω)|2

ω
dω < +∞ (3.1)

A partir d’une ondeletteψ fixée, appeĺee alorsondelette m̀ere, on peut, par dilatations et translations,
engendrer la famille de fonctions(ψa,b)a∈R∗

+,b∈R définies par

∀t ∈ R, ψa,b(t) =
1√
a
ψ

(
t− b
a

)
Pour a > 0 et b ∈ R fixés, la fonctionψa,b est aussi une ondelette, normalisée de telle sorte que
‖ψa,b‖ = ‖ψ‖, et dont on dira qu’elle est localisée autour du pointb, sur un domaine de taille propor-
tionnelle au param̀etrea, appeĺe échelle.

117
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Ainsi construite, une famille d’ondelettes(ψa,b) permet de d́ecomposer un signalf ∈ L2(R) sous la
forme d’une famille de produits scalaires appeléscoefficients d’ondelettes:

∀(a, b) ∈ R∗
+×R, Wψf(a, b) =< ψa,b, f >=

∫
t∈R

f(t)ψa,b(t)dt =
1√
a

∫
t∈R

f(t)ψ
(
t− b
a

)
dt = f∗(ψa)σ(b)

où on a not́eψa la fonction dilat́ee deψ, définie par

ψa(t) =
1√
a
ψ

(
t

a

)
et òu, pour toute fonctionf , la notationfσ désigne la fonction d́efinie parfσ(t) = f(−t). Remarquons
que commef appartient̀aL2(R) etψ appartient̀aL1(R)∩L2(R), la convolutionf ∗ψa est bien d́efinie,
et est une fonction appartenantàL2(R) [42].

Pour a > 0 et b ∈ R fixés, le coefficient< f,ψa,b > caract́erise le comportement du signalf
au voisinage du pointb, à l’échellea. On dit que le calcul de la famille de coefficients d’ondelettes(
Wψf(a, b)

)
a,b

d’un signal est uneanalysedu signal.

En outre, sous la condition (3.1), les coefficients d’ondelettes d’un signal fournissent unereprésentation
stablede la fonctionf , au sens òu l’ énergiedu signal est́egaleà l’énergie de l’ensemble des coeffi-
cients, et òu l’on dispose de la formule d’inversiońenonćee dans la proposition suivante, permettant de
reconstruire un signalà partir de ses coefficients.

Proposition 3.1.1 (Stabilit́e et inversion de la transforḿee en ondelettes continue 1D [65, 2])
Soit f ∈ L2(R), à valeurs dans R.

– Formule de conservation d’́energie :
Soit ψ une ondelette vérifiant la condition d’admissibilité

0 < Cψ = 2π
∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(λ)
∣∣∣2

λ
dλ < +∞

alors :
– si ψ est une ondelette à valeurs dans R (ondelette réelle),

‖f‖22 =
1
Cψ

∫ +∞

0

∫ ∞

−∞

∣∣∣Wψf(a, b)
∣∣∣2 dbda

a2

– si ψ est une ondelette analytique (à valeurs complexes, telle que ψ̂(ω) = 0 pour ω < 0),

‖f‖22 =
2
Cψ

∫ +∞

0

∫ ∞

−∞

∣∣∣Wψf(a, b)
∣∣∣2 dbda

a2

– Formule de reconstruction :
Si ψ et φ sont deux ondelettes vérifiant la condition d’admissibilité croisée

Cψ,φ = 2π
∫ +∞

0
ψ̂(λ)φ̂(λ)

dλ

λ
6= 0, <∞

alors,
– si φ et ψ sont toutes les deux réelles,

f(t) =
1

Cψ,φ

∫ +∞

0

∫ ∞

−∞
Wψf(a, b)φa,b(t)db

da

a2
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– si au moins l’une des deux ondelettes φ ou ψ est analytique, alors

f(t) = Re
(

2
Cψ,φ

∫ +∞

0

∫ ∞

−∞
Wψf(a, b)φa,b(t)db

da

a2

)
Preuve . Pour la preuve des deux formules, on s’appuie sur l’égalit́e mentionńee plus haut :

Wψf(a, b) =< ψa,b, f >= f ∗ (ψa)σ(b)

Conservation de l’́energie :
La formule de conservation de l’énergie peut s’obtenir dans le cas réel de la manìere suivante (on
est conduit̀a appliquer le th́eor̀eme de Fubini pour modifier l’ordre des intégrales ; c’est ĺegitime
car les fonctions que l’on manipule dans les calculs ci-dessous sont positives) :∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

∣∣∣Wψf(a, b)
∣∣∣2 dbda

a2
=
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

∣∣∣f ∗ (ψa)σ(b)
∣∣∣2 dbda

a2

=
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

∣∣∣F (f ∗ (ψa)σ
)

(ω)
∣∣∣2 dωda

a2
(d’apr̀es la propríet́e (A.0.5))

= 2π
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2

∣∣∣∣(̂ψa)σ(ω)
∣∣∣∣2 dωdaa2

(d’apr̀es la propríet́e (A.0.4))

= 2π
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2

∣∣∣ψ̂a(ω)
∣∣∣2 dωda

a2
= 2π

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2

(∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂a(ω)
∣∣∣2 da
a2

)
dω

= 2π
∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2

(∫ +∞

0
a
∣∣∣ψ̂(aω)

∣∣∣2 da
a2

)
dω (d’apr̀es la propríet́e (A.0.2))

Si ω est strictement positif, alors∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(aω)
∣∣∣2 da

a
=
∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(λ)
∣∣∣2 ωdλ

ωλ
=
∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(λ)
∣∣∣2 dλ

λ
(3.2)

Si ω est strictement ńegatif,∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(aω)
∣∣∣2 da

a
= −

∫ 0

−∞

∣∣∣ψ̂(λ)
∣∣∣2 dλ

λ
=
∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(−µ)
∣∣∣2 dµ

µ
(3.3)

On distingue alors deux cas, selon la nature deψ :

Siψ est une ondelette réelle :
Dans ce cas, le module de sa transformée de Fourier est une fonction paire, et on obtient alors la

même valeur pour
∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(aω)
∣∣∣2 da

a
quel que soit le signe deω :

∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(aω)
∣∣∣2 da

a
=
∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(λ)
∣∣∣2 dλ

λ

Finalement∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

∣∣∣Wψf(a, b)
∣∣∣2 dbda

a2
= 2π

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2

(∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(λ)
∣∣∣2 dλ

λ

)
dω

= 2π
(∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(λ)
∣∣∣2 dλ

λ

)∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2dω = Cψ‖f‖22
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où on a pośe

Cψ = 2π
∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(λ)
∣∣∣2

λ
dλ

La formule de conservation de l’énergie dans le cas réel est ainsi formellementétablie.

Siψ est une ondelette complexe :
Les valeurs obtenues en (3.2) et (3.3) n’ont aucune raison d’êtreégales. On peut cependantétablir
facilement une formule de conservation de l’énergie, dans un cas particulier (qui s’applique par
exemple aux ondelettes de Morlet que nous présenterons plus loin) : le cas oùψ est une ondelette
analytique, c’est-̀a-dire telle quêψ(ω) = 0 pourω < 0.
Dans ce cas, on réécrit les calculs pŕećedents en les appliquant non plusà f , maisà sa partie
analytiquefanal, définie dans le domaine de Fourier par :

f̂anal(ω) =
{

2f̂(ω) si ω > 0
0 si ω < 0

de telle sorte quef = Re (fanal) ; en effet

Re (fanal) =
F
(
{anal + {anal

)
(ω)

2
=
f̂anal(ω) + f̂anal(ω)

2
=
f̂anal(ω) + f̂anal(−ω)

2

=


2f̂(ω) + 0

2
si ω > 0

0 + 2f̂(−ω)
2

si ω < 0

 = f̂(ω), quel que soit le signe deω, carf est ŕeelle.

et doncf = Re (fanal).

On obtient donc successivement :∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

∣∣∣Wψfanal(a, b)
∣∣∣2 dbda

a2
= 2π

∫ +∞

0
|f̂anal(ω)|2

(∫ +∞

0
a
∣∣∣ψ̂(aω)

∣∣∣2 da
a2

)
dω (3.4)

(on peut ŕeduire le domaine d’intégration,fanal ayantét́e construite dans ce but)

avec, pourω > 0,

2π
∫ +∞

0
a
∣∣∣ψ̂(aω)

∣∣∣2 da
a2

= 2π
∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(λ)
∣∣∣2 dλ

λ
= Cψ

Comme par ailleurs

∀ω, ̂Wψf(a, .)(ω) =
√

2πf̂(ω)ψ̂a(ω) =

{ √
2πf̂(ω)ψ̂a(ω) si ω > 0

0 sinon, carψ est analytique

=
√

2π
2

f̂anal(ω)ψ̂a(ω) =
1
2

̂Wψfanal(a, .)(ω)

on a

Wψf(a, b) =
1
2
Wψfanal(a, b)

et donc, reprenant (3.4), et la relation̂fanal(ω) = 2f̂(ω) pourω > 0, on a

4
∫ +∞

0

∫ ∞

−∞

∣∣∣Wψf(a, b)
∣∣∣2 dbda

a2
= 4Cψ

∫ +∞

0
|f̂(ω)|2dω
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soit, comme|f̂ | est paire (carf est ŕeelle),∫ +∞

0

∫ ∞

−∞

∣∣∣Wψf(a, b)
∣∣∣2 dbda

a2
= Cψ

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2dω = Cψ‖f̂‖2

Formule de reconstruction :
On introduit la fonctionh définie surR par

h(t) =
∫ +∞

0

∫ ∞

−∞
Wψf(a, b)φa,b(t)db

da

a2

En remarquant que

h(t) =
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

(
f ∗ (ψa)σ(b)

)
φa(t− b)db

da

a2
=
∫ +∞

0

(
f ∗ (ψa)σ ∗ φa

)
(t)
da

a2

on peut exprimer la transforḿee de Fourier deh selon

ĥ(ω) =
∫ +∞

0

̂(
f ∗ (ψa)σ ∗ φa

)
(ω)

da

a2
=
√

2π
2
∫ +∞

0
f̂(ω)(̂ψa)σ(ω)φ̂a(ω)

da

a2

= 2π
∫ +∞

0
f̂(ω)ψ̂a(ω)φ̂a(ω)

da

a2
= 2πf̂(ω)

∫ +∞

0
aψ̂(aω)φ̂(aω)

da

a2
(3.5)

Dans le cas òuψ etφ sont ŕeelles: on a, quel que soit le signe deω,∫ +∞

0
aψ̂(aω)φ̂(aω)

da

a2
=
∫ +∞

0
ψ̂(λ)φ̂(λ)

dλ

λ
=

1
2π
Cψ,φ

et on en d́eduit que
∀ω, ĥ(ω) = Cψ,φf̂(ω)

Par transforḿee de Fourier inverse, on obtient donc

f(t) =
1
Cψ

h(t) =
1
Cψ

∫ +∞

0

∫
R2

Wψf(a, b)φa,b(t)db
da

a2

Dans le cas òu au moinsφ ouψ est analytique: reprenant (3.5), on a

∀ω, ĥ(ω) = 2πf̂(ω)
∫ +∞

0
aψ̂(aω)φ̂(aω)

da

a2
=

 πf̂anal(ω)
∫ +∞

0
aψ̂(aω)φ̂(aω)

da

a2
si ω > 0

0 si ω < 0, carφ ouψ est analytique

=
{

f̂anal(ω)Cψ,φ2 si ω > 0
0 si ω < 0

=
Cψ,φ

2
f̂anal(ω), quel que soit le signe deω, puisque siω < 0 alorsf̂anal(ω) = 0

et donc

h(t) =
Cψ,φ

2
fanal(t)

soit

f(t) = Re (fanal(t)) = Re
(

2
Cψ,φ

h(t)
)

= Re
(

2
Cψ,φ

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
Wψf(a, b)φa,b(t)db

da

a2

)
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Les calculs qui viennent d’être pŕesent́es sont valides quand les fonctionsf , f̂ , ψ, ψ̂, φ et φ̂ qui,
par hypoth̀ese appartiennentà L2(R), appartiennent́egalement̀a L1(R). On peut dans un se-
cond temps prolonger la validité de la formule de reconstructionà l’espaceL2(R) , en utilisant
la densit́e deL1 ∩ Ł2(R) dansL2(R).

3.1.1.2 En dimension 2 : transforḿee en ondelettes directionnelle

On appelle ondelette admissible surR2 une fonctionΨ vérifiant la condition d’admissibilit́e

0 < CΨ = 4π2

∫
R2

∣∣∣Ψ̂(k)
∣∣∣2

|k|2
dk < +∞ (3.6)

Comme en dimension 1, mais en ajoutant un paramètre suppĺementaire de rotation, on peut engendrer la
famille d’ondelettes(Ψa,b,θ)a∈R∗

+,b∈R2,θ∈[0,2π[définies par

Ψa,θ,b(x) =
1
a
Ψ
(

r−θ (x− b)
a

)
où, pour toutθ ∈ [0, 2π[, r−θ désigne la rotation d’angle−θ surR2 :

∀x ∈ R2, r−θ(x) =
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
x1

x2

)
On d́efinit alors, comme en dimension 1, les coefficients d’ondelettes d’un signalf ∈ L2(R2) par rapport
à la famille(Ψa,b,θ)a,b,θ par

∀(a,b, θ) ∈ R∗
+ ×R2 × [0, 2π[, WΨf(a,b, θ) = < Ψa,b,θ, f >=

∫
R2

f(x)Ψa,b,θ(x)dx

=
1
a

∫
R2

f(x)Ψ
(
r−θ (x− b)

a

)
dx = f ∗ (Ψa,θ)σ(b)

où on a not́eΨa,θ la fonction d́efinie surR2

Ψa,θ(x) =
1
a
Ψ
(

r−θ (x− b)
a

)
Comme en dimension 1, la transformée en ondelettes directionnelle d’un signal fournit une représentation
stable de ce signal. C’est l’objet de la proposition suivante.

Proposition 3.1.2 (Stabilit́e et inversion de la T. en ondelettes continue directionnelle 2D[2])
Soit f ∈ L2(R2), à valeurs dans R2.

– Formule de conservation d’́energie :
Si Ψ vérifie la condition d’admissibilité

0 < CΨ = 4π2

∫
R2

∣∣∣Ψ̂(k)
∣∣∣2

|k|2
dk < +∞

alors

‖f‖22 =
1
CΨ

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

∣∣WΨf(a, b, θ)
∣∣2 dbdθda

a3
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– Formule de reconstruction :
Si Ψ et Φ vérifient la condition d’admissibilité croisée

CΨ,Φ = 4π2

∫
R2

Ψ̂(u)Φ̂(u)
|u|2

du

alors

f(x) =
1

CΨ,Φ

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

WΨf(a, b, θ)Φa,θ,b(x)dbdθ
da

a3

Preuve . Formule de conservation de l’́energie :en suivant les m̂emesétapes de calcul que dans
le cas unidimensionnel (en appliquant ici aussi le théor̀eme de Fubini, puisque les fonctions sont
positives), on a successivement∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

|< Ψa,θ,b, f >|2 dbdθ
da

a3
=
∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

∣∣∣f ∗ (Ψa,θ)σ(b)
∣∣∣2 dbdθda

a3

= 4π2

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

|f̂(k)|2
∣∣∣Ψ̂a,θ(k)

∣∣∣2 dkdθda
a3

= 4π2

∫
R2

|f̂(k)|2
(∫ +∞

0

∫ 2π

0

∣∣∣Ψ̂a,θ(k)
∣∣∣2 dθda

a3

)
dk

= 4π2

∫
R2

|f̂(k)|2
(∫ +∞

0

∫ 2π

0

∣∣∣Ψ̂ (ar−θk)
∣∣∣2 dθda

a

)
dk

Or, pourk ∈ R2 fixé,∫ +∞

0

∫ 2π

0

∣∣∣Ψ̂(ar−θk)
∣∣∣2 dθda

a
=
∫
R2

∣∣∣Ψ̂(u)
∣∣∣2 |k||u| du

Jk(u)

où on a not́eJk(u) le jacobien du changement de variables

u = ar−θk =
∣∣∣∣ a(cos θk1 + sin θk2)
a(− sin θk1 + cos θk2)

que l’on calcule ainsi

Jk(u) =
∣∣∣∣( cos θk1 + sin θk2 a(− sin θk1 + cos θk2)
− sin θk1 + cos θk2 a(− cos θk1 − sin θk2)

)∣∣∣∣ (3.7)

=
∣∣a(− cos2 θk2

1 − sin2 θk2
2 − sin2 θk2

1 − cos2 θk2
2)
∣∣ (3.8)

= a|k|2 =
|u|
|k|
|k|2 = |u||k| (3.9)

Finalement, on obtient donc∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

|< Ψa,θ,b, f >|2 dbdθ
da

a3
= 4π2

∫
R2

|f̂(k)|2
(∫

R2

∣∣∣Ψ̂(u)
∣∣∣2 du
|u|2

)
dk = CΨ‖f‖22

où on a pośe

CΨ = 4π2

∫
R2

∣∣∣Ψ̂(u)
∣∣∣2

|u|2
du

Formule de reconstruction :on introduit la fonctionh définie par

h(x) =
∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

< f,Ψa,θ,b > Φa,θ,b(x)dbdθ
da

a3
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En suivant ici aussi les m̂emeśetapes de calcul que dans le cas unidimensionnel, on aboutit dans
un premier temps̀a

h(x) =
∫ +∞

0

∫ 2π

0

(
f ∗ (Ψa,θ)σ ∗ Φa,θ

)
(x)dθ

da

a3

puis on calcule la transforḿee de Fourier de la fonctionh :

ĥ(k) = (2π)2
∫ +∞

0

∫ 2π

0
f̂(k) ̂(Ψa,θ)σ(k)Φ̂a,θ(k)

da

a3
= 4π2f̂(k)

∫ +∞

0

∫ 2π

0
Ψ̂a,θ(k)Φ̂a,θ(k)dθ

da

a3

= 4π2f̂(k)
∫ +∞

0

∫ 2π

0
Ψ̂(ar−θk)Φ̂(ar−θk)dθ

da

a
= 4π2f̂(k)

∫
R2

Ψ̂(u)Φ̂(u)
|u|2

du

= CΨ,Φf̂(k)

où on a pośe

CΨ,Φ = 4π2

∫
R2

Ψ̂(u)Φ̂(u)
|u|2

du

et donc

f(x) =
1

CΨ,Φ
h(x) =

1
Cψ,φ

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

< f,Ψa,θ,b > Φa,θ,b(x)dbdθ
da

a3

Comme en dimension 1, cette formule, obtenue par des calculs valables surL1∩L2(R2) (avec les
transforḿees de Fourier appartenantégalement̀aL1(R2)), peut ensuitêetre prolonǵeeà l’espace
L2(R2).

Cas particuliers pour la transformée directionnelle :

Si on choisit la même ondeletteΨ pour l’analyse et la synth̀ese :alors, sous la condition d’admissibité
surΨ garantissant la conservation de l’énergie,

0 < CΨ =
∫
R2

∣∣∣Ψ̂(k)
∣∣∣2

|k|2
dk < +∞

on a la formule de reconstruction

f(x) =
1

4π2CΨ

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

WΨf(a, b, θ)Ψa,θ,b(x)dbdθ
da

a3

Si de plus l’ondeletteΨ choisie pour l’analyse et la synth̀ese est radiale :, c’est-̀a-dire s’il existe une
fonctionψ0, définie surR, telle que pour toute directionΘ et pour toutr ∈ R : Ψ(rΘ) = ψ0(r), alors la
transforḿee en ondelettes directionnelle d’un signalf ∈ L2(R2) se ŕeduit à une famille de coefficients
à deux param̀etres, un param̀etre de translation et un paramètre de dilatation :

{WΨf(a,b) =< f,Ψa,b >}a>0,b∈R2

avec

WΨf(a,b) =< f,Ψa,b >=
1
a

∫
R2

f(x)Ψ
(

x− b
a

)
dx
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Les formules d’inversion et de conservation de l’énergie sont alors simplifiées : en premier lieu, la
constante d’admissibilité devient

CΨ = 4π2

∫
R2

∣∣∣Ψ̂(k)
∣∣∣2

|k|2
dk = 4π2

∫ 2π

0

∫ +∞

0

∣∣∣Ψ̂(ωΘ)
∣∣∣2

|ω|2
|ω|dωdθ

= 4π2

∫ 2π

0

∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂0(ω)
∣∣∣2

ω
dωdθ = 4π2 × 2π

∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂0(ω)
∣∣∣2

ω
dω = 4π2Cψ0

c’est-̀a-dire que la condition d’admissibilité de l’ondelette 2DΨ est remplie si et seulement si la fonction
ψ0 est elle-m̂eme une ondelette 1D admissible.

La formule de conservation de l’énergie peut alors s’écrire de la manière suivante :

‖f‖22 =
1

2πCψ0

∫ +∞

0

∫
R2

|Wf(a, b)|2 dbda
a3

tandis que la formule de reconstruction prend la forme :

f(x) =
1

2πCψ0

∫ +∞

0

∫
R2

Wf(a, b)Ψa,b(x)db
da

a3

Nous venons de présenter les transforḿees en ondelettes continues, en dimension 1 et 2. Comme nous
l’avons vu, elles consistentà analyser une fonction avec une famille de fonctions indexée par un ensemble
continu de param̀etres. Ces représentations sont redondantes. Dans la suite, nous allons nous intéresser
à la ŕeduction de cette redondance, et exposer comment on peut construire des représentations̀a l’aide
d’un ensemble “moins vaste” de fonctions de base.

La premìere, que nous appelerons icitransforḿee en ondelettes presque continue, consistèaéchantillonner
la transforḿee en ondelettes continue en discrétisant le param̀etre d’́echelle.

3.1.2 Transformée en ondelettes presque continue

3.1.2.1 Transforḿee en ondelettes presque continue en dimension 1

On construit un sous-ensemble de la transformée en ondelettes continue, dans lequel on discrétise le
param̀etre d’́echelle pour ne conserver que leséchelles de la formeaj0, j ∈ Z poura0 > 0 fixé (dans
le cas particulier òu a0 = 2, la transforḿeepresque continues’appelletransforḿee dyadique; elle est
présent́ee dans [65]). Les coefficients d’ondelettes sont doncégauxà

Wψf(u, aj0) = a
− j

2
0

∫
t∈R

f(t)ψ

(
t− u
aj0

)
dt = f ∗

(
ψ
aj0

)
σ
(u)

Comme on va le voir ensuite, on peut montrer que sous certaines conditions, la stabilité et l’inversion
dont on disposait avec la transformée continue sont préserv́ees avec la transforḿee presque continue, qui
constitue donc, au m̂eme titre que la transforḿee continue, unereprésentationdes signaux deL2(R).

Proposition 3.1.1 (Stabilit́e et inversion de la transforḿee presque continue en dimension 1[65])
S’il existe deux constantes Aψ, Bψ > 0 telles que

∀ω ∈ R∗, Aψ ≤ 2π
∑
j∈Z

|ψ̂(aj0ω)|2 ≤ Bψ (3.10)
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alors

∀f ∈ L2(R), Aψ‖f‖2 ≤
∑
j∈Z

1

aj0

∫ +∞

−∞

∣∣∣Wψf(aj0, b)
∣∣∣2 db ≤ Bψ‖f‖2

S’il existe une constante Cψ,φ > 0 telle que l’ondelette φ vérifie

∀ω ∈ R∗, 2π
∑
j∈Z

ψ̂(aj0ω)φ̂(aj0ω) = Cψ,φ (3.11)

alors
f(t) =

1
Cψ,φ

∑
j∈Z

1

aj0
Wψf(., aj0) ∗ φaj0(t)

Preuve . Pour la formule relativèa la stabilit́e, avec les m̂emes calculs que pour la transformée en
ondelettes continue, on a l’égalit́e∫ +∞

−∞

∣∣∣Wψf(aj0, b)
∣∣∣2 db = 2π

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2

∣∣∣∣a j20 ψ̂(aj0ω)
∣∣∣∣2 dω = 2πaj0

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2

∣∣∣ψ̂(aj0ω)
∣∣∣2 dω

d’où l’on déduit que

∑
j∈Z

1

aj0

∫ +∞

−∞

∣∣∣Wψf(aj0, b)
∣∣∣2 db = 2π

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2

∑
j∈Z

∣∣∣ψ̂(aj0ω)
∣∣∣2
 dω

Par conśequent, s’il existe deux constantesAψ > 0 etBψ > 0 telles que

∀ω ∈ R∗, Aψ ≤ 2π
∑
j∈Z

|ψ̂(aj0ω)|2 ≤ Bψ

alors la stabilit́e de la repŕesentation est prouvée :

Aψ‖f‖22 = Aψ

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2dω ≤

+∞∑
j=−∞

1

aj0

∫ +∞

−∞

∣∣∣Wψf(aj0, b)
∣∣∣2 db ≤ Bψ ∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2dω = Bψ‖f‖2

Pour la formule de reconstruction, on introduit la fonctionh définie surR par

h(u) =
∑
j∈Z

1

aj0
Wψf(., aj0) ∗ φaj0(u) =

∑
j∈Z

1

aj0

(
f ∗
(
ψ
aj0

)
σ
∗ φ

aj0

)
(u)

Sa transforḿee de Fourier est́egale, comme dans le cas continu,à

ĥ(ω) =
∑
j∈Z

2π

aj0
f̂(ω)ψ̂

aj0
(ω)φ̂

aj0
(ω) = 2πf̂(ω)

∑
j∈Z

ψ̂(aj0ω)φ̂(aj0ω)

Par conśequent s’il existe une constanteCψ,φ telle que

∀ω ∈ R∗, 2π
∑
j∈Z

ψ̂(aj0ω)φ̂(aj0ω) = Cψ,φ

alors

ĥ(ω) = Cψ,ρf̂(ω) et donc f =
1

Cψ,ρ
h
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3.1.2.2 Transforḿee en ondelettes directionnelle presque continue en dimension 2

Comme en dimension 1, on ne conserve qu’un sous-ensemble des coefficients de la transformée en
ondelettes continue, en discrétisant le param̀etre d’́echelle. On dispose alors du résultat suivant :

Proposition 3.1.2 (Stabilit́e et inversion de la transforḿee presque continue en dimension 2)
S’il existe deux constantes strictement positives (AΨ, BΨ) telles que

∀k ∈ R2, AΨ ≤ 4π2
∑
j∈Z

∫ 2π

0

∣∣∣Ψ̂(aj0r−θk)∣∣∣2dθ ≤ BΨ (3.12)

alors

∀f ∈ L2(R2), AΨ‖f‖22 ≤
∑
j∈Z

1

a2j
0

∫ 2π

0

∫
R2

∣∣∣Wf(aj0,b, θ)
∣∣∣2 dbdθ ≤ BΨ‖f‖22

S’il existe une constante CΨ,Φ > 0 telle que

∀k ∈ R2, 4π2
∑
j∈Z

∫ 2π

0
Ψ̂
(
aj0r−θk

)
Φ̂
(
aj0r−θk

)
dθ = CΨ,Φ (3.13)

alors

∀f ∈ L2(R2), f(x) =
1

CΨ,Φ

∑
j∈Z

(
1

a2j
0

∫ 2π

0
Wf(., aj0, θ) ∗ Φ

aj0,θ
(x)dθ

)

Preuve . Pour la formule de conservation de l’énergie, en reprenant les calculs effectués dans le cas
continu, on a∫

R2

∣∣∣Wf(aj0,b, θ)
∣∣∣2 db = 4π2a2j

0

∫ +∞

−∞
|f̂(k)|2

∣∣∣Ψ̂(aj0r−θk)∣∣∣2 dk
et donc s’il existe deux constantes strictement positives(AΨ, BΨ) telles que

∀k ∈ R2, AΨ ≤ 4π2
∑
j∈Z

∫ 2π

0

∣∣∣Ψ̂(aj0r−θk)∣∣∣2dθ ≤ BΨ

alors on obtient l’encadrement (3.12).
De la m̂eme manìere, par des calculs similairesà ceux que l’on a effectúes en dimension 1, on
obtient la formule de reconstruction.

3.1.3 Frames d’ondelettes

Nous pŕesentons ici tr̀es brìevement ce mode de représentation, dans lequel la famille de fonctions de
base est index́e par un ensemble discret ; on pourra se référerà [94, 2, 65, 97] pour des développements.
On consid̀ere une famille(φλ)λ∈Λ de fonctions appartenantà un espace de HilbertH ; étant donńe un
élémentf ∈ H, on calcule la famille de produits scalaires(< f, φλ >)λ∈Λ. La question est alors de
savoir si l’on sait reconstruiref , de manìere stable,̀a partir de ces valeurs.

Une ŕeponse est apportée par la notion deframe(Torrésani parle derepèredans [94], Meyer destructures
obliquesdans [73]).
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Définition 3.1.1
La famille (φλ)λ∈Λ est un frame de H s’il existe deux constantes A > 0 et B > 0 telles que pour tout
f ∈ H ,

A‖f‖2 ≤
∑
λ∈Λ

| < f, φλ > |2 ≤ B‖f‖2

On peut montrer que l’encadrement mentionné dans la d́efinition pŕećedente est une condition nécessaire
et suffisante pour queU : f ∈ H 7→ (< f, φλ >)λ∈Λ soit inversible sur son image, avec un inverse
borńe : le pseudo-inverse deU [65] ; pour exprimer cet inverse, on exprime l’opérateur adjoint deU , en
écrivant que :

< U∗x, f >=< x, Uf >=
∑
λ∈Λ

x[λ]Uf [λ] =
∑
λ∈Λ

x[λ] < f, φλ > =< f,
∑
λ∈Λ

x[λ]φλ >

d’où l’on déduit que
U∗x =

∑
λ∈Λ

x[λ]φλ

A l’aide du pseudo-inverse deU , on peut alors trouver une formule permettant de reconstruiref à partir
des coefficients(< f, φλ >)λ∈Λ :

f = (U∗U)−1(U∗U)f = (U∗U)−1U∗(Uf) = (U∗U)−1

(∑
λ∈Λ

< f, ψλ > φλ

)
=

∑
λ∈Λ

< f, ψλ > (U∗U)−1φλ =
∑
λ∈Λ

< f, ψλ > φ̃λ

où on a pośe pour toutλ ∈ Λ, φ̃λ = (U∗U)−1φλ. On peut alors montrer que la famille(φ̃λ)λ est
également un frame deH, appeĺe frame dual du frame(φλ)λ∈Λ. On dispose ainsi d’une représentation
stable deśeléments deH. Dans les d́ecompositions en ondelettes utilisées en tomographie que nous
évoquerons plus loin, nous verrons que ce type de décomposition est par exemple celui avec lequel on
construit des représentations en ridgelets ou en curvelets (avecH = L2(R2)).

Parmi les diff́erentes familles de décomposition de type “frame”, on distingue plusieurs cas particuliers :
– quandA = B on dit que le frame est́etroit : dans ce cas le frame dual estégal au frame initial ;
– quand leśeléments de la famille(φλ)λ sont lińeairement ind́ependants, la famille(φλ)λ est une

base de Riesz ; le frame dual est alors aussi une base de Riesz, et les deux familles sont biorthogo-
nales, c’est-̀a-dire que pour tout couple(λ, λ′) ∈ Λ2, on a< φλ, φ̃λ′ >= δλ,λ′ ;

– quandA = B = 1, le frame est une base orthonormée.

Dans la partie qui suit, nous allons nous arrêter sur ce dernier type de décomposition : les d́ecompositions
dans des bases orthonormées, qui sont les moins redondantes. Plus préciśement nous allons rappeler
comment on peut construire des bases orthonormées deL2(R) ouL2(R2) avec des ondelettes.

3.1.4 Analyse multiŕesolution et bases orthonorḿees d’ondelettes

3.1.4.1 Analyse multiŕesolution et bases orthonorḿees d’ondelettes en dimension 1

Une analyse multiŕesolutiondeL2(R) est une suite d’espaces d’approximations de plus en plus fines
des fonctions deL2(R). Plus pŕeciśement, on a la d́efinition suivante,́enonćee par exemple par S. Mallat
ou I. Daubechies [65, 24] :

Définition 3.1.2 (Analyse multirésolution deL2(R))
On appelle analyse multirésolution de L2(R) une suite (Vj)j∈Z de sous-espaces fermés de L2(R)
vérifiant les propriétés suivantes :
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1. ∀j ∈ Z, Vj ⊂ Vj+1 (les espaces (Vj)j∈Z sont emboı̂tés) ;

2.
⋃
j∈Z Vj = L2(R) ;

3.
⋂
j∈Z Vj = {0} ;

4. ∀f ∈ L2(R),∀j ∈ Z, f ∈ Vj ⇔ f(2·) ∈ Vj+1 (l’espace Vj+1 a une résolution deux fois plus fine
que l’espace Vj , autrement dit peut représenter des détails deux fois plus fins que ceux que l’on peut
représenter dans Vj) ;

5. ∃θ ∈ V0|(θ(· − n))n∈Z est une base de Riesz de V0 ;

Dans ce contexte, pourj fixé, on d́efinit l’approximation de la fonctionf à l’ échellej comme la projec-
tion orthogonalePVjf def surVj , que l’on sait expliciter dans n’importe quelle base orthonormée de
l’espaceVj .
Pour construire une base orthonormée deVj à partir de la base de Riesz(θ(· − n))n∈Z deV0, Mallat,
dans [65], explique qu’il suffit d’avoir recours̀a la fonctionφ définie dans le domaine de Fourierà partir
de la fonctionθ par

φ̂(ω) =
1√
2π

θ̂(ω)(∑+∞
k=−∞ |θ̂(ω + 2kπ)|2

) 1
2

puis

∀j, n ∈ Z× Z, φj,n(x) = 2
j
2φ(2jx− n)

Ainsi définie et normaliśee, la famille(φj,n)n constitue, quel que soitj, une base orthonorḿee deVj et
l’approximation def dansVj estégaleà

PVjf =
∑
n

aj [n]φj,n où, pour toutn, aj [n] =< f, φj,n >

La fonctionφ, qui, à elle seule, permet donc d’engendrer l’analyse multirésolution, est appeléefonction
d’échellede l’analyse multiŕesolution.

Propri étés de la fonction d’́echelleφ : la fonction d’́echelleφ est une fonction de l’espaceV0 ; elle
appartient donc aussià l’espace permettant de représenter des d́etails plus finsV1, et admet donc une
décomposition unique dans la base orthonormée(φ1,n)n deV1 :

∃!(hn)n∈Z|∀t ∈ R, φ(t) =
∑
n∈Z

hnφ1,n(t) =
√

2
∑
n∈Z

hnφ(2t− n) (3.14)

où l’on voit apparâıtre le filtre discreth, défini, pour toutn, par

h[n] = hn =< φ, φ1,n >

La relation (3.14) est appeléeéquation d’́echelle. Exprimée dans le domaine de Fourier, elle s’écrit :

∀ω, φ̂(ω) =
√

2
∑
n∈Z

(
hn√
2π

∫
φ(2t− n)e−iωtdt

)
=

1√
π

∑
n∈Z

hne
− iωn

2

(∫
φ(u)e−

iωu
2
du

2

)

=
1√
2π

(∫
φ(u)e−

iωu
2 du

)(
1√
2

∑
n∈Z

hne
− iωn

2

)
= φ̂

(ω
2

)
m0

(ω
2

)
(3.15)

où on a introduit la fonction2π-périodiquem0, appeĺeefonction de transfert du filtre discret(hn) ; celle-
ci n’est autre,̀a une constante près, que latransforḿee de Fourier̀a temps discretdu filtre discret, d́efinie
par

TFTD(h)(ω) =
1√
2π

∑
n∈Z

hne
−inω
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et on a

∀ω, m0(ω) =
√
πTFTD(h)(ω) =

1√
2

∑
n∈Z

hne
−inωdt

La suite des coefficients(hn)n∈Z apparus dans la décomposition suffit̀a caract́eriser la fonction d’́echelle
φ.

Une autre propríet́e de la fonctionφ, utile dans la suite, est la suivante : la famille(φ0,n) est orthonorḿee,
et donc∀n ∈ Z, < φ, φ0,n >= φ ∗ φσ(n) = δ0,n. Si l’on injecte ceci dans la formule de Poisson, qui
établit que, pour toute fonctionf ,∑

l∈Z

f̂(ω + 2πl) =
1√
2π

∑
k∈Z

f(k)e−iωk

on obtient, pourf = φ ∗ φσ, ∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 =
1√
2π

(3.16)

Cette condition peut se réécrire en une relation vérifiée par le filtreh, ou plus pŕeciśement par sa fonction
de transfert : en injectant (3.15) dans (3.16), en séparant dans la relation obtenue les termes d’indices
l pairs des termes d’indicesl impairs, et en exploitant la périodicit́e dem0, on peut montrer que l’on a
alors la relation

|m0(ω)|2 + |m0(ω + π)|2 = 1

Construction d’une base orthonormée deL2(R)

On noteWj le suppĺementaire orthogonal deVj dansVj+1 : Vj+1 = Vj
⊥
⊕Wj .

Par recollement, on a
⊥
⊕Wj = L2(R)

et il suffit donc de savoir construire une base orthonormée de chacun des espacesWj pour pouvoir
disposer d’une base orthonormée deL2(R).
Pour construire une base orthonormée deWj on s’appuie sur la caractérisation suivante :

∀f ∈ L2(R), f ∈W0 ⇔
{
f ⊥ V0

f ∈ V1

Comme pŕećedemment, la condition d’appartenance d’une fonctionf à l’espaceV1 peutêtre traduite par
l’existence d’une famille(fn)n∈Z telle que

f(x) =
√

2
∑
n

fnφ(2x− n)

ou, de manìereéquivalente, dans le domaine de Fourier, par l’existence d’une fonctionm1 2π-périodique
telle que

f̂(ω) = m1

(ω
2

)
φ̂
(ω

2

)
(3.17)

où

∀ω, m1(ω) =
√
πTFTD(f)(ω) =

1√
2

∑
n∈Z

fne
−inωdt

Par ailleurs, la condition d’orthogonalité à l’espaceV0 se traduit par

∀n,< f, φ0,n >= f ∗ φ̃(n) = 0
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On injecte alors, comme plus haut, cette condition dans la formule de Poisson ; ceci permet d’écrire

∀ω,
√

2π
∑
l∈Z

f̂(ω + 2πl)φ̂(ω + 2πl) = 0

En écrivant alorsf̂ sous la forme donńee par (3.17), en exploitant la2π-périodicit́e des fonctionsm0 et
m1, et en utilisant la propriét́e surφ établie en (3.16), on obtient finalement la condition suivante surm1,
relativeà l’appartenance de la fonctionf à l’espaceW0 :

∀ω,m1(ω)m0(ω) +m1(ω + π)m0(ω + π) = 0

à laquelle on ajoute la condition suivante, similaireà celle que l’on áetablie plus haut pourm0 :

|m1(ω)|2 + |m1(ω + π)|2 = 1

Il suffit alors de poser

m1(ω) = e−iωm0(ω + π) =
1√
2

∑
n

(−1)nhnei(n−1)ω =
1√
2

∑
p

(−1)1−ph1−pe
−ipω

ou, autrement dit :∀n, fn = (−1)1−nh1−n.

On aboutit finalement au résultat suivant :

Proposition 3.1.3 (Construction d’une base orthonorḿee deL2(R2) à partir d’une analyse multir ésolution)
A partir d’une analyse multirésolution, construite à partir d’une fonction d’échelle φ, ou, de manière
équivalente, à partir d’un filtre discret (hn)n, dont la fonction de transfert est notéem0, on peut construire
une base orthonormée d’ondelettes de L2(R) sous la forme (ψj,k)(j,k)∈Z2 , où ψ est une ondelette définie
par

ψ(t) =
√

2
∑
n∈Z

gnφ(2x− n)

avec
∀n ∈ Z, gn = (−1)1−nh1−n

ou, de manière équivalente, dans le domaine de Fourier, par

ψ̂(ω) =
1√
2
m1

(ω
2

)
φ̂
(ω

2

)
et où l’on a posé

∀(j, k) ∈ Z× Z, ψj,k(t) = 2
j
2ψ(2jt− k)

Les bases d’ondelettes construitesà l’aide d’analyses multirésolution orthonorḿees pŕesentent l’avan-
tage d’offrir des algorithmes d’analyse et de synthèse commodes̀a utiliser. Nous allons rappeler com-
ment dans ce qui suit.

Calcul des coefficients d’́echelle et d’ondelettes dans une analyse multirésolution orthonormée On
munitL2(R) d’une analyse multiŕesolution(Vj)j∈Z.
On consid̀ere une fonctionf ∈ L2(R), et on fixe unéechelleJ ∈ Z, qui correspond icìa l’échelle la plus
fine que l’on utilise. Pour toutéechelle plus grossièreL < J , la projection orthogonalePVJf def surVJ
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peutêtre d́ecompośee entre son approximation dans l’espaceVL et les espaces de détail interḿediaires

(Wj)j=J−1..L, conforḿementà la d́ecompositionVJ = VL
⊥
⊕
J−1

j=L Wj :

fJ = PVJf = PVLf +
J−1∑
j=L

PWjf

ce qui s’́ecrit aussi

fJ =
∑
k∈Z

< φJ,k, fJ > φJ,k =
∑
k∈Z

aJ,kφJ,k (dansVJ )

=
∑
k∈Z

< φL,k, fJ > φL,k +
J−1∑
j=L

∑
k

< ψj,k, fJ > ψj,k =
∑
k∈Z

aL,kφL,k +
J−1∑
j=L

∑
k∈Z

dj,kψj,k (dansVL ⊕J−1
j=LWj)

où l’on a introduit les notationsaj,k et dj,k pour d́esigner respectivement, pourj ∈ N et k ∈ Z, le
coefficient d’approximation et le coefficient de détail defJ à l’échellej, autour du pointk.

La décomposition en ondelettesà l’échelleL du signalfJ appartenant̀a l’espaceVJ peut doncêtre
consigńee dans le vecteur de coefficients[aL;dL;dL+1; · · ·dJ−1] où aL = [aL,0 · · · aL,2L−1], et òu,
pour toutj ∈ {L · · ·J − 1}, dj = [dj,0 · · · dj,2j−1].

On peut passer d’une décompositioǹa uneéchelle donńeeà une d́ecompositioǹa une autréechelle par
les relations ŕecursives donńees par la proposition suivante :

Proposition 3.1.4 (Transformée en ondelettes rapide [65])
x étant un vecteur, on note x̃ le vecteur défini pour tout indice n par x̃[n] = x[−n] et x̌ le vecteur défini
pour tout entier p par x̌[2p] = x[p] et x̌[2p+ 1] = 0.

Analyse : les coefficients d’approximation et de détails à l’échelle j se déduisent des coefficients d’ap-
proximation à l’échelle j + 1 selon

aj[k] = aj,k =
∑
l

hl−2kaj+1,l = aj+1 ∗ h̃[2k] et dj[k] = dj,k =
∑
l

gl−2kaj+1,l = aj+1 ∗ g̃[2k]

Synthèse :les coefficients d’approximation à l’échelle j + 1 se déduisent des coefficients d’approxima-
tion et de détail à l’échelle j selon

aj+1[k] = aj+1,k =
∑
l

hk−2laj,l +
∑
l

gk−2ldj,l = ǎj ∗ h[k] + ďj ∗ g[k]

Preuve . On ŕeécrit les d́ecompositions des fonctionsφ etψ dans l’espaceV1

φ(t) =
∑

hnφ1,n(t) =
√

2
∑

hnφ(2t− n) etψ(t) =
∑

gnφ1,n(t) =
√

2
∑

gnφ(2t− n)

Les translat́ees deφ etψ se d́ecomposent alors selon :

φ0,k(t) = φ(t− k) =
√

2
∑
n

hnφ(2t− 2k − n) =
∑
n

hnφ1,n+2k(t) =
∑
m

hm−2kφ1,m

ψ0,k(t) = ψ(t− k) =
√

2
∑
n

gnφ(2t− 2k − n) =
∑
n

gnφ1,n+2k(t) =
∑
m

gm−2kφ1,m

ce qui permet ensuite de montrer que

< φ0,k, φ1,l >= hl−2k et < ψ0,k, φ1,l >= gl−2k
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et donc, pour unéechellej quelconque,

< φj,k, φj+1,l > = 2
j
2 2

j+1
2

∫
φ(2js− k)φ(2j+1s− l)ds = 2j+

1
2 2−j

∫
φ(u− k)φ(2u− l)du

=
√

2
∫
φ(u− k)φ(2u− l)du =< φ0,k, φ1,l >= hl−2k

et de m̂eme
< ψj,k, φj+1,l >=< ψ0,k, φ1,l >= gl−2k

On peut alors s’int́eresser̀a l’étape d’analyse pour passer d’une approximation dansVj+1 à une
approximation plus grossière et des d́etails dansVj , pour laquelle on peut́ecrire :

aj,k = < φj,k, fJ >=<
∑
l

< φj,k, φj+1,l > φj+1,l, fJ >

=
∑
l

< φj,k, φj+1,l >< φj+1,l, fJ > =
∑
l

hl−2kaj+1,l

dj,k = < ψj,k, fJ >=<
∑
l

< ψj,k, φj+1,l > φj+1,l, fJ >=
∑
l

< ψj,k, φj+1,l >< φj+1,l, fJ >

=
∑
l

gl−2kaj+1,l

tandis que pour l’́etape de synth̀ese permettant de reconstituer l’approximation dansVj+1 à partir
de coefficients calculés dansVj , on a

φj+1,k =
∑
l

< φj+1,k, φj,l > φj,l +
∑
l

< φj+1,k, ψj,l > ψj,l =
∑
l

hk−2lφj,l +
∑
l

gk−2lψj,l

puis

aj+1,k =< φj+1,k, fJ >=
∑
l

hk−2l < φj,l, fJ >+
∑
l

gk−2l < ψj,l, fJ > =
∑
l

hk−2laj,l+
∑
l

gk−2ldj,l

Mentionnons enfin que les formules d’analyse ci-dessus ontét́e calcuĺeesà partir de coefficients̀a une
échelleJ décŕet́ee arbitraitement comméetant la plus fine. En pratique, si l’on fait l’hypothèse que le
signalf que l’on veut analyser est mesuré, ou connu, sur une grille de pas1

2J0
, alors on consid̀ere que

l’ échelle la plus fine est l’échelleJ0, et on obtient une estimation des coefficients d’approximationà
l’ échelleJ0 de la manìere suivante : en faisant une approximation de Taylorà l’ordre 0 de la fonctionf
analyśee, on peut́ecrire

aJ0,k = < φJ0,k, fJ >= 2
J0
2

∫ +∞

−∞
f(t)φ(2J0(t− 2−J0k)dt = 2

J0
2

int+∞−∞f(2−J0k + u)φ(2J0u)du

' 2
J0
2 f(2−J0k)

∫ +∞

−∞
φ(2J0u)du = 2−

J0
2 f(2−J0k)

∫ +∞

−∞
φ(v)dv

et, en imposant la condition (classique)
∫ +∞

−∞
φ(v)dv = 1, on obtient finalement l’approximation sui-

vante :

aJ0,k ' 2−
J0
2 f

(
k

2J0

)
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Les formules qui viennent d’être rappeĺees permettent de calculer les coefficients d’échelle eńechelle ;
on parle parfois d’algorithmepyramidal. Comme nous le verrons par la suite, ces formules interviennent
dans certains algorithmes d’inversion de la transformée de Radon par ondelettes, mais nous verrons que
dans certains travaux, comme par exemple dans ceux de A. Delaney et Y. Bresler, ou ceux de S. Bonnet
et F. Peyrin [27, 10], il est fait appelà d’autres algorithmes, ditsnon pyramidaux. Nous les pŕesentons
maintenant.

Proposition 3.1.5 (Algorithme non pyramidal)
Avec les mêmes notations que ci-dessus, on se place dans le cadre d’une analyse multirésolution de
L2(R), engendrée par un filtre d’échelle h. On note J l’échelle d’approximation la plus fine choisie.
Alors pour tout j = 1..J , on peut calculer les coefficients d’approximation à l’échelle J − j avec

aJ−j [k] = aJ ∗ H̃j[2jk]

où la famille de filtres (Hk)k est définie récursivement dans le domaine direct par :

Hk[m] =

 h[m] si k = 1∑
l∈Z

h[l]HK−1[m− 2k−1l] si k > 1

ou dans le domaine de Fourier selon :

TFTD(Hk)(ω) =
√

2π
k−1

k−1∏
m=0

TFTD(h)(2mω) =
1√
2π

k−1∏
m=0

m0(2mω)

Preuve . On proc̀ede par ŕecurrence surj, limitéeàJ .
Initialisation : pourj = 1 puisj = 2 on peutécrire

aJ−1[k] =
∑
l

h[l − 2k]aJ[l] etaJ−2[k] =
∑
l

h[l − 2k]aJ−1[l]

d’où l’on déduit l’expression deaJ−2[k] en fonction deaJ :

aJ−2[k] =
∑
l

(
h[l − 2k]

∑
m

h[m− 2l]aJ[m]

)
=
∑
m

(
aJ[m]

∑
l

h[l − 2k]h[m− 2l]

)
q=l−2k

=
∑
m

aJ[m]
∑
q

h[q]h[m− 4k − 2q] =
∑
m

aJ[m]H2[m− 4k]

où, conforḿementà sa d́efinition,

H2[k] =
∑
q

h[q]h[k − 2q]

Par suite
aJ−2[k] =

∑
m

aJ[m]H̃2[4k −m] = aJ ∗ H̃2[4k]

De plus, pour le calcul de la transformée Fourier̀a temps discret deH2, on a

TFTD(H2)(ω) =
1√
2π

∑
k

H2[k]e−ikω =
1√
2π

∑
k

∑
q

h[q]h[k − 2q]e−ikω

=
1√
2π

∑
q

h[q]
∑
k

h[k − 2q]e−ikω =
1√
2π

∑
q

h[q]
∑
k′

h[k′]e−ik
′ωe−2iqω

=
1√
2π

∑
q

h[q]e−2iqω
∑
k′

h[k′]e−ik
′ω =

√
2πTFTD(h)(ω)TFTD(h)(2ω)
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On suppose ensuite que pourj fixé on a

aJ−j[k] = aJ ∗ H̃j[2jk]

et que l’on a la relationTFTD(Hj)(ω) =
√

2π
j−1

j−1∏
m=0

TFTD(h)(2mω). Alors

aJ−j−1[k] =
∑
l

h[l − 2k]aJ−j[l] =
∑
l

h[l − 2k]
(
aJ ∗ H̃j

)
[2jl](hypoth̀ese de ŕecurrence)

=
∑
l

h[l − 2k]

(∑
m

aJ[m]Hj[m− 2jl]

)
=
∑
m

aJ[m]

(∑
l

h[l − 2k]Hj[m− 2jl]

)

=
∑
m

aJ[m]

(∑
q

h[q]Hj[m− 2j(2k + q)]

)
=
∑
m

aJ[m]

(∑
q

h[q]Hj[m− 2j+1k − 2jq]

)
=

∑
m

aJ[m]Hj+1[m− 2j+1k] = aJ ∗ H̃j+1[2j+1k]

et

TFTD(Hj+1(ω) =
1√
2π

∑
k

Hj+1[k]e−ikω =
1√
2π

∑
k

(∑
l

h[l]H̃j[k − 2jl]

)
e−ikω

=
1√
2π

∑
l

h[l]

(∑
k

H̃j[k − 2jl]e−ikω
)

=
1√
2π

∑
l

h[l]

(∑
k′

H̃j[k′]e−ik
′ωe−i2

j lω

)

=
1√
2π

(∑
k′

H̃j[k′]e−ik
′ω

)(∑
l

h[l]e−i2
j lω

)
=
√

2πTFTD(H̃j)(ω)TFTD(h)(2jω)

=
√

2π
j
j−1∏
m=0

TFTD(h)(2mω)TFTD(h)(2jω)(hypoth̀ese de ŕecurrence)

=
√

2π
j

j∏
m=0

TFTD(h)(2mω)

Comme nous le verrons plus tard avec l’utilisation de ces formules pour inverser la transformée de Radon,
on peut, en utilisant l’inverse de la transformée de Fourier̀a temps discret, avoir recoursà l’expression
suivante pour le calcul non pyramidal des coefficients :

aJ−j [k] = aJ ∗ H̃[2jk]

=
1√
2π

∫ π

−π
TFTD

(
aJ ∗ h̃j

)
(ω)ei2

jkωdω =
∫ π

−π
TFTD (aJ) (ω)TFTD

(
h̃j

)
(ω)ei2

jkωdω

Généralisation à des analyses biorthogonales

Dans certains cas, on peut souhaiter s’affranchir du caractère orthonorḿe des analyses multirésolutions
que nous venons de présenter, car celui-ci implique que les ondelettes utilisées sont les m̂emes lors de
l’analyse et la synth̀ese ; pour pouvoir utiliser des ondelettes différentes pour chacune de ces deux phases
(par exemple pour pouvoir disposer d’une ondelette avec un grand nombre de moments nuls lors de
l’analyse, et une ondelette avec un supportétroit lors de la reconstruction), Mallat, dans [65] explique
que l’on peut travailler dans la base de Rieszà l’origine de l’analyse multiŕesolution (cf. dernier item
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de la d́efinition (3.1.2)) pour calculer les coefficients d’échelle et d’ondelettes par rapportà un couple
(φ, ψ), la reconstruction se faisant par rapportà un autre couple, dit dual, comprenant aussi une fonction
d’échelle et une ondelette, notées(φ̃, ψ̃).

Nous ne rentrerons pas dans les détails de la construction des ondelettes biorthogonales ici. Nous nous
contenterons de mentionner qu’une fois qu’elle est accomplie,

– on dispose de deux analyses multirésolution deL2(R), (Vj)j∈Z et
(
Ṽj

)
j∈Z

;

– pour toutj, (φj,n)n et (φ̃j,n)n forment respectivement une base de Riesz deVj , et Ṽj ;

– il existe deux familles d’espaces de détails embôıtés(Wj)j∈Z et
(
W̃j

)
j∈Z

, pour chacun desquels

on dispose, pour chaquéechellej, d’une base de Riesz d’ondelettes, respectivement(ψj,n)n et

(ψ̃j,n)n ;

– les espaces(Vj)j∈Z,
(
Ṽj

)
j∈Z

, (Wj)j∈Z et
(
W̃j

)
j∈Z

sont líes par les relations suivantes

∀j ∈ Z, Vj+1 = Vj ⊕Wj et Ṽj+1 = Ṽj ⊕ W̃j

avec les relations de biorthogonalité

Vj ⊥ W̃j et Ṽj ⊥Wj

ou, autrement dit
∀(j, j′, n, n′) ∈ Z4, < ψj,n, ψ̃j′,n′ >= δj,j′δn,n′

Chaque fonctionf ∈ L2(R2) peut alorŝetre d́ecompośee selon

f =
∑
j∈Z

∑
n∈Z

< f, ψj,n > ψ̃j,n =
∑
j∈Z

∑
n∈Z

< f, ψ̃j,n > ψj,n

et il existe deux constantesA etB strictement positives telles que

A‖f‖2L2 ≤
∑
j∈Z

∑
n∈Z

|< f, ψj,n >|2 ≤ B‖f‖2L2 et
1
B
‖f‖2L2 ≤

∑
j∈Z

∑
n∈Z

∣∣∣< f, ψ̃j,n >
∣∣∣2 ≤ 1

A
‖f‖2L2

De plus, des filtres discrets obtenus, comme dans le cas orthonormé, à partir d’́equations d’́echelle,
permettent d’obtenir des algorithmes de calculs itératifs des coefficients.

3.1.4.2 Analyse multiŕesolution et bases orthonorḿees d’ondelettes en dimension 2

L’approche classique pour construire une base orthonormée deL2(R2) consistèa s’appuyer sur une ana-
lyse multiŕesolution orthonorḿee deL2(R), engendŕee par une fonction d’échelleφ, avec une ondelette
assocíeeψ. On construit ainsi quatre fonctions définies par produit tensoriel, de la manière suivante : une
fonctionΦ, qui constitue la fonction d’échelle de l’analyse multirésolution 2D, telle que

Φ(x) = Φ(x1, x2) = (φ⊗ φ)(x1, x2) = φ(x1)φ(x2)

et trois fonctionsΨ[1],Ψ[2],Ψ[3], qui sont trois ondelettes bidimensionnelles, telles que

Ψ[1](x) = (φ⊗ ψ)(x1, x2) = φ(x1)ψ(x2)
Ψ[2](x) = (ψ ⊗ φ)(x1, x2) = ψ(x1)φ(x2)
Ψ[3](x) = (ψ ⊗ ψ)(x1, x2) = ψ(x1)ψ(x2)
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On dit ainsi qu’on construit une analyse multirésolution śeparable. Avec cette construction, la décomposition
d’une fonctionf d’une échelleà l’échelle grossière suṕerieure se fait en quatresous-bandes: une ap-
proximation, obtenue par analyse contre la fonctionΦ, et trois familles de coefficients de détail, obtenues
respectivement contre les ondelettesΨ[1],Ψ[2],Ψ[3], chacune de ces ondelettes mettant enévidence des
détails dans une direction spécifique :Ψ[1] met enévidence les d́etails selon la variablex2, donc les
détailshorizontaux, tandis queΨ[2] réhausse les détailsverticauxetΨ[3] réhausse les détailsdiagonaux.
Les calculs rapides de transformée en ondelettes disponibles en dimension 1 se transposent facilement,
grâceà deux filtrages successifs, l’un sur les lignes, l’autre sur les colonnes. Ainsi, pour l’analyse, on a les
formules suivantes (les formules de synthèse se d́eduisent du cas unidimensionnel de manière similaire) :

aj,k =
∑
l∈Z2

hl1−2k1hl2−2k2aj+1,l = aj+1 ∗ (hh)σ [2k]

d
[1]
j,k = =

∑
l∈Z2

hl1−2k1gl2−2k2aj+1,l = aj+1 ∗ (hg)σ [2k]

d
[2]
j,k = aj+1 ∗ (gh)σ [2k] etd[3]

j,k = aj+1 ∗ (gg)σ [2k]

Cette approche séparable est un cas particulier d’une approche plus géńerale des analyses multirésolution
deL2(R2). Les travaux de S. Bonnet et F. Peyrin que nous mentionnerons par la suite comme exemple
de couplage en ondelettes et tomographie [10, 11] se placent par exemple dans un cadre plus géńeral que
le sch́ema śeparable ; cette ǵeńeralisation est traitée par exemple dans le dernier chapitre du livre d’I.
Daubechies [24], ou aussi dans celui de F. Truchetet [95]. Voici brièvement en quoi elle consiste.

On fixe une analyse multirésolution deL2(R2), (Vj)j . Dans l’approche śeparable, on passe d’uneéchelle
à la suivante en appliquant un facteur de dilatationégalà 2 dans les deux directions du repère canonique ;
dans le cas ǵeńeral, on n’applique pas nécessairement une dilatation isotrope. La dilatation d’uneéchelle
à l’autre est contr̂olée par une matrice de dilatationD ∈Mn(Z), dont les valeurs propres sont strictement
suṕerieures̀a 1. Deux cas particuliers de matrice de dilatation sont classiques : la matriceDS utilisée dans
le cas śeparable, qui est diagonale, et la matriceDQ utilisée pour un sch́ema dit “quinconce”

DS =
(

2 0
0 2

)
etDQ =

(
1 1
1 −1

)
Ainsi, à partir d’une fonction d’́echelleΦ, on cŕee par dilatations et translations la famille de fonctions

Φj,k(x) = |detD|
j
2 Φ(Djx− k), j ∈ Z, k ∈ Z2

de telle sorte que
∀j,k, ‖Φj,k‖2 = ‖Φ‖2

Pour toutj, la famille(Φj,k)k∈Z2 est une base orthonormée deVj .
On montre alors qu’on peut construire une base orthonormée deL2(R2) à partir deND = det(D) − 1
ondelettes, conduisantà la d́ecomposition de tout signalfJ appartenant̀aVJ sous la forme

fJ =
∑
k∈Z2

< f,ΦJ,k > ΦJ,k =
∑
k∈Z2

aJ,kΦJ,k (dansVJ )

=
∑
k∈Z2

< fJ ,ΦL,k > ΦL,k +
ND∑
i=1

J−1∑
j=L

∑
k∈Z2

< fJ ,Ψi
j,k > Ψi

j,k

Les calculs ŕecursifs de coefficients d’approximation vus dans le cas séparable se ǵeńeralisent de la
manìere suivante : pour deux́echelles conśecutives, les coefficients d’approximation sont liés par la
relation
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aj,k =< ΦJ−1,k >= aj+1 ∗ hσ[Dk]

tandis que plus ǵeńeralement
aJ−j [k] = aJ ∗ (Hj)σ[Djk]

avec

Hj[m] =

 h[m] si j = 1∑
l

h[l]Hj−1[m+ Dj−1l] si j > 1

Des formules analogues existent pour le calcul des coefficients d’ondelettes.

Notons enfin qu’on peut d́evelopper des analyses multirésolution en quinconce en s’écartant du cadre
orthonorḿe et en utilisant des bases de Riesz duales, biorthogonales, du même type que celles que nous
avons pŕesent́ees en dimension 1. C’est ce qui est utilisé par exemple dans les travaux de Bonnetet al.
dans [10, 11].

Nous terminons cette partie, dans laquelle nous avons rassemblé les principaux ŕesultats de la th́eorie des
ondelettes que nous utiliserons dans la suite, par quelques exemples d’ondelettes classiques, auxquelles
nous aurons recours plus loin. Ce sont des ondelettes 1D, définies par quelque-uns des procéd́esévoqúes
plus haut.

Exemples d’ondelettes 1D

Exemple 3.1.1 (Ondelette chapeau mexicain)
C’est une ondelette que l’on connaı̂t sous forme analytique, comme dérivée seconde d’une gaussienne,
normalisée pour ‖Ψ‖L2 = 1, et donc définie par

Ψ(s) =
2

√
3π

1
4

(s2 − 1)e−s
2/2

Sa transformée de Fourier est donnée par :

Ψ̂(ω) = − 2
√

3π
1
4

ω2e−
ω2

2

Ψ et Ψ̂ sont représentées en figure (3.1).

FIG. 3.1 – Ondelette “chapeau mexicain” : dans le domaine direct (à gauche), et dans le domaine de
Fourier (̀a droite).
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Exemple 3.1.2 (Ondelette et fonction d’́echelle de Meyer et Lemaríe[65])
Une ondelette de Meyer est définie dans le domaine de Fourier, où elle est à support compact tout en
étant régulière. Elle se construit à partir d’un filtre h pour lequel on impose que la fonction de transfert
m0 vérifie

m0(ω) =
{ √

2 si ω ∈
[
−π

3 ,
π
3

]
0 si ω ∈

[
−π,−2π

3

]
∪
[

2π
3 , π

]
On fait ensuite en sorte que la condition vue sur la fonction de transfert liée à une fonction d’échelle soit
vérifiée :

∀ω ∈ [−π, π], |m0(ω)|2 + |m0(ω + π)|2 = 1

Meyer a montré qu’un choix possible consiste à poser

m0(ω) =
√

2 cos
[
π

2
β

(
3|ω|
π
− 1
)]

si |ω| ∈
[
π

3
,
2π
3

]
où la fonction auxiliaire β est définie par

β(x) = x4(35− 84x+ 70x2 − 20x3)

de telle sorte que β(x) + β(1 − x) = 1 sur [0, 1] ; on construit ainsi des raccords de classe C3, de telle

sorte qu’on garantit une décroissance assez rapide dans le domaine direct (en
1
x3

).
Ψ et Φ sont données sous forme explicite dans [65], et sont représentées en figure (3.2).

FIG. 3.2 – Ondelette de Meyer : dans le domaine direct (à gauche), et dans le domaine de Fourier (à
droite). C’est une ondelette définieà l’origine dans le domaine de Fourier, où elle est̀a support compact,
et de classeC3.

Exemple 3.1.3 (Ondelettes de Daubechies)
Dans la suite, nous verrons que pour des applications en tomographie locale, le choix des ondelettes se
fera en prenant compte deux attributs des ondelettes : la taille du support, et le nombre de moments nuls.
Pour N ∈ N, on dit qu’une ondelette ψ a N moments nuls si

∀k = 0..N − 1,
∫ +∞

−∞
ψ(t)tkdt = 0

Les ondelettes de Daubechies ont été construites dans le but de proposer des ondelettes dont le support est
de taille minimale pour un nombre de moments nuls fixés. Leur construction est détaillée dans l’ouvrage
d’I. Daubechies [24], et on aboutit à des ondelettes dont le support est de taille 2p − 1 pour p moments
nuls. Ces ondelettes ne sont pas définies sous forme analytique, mais à partir de la donnée du filtre discret
h permettant de les engendrer. Elles permettent ainsi de construire des bases orthonormées de L2(R).
Nous avons tracé en figure (3.3) les graphiques des ondelettes de Daubechies pour 2, 4 et 8 moments
nuls (ces graphiques ont été obtenus grâce à la fonction MakeWavelet de la boı̂te à outils Wavelab ).
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FIG. 3.3 – Ondelettes de Daubechies,à respectivement 2, 4 et 8 moments nuls. Ces ondelettes sont
définies par la donńee d’un filtre discret.

Dans cette deuxième partie de chapitre, nous allons présenter plusieurs ḿethodes d’application de la
théorie des ondelettes pour l’inversion de la transformée de Radon. Ces ḿethodes se répartissent princi-
palement en deux catégories :

– une approche sous l’angle du traitement du signal, dans laquelle les sinogrammes sont analysés
projection par projection, et dans laquelle, pour résumer, on adapte la méthode de ŕetroprojection
filtr ée pour reconstruire la fonctionf viséeà partir de transforḿees en ondelettes adéquates de ses
projections. Dans cette approche, il existe des travaux dans la littérature explicitement appliqués
au probl̀eme int́erieur. Nous les d́etaillerons.

– une approche sous l’angle statistique, dans laquelle les sinogrammes sont analysés comme des
fonctions de deux variables (et pas seulement comme une succession de projections) ; cette ap-
proche áet́e d́evelopṕee pour l’inversion en présence de données bruit́ees de certains opérateurs,
dont fait partie la transforḿee de Radon. L’outil principal est la transformée en ondelettes-vaguelettes,
qui a ensuitéet́e adapt́ee pour traiter plus efficacement certains types d’images (avec les trans-
formées en ridgelets, curvelets, bandelets,..). Nous présenterons cette approche dans un deuxième
temps.

3.2 Inversion de la transformée de Radon par des approches de type rétroprojection
filtr ée

Dans cette partie, nous présentons d’abord les grands types de stratégies qui permettent d’inverser la
transforḿee de Radon en utilisant des transformées en ondelettes, sans nous préoccuper des données dis-
ponibles (c’est-̀a-dire en pŕesence de données globales). Dans un second temps, nous recensons diverses
applications de ces ḿethodes au traitement de données tronqúees, dans le cas du problème int́erieur (seul
probl̀emeà donńees tronqúees abord́e, à notre connaissance, dans ce pan de la littérature).

Nous introduisons d’abord quelques résultats auxiliaires,́etablissant des relations entre les ondelettes et
diff érents oṕerateurs qui interviennent en tomographie. C’est essentiellement sur eux que reposent les
méthodes d’inversion que nous présenterons ensuite. La plupart d’entre eux ontét́e énonćes d̀es le d́ebut
des anńees 90 par Walnut et Berenstein [99, 7].

3.2.1 Lemmes techniques

Dans cette partie, nous utiliserons les notations suivantes :
– Tb désigne l’oṕerateur de translation du vecteurb ∈ R2 : ∀f, Tbf(x) = fb(x) = f(x− b) ;
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– Da pour d́esigner l’oṕerateur de dilatation du facteura > 0 : pour toute fonction d́efinie surRn,

n = 1 oun = 2, Daf(x) = fa(x) = a−
n
2 f
(x
a

)
;

– Rφ pour d́esigner l’oṕerateur de rotation d’angle−φ ∈ [0, 2π[,∀f, Rφf(x) = fφ(x) = f(r−φ(x))
où pour tout angleφ, rφ désigne la rotation de centre O et d’angleφ surR2.

Lemme 3.2.1 (Transforḿee de Radon et ondelettes)
1. Soit Ψ une fonction appartenant à L2(R2). Alors pour tout Θ ∈ S1, la fonction RθΨ est une ondelette

1D admissible.

2. Pour toute fonction Ψ ∈ L1(R2) ∩ L2(R2), pour toute incidence θ ∈ [0, 2π[,

Rθ(DaΨ) =
√
aDaRθΨ (a > 0), Rθ(TbΨ) = Tb·ΘRθΨ (b ∈ R2), Rθ(RφΨ) = Rθ−φΨ (φ ∈ [0, 2π[)

et, par conséquent

RθΨa,b(s) =
√
a (RθΨ)a,b·Θ (s) = RθΨ

(
s− b ·Θ

a

)
(3.18)

et
RθΨa,b,φ(s) =

√
a (Rθ−φΨ)a,b·Θ (s) (3.19)

Preuve . On fixeθ ∈ S1 ; la condition d’admissibilit́e pour les ondelettes 1D aét́e vue en (3.1) ; pour
la fonction 1DRθΨ, cette condition d’admissiblité s’obtient de la manière suivante, en utilisant
le théor̀eme de coupe-projection (2.1.4) :

∫ +∞

−∞

∣∣∣R̂θΨ(ω)
∣∣∣2

|ω|
dω = 2π

∫ +∞

−∞

∣∣∣Ψ̂(ωΘ)
∣∣∣2

|ω|
dω

Or Ψ est une ondelette admissible 2D ; cela signifie donc que

∫
R2

∣∣∣Ψ̂(k)
∣∣∣2

|k|2
< +∞

Or

∫
R2

∣∣∣Ψ̂(k)
∣∣∣2

|k|2
=
∫ π

0

∫
R

∣∣∣Ψ̂(ωΘ)
∣∣∣2

|ω|2
|ω|dω

 dθ =
∫ π

0

∫
R

∣∣∣Ψ̂(ωΘ)
∣∣∣2

|ω|
dω

 dθ

En utilisant le th́eor̀eme de Fubini (les fonctions en jeu sont positives), on en déduit que pour

tout θ, la fonctionω 7→

∣∣∣Ψ̂(ωΘ)
∣∣∣2

|ω|
est int́egrable, ce qui assure la condition d’admissibilité de

chacune des ondelettesRθΨ.

Ensuite, dans le couplage entre opérateurs avec la transformée de Radon, on a, pour l’opérateur
de dilatationDa :

Rθ(DaΨ)(s) =
∫ +∞

−∞
Ψa

(
sΘ + tΘ⊥

)
dt =

∫ +∞

−∞

1
a
Ψ
(
sΘ + tΘ⊥

a

)
dt

u= t
a=
∫ +∞

−∞

1
a
Ψ
(s
a
Θ + uΘ⊥

)
adu = RθΨ

(s
a

)
=
√
aDaRθΨ(s)(3.20)
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Pour l’oṕerateur de translationTb, on a

Rθ(TbΨ)(s) =
∫ +∞

−∞
Ψ
(
sΘ + tΘ⊥ − b

)
dt =

∫ +∞

−∞
Ψ
(
(s− b ·Θ)Θ +

(
t− b ·Θ⊥

)
Θ⊥
)
dt

u=t−b·Θ⊥
= =

∫ +∞

−∞
Ψ
(
(s− b ·Θ)Θ + uΘ⊥

)
dt = RθΨ(s− b ·Θ) = Tb·ΘRθΨ(s) (3.21)

Enfin, pour l’oṕerateur de rotationRφ, on a

Rθ(RφΨ)(s) =
∫ +∞

−∞
RφΨ

(
sΘ + tΘ⊥

)
dt =

∫ +∞

−∞
Ψ
(
r−φ(sΘ + tΘ⊥)

)
dt

=
∫ +∞

−∞
Ψ
(
sUθ,φ + tU⊥

θ,φ)
)
dt où Uθ,φ = (cos(θ − φ), sin(θ − φ))

= Rθ−φΨ(s)

En cumulant les effets des opérateurs de translation et de dilatation, on obtient

RθΨa,b(s) = Rθ ((TbDaΨ)) (s) = Rθ (Tb (DaΨ)) (s)
= Tb·Θ (Rθ(Da)Ψ) (s) (d’apr̀es (3.21))

= Tb·Θ
(√
a (DaRθΨ)

)
(s) (d’apr̀es (3.20))

=
√
aTb·ΘDaRθΨ(s) =

√
a (RθΨ)a,b·Θ (s)

et si l’on ajoute l’oṕerateur de rotationRφ, on obtient

RθΨa,b,φ(s) = Rθ ((TbDaRφΨ)) (s) =
√
a (Rθ(RφΨ))a,b·Θ (s) (d’apr̀es (3.22))

=
√
a (Rθ−φΨ)a,b·Θ (s)

Lemme 3.2.2 (Oṕerateur Λ et ondelettes)
1. Soit ψ une fonction définie sur R. Pour que Λψ soit une ondelette admissible, il faut et il suffit que∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(ω)
∣∣∣2 |ω|dω < +∞

et pour cela, il suffit qu’il existe un réel α > 1 et une constante réelle C > 0 telle que

∀ω, |ψ̂(ω)| ≤ C

(1 + ω)α

2. Pour tout facteur de dilatation a > 0, et pour toute translation b ∈ R, on a

Λψa,b =
1
a

(Λψ)a,b (3.22)

Preuve . 1. En utilisant la d́efinition de l’oṕerateurΛ dans le domaine de Fourier vue dans le cha-
pitre pŕećedent, on a :

∫ +∞

−∞

∣∣∣Λ̂ψ(ω)
∣∣∣2

|ω|
dω =

∫ +∞

−∞

∣∣∣ψ̂(ω)
∣∣∣2 |ω|2
|ω|

dω =
∫ +∞

−∞

∣∣∣ψ̂(ω)
∣∣∣2 |ω|dω

et pour que cette intégrale converge, il suffit qu’il existe un réelα > 1 et une constanteC > 0

telle que∀ω, |ψ̂(ω)| ≤ C

(1 + ω)α
, car alors

∣∣∣ψ̂(ω)
∣∣∣2 |ω| ≤ C|ω|

(1 + ω)2α
∼ω→+∞

C

ω2α−1

qui est int́egrable d̀es que2α− 1 > 1, c’est-̀a-direα > 1.
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2.

Λ̂ψa,b(ω) = |ω|ψ̂a,b(ω) =
√
a|ω|e−iωbψ̂(aω) =

√
a

a
e−iωb|aω|ψ̂(aω)

=
√
a

a
e−iωbΛ̂ψ(aω) =

1
a

̂(Λψ)a,b(ω)

Lemme 3.2.3 (OṕerateurR# et ondelettes (d’apr̀es [8]))
Soit ψ = (ψθ)θ∈[0,2π[ une famille de fonctions définies sur le cylindre S1 × R. Alors si la famille
(ψθ)θ∈[0,2π[ est paire sur le cylindre S1 ×R, et si pour tout θ ∈ [0, 2π[,

0 <
∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂θ (ω)
∣∣∣2

ω3
dω < +∞

alorsR#(ψ) est une ondelette admissible 2D et pour tout facteur de dilatation a > 0, et pour tout vecteur
de translation b ∈ R2, on a(

R#ψ
)
a,b

(x) =
1√
a

∫ 2π

0
(ψθ)a,b·Θ(x ·Θ)dθ (3.23)

Preuve . On peutécrire leśegalit́es suivantes :

∫
k

∣∣∣R̂#ψ(k)
∣∣∣2

|k|2
dk =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

∣∣∣R̂#ψ(ωΘ)
∣∣∣2

ω2
ωdωdθ

=
∫ 2π

0

∫ ∞

0

∣∣∣2√2πψ̂θ (ω)
∣∣∣2

ω3
dωdθ (d’apr̀es le corollaire (2.1.1)

= 8π
∫ 2π

0

∫ ∞

0

∣∣∣ψ̂θ (ω)
∣∣∣2

ω3
dωdθ

∫ 2π

0
(ψθ)a,b·Θ(x ·Θ)dθ =

∫ 2π

0

1√
a
ψθ

(
x ·Θ− b ·Θ

a

)
dθ

=
√
a
1
a

∫ 2π

0
ψθ

(
x− b
a
·Θ
)
dθ =

√
a
(
R#ψ

)
a,b

(x)

Nous allons maintenant présenter plusieurs ḿethodes d’inversion de la transformée de Radon.

3.2.2 Inversion par des ḿethodes par ondelettes de type rétroprojection filtr ée en pŕesence
de donńees globales

3.2.2.1 Ŕetroprojection filtr ée d’une transformée en ondelettes 1D de la transforḿee de Radon

Cette premìere ḿethode áet́e sugǵeŕee par Walnut [99], et appliquée ensuitèa des donńees locales par
Olson et al. [78], comme nous le détaillerons plus loin. Elle consistèa calculer la d́ecomposition en on-
delettes 1D de chacune des projections, puisà appliquer la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee (FBP) aux
projections ainsi d́ecompośees.
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Proposition 3.2.1 (D́ecomposition en ondelettes 1D et FBP)
Soit f ∈ L2(R2), et ψ une ondelette admissible 1D.
Pour tout θ ∈ [0, 2π[, on écrit la transformée en ondelettes deRθf par rapport à ψ :

Rθf(s) =
∑
j,k

cj,k(θ)ψj,k(s)

où on a noté
cj,k(θ) =< Rθf, ψj,k >

Alors
f(x) =

1
√

2π
3

∑
j,k

∫ π

0
cj,k(θ)Λψj,k(x ·Θ)dθ

Preuve . La formule est obtenue simplement en injectant dans la formule de rétroprojection filtŕee
la décomposition en ondelettes de chacune des projections :

f(x) =
1
√

2π
3

∫ π

0
ΛRθf(x ·Θ)dθ =

1
√

2π
3

∫ π

0
Λ

∑
j,k

cj,k(θ)ψj,k

 (x ·Θ)dθ

=
1
√

2π
3

∑
j,k

∫ π

0
cj,k(θ)Λψj,k(x ·Θ)dθ

3.2.2.2 Reconstruction de la transforḿee en ondelettes 2D̀a partir de la transform ée de Radon

L’id ée consiste icìa reconstituer la transforḿee en ondelettes 2D de la fonction que l’on chercheà
reconstruire, avant m̂eme de reconstruire la fonction elle-même. Pour cela, ońetablit une relation entre les
coefficients en ondelettes 2D de la fonction et des coefficients en ondelette 1D de chacune des projections.
Dans cette approche, tout repose sur le choix des ondelettes qui interviennent respectivement dans chacun
des deux domaines. Nous allons voir dans la suite que l’on peut soit fixer l’ondelette 2D, et en déduire une
ondelette 1D adaptée, soit fixer une ondelette 1D, et en déduire une ondelette 2D adaptée. Ńeanmoins,
dans les deux cas, les formules que l’onétablit reposent sur la formule géńerale que nous avonsénonćee
dans la propríet́e (2.1.7) :

f ∗G = R# (Rf ∗ g)

avec

G = R#g oug =
1
4π

ΛRG

Nous pŕesentons maintenant chacune des deux stratégies.

Première stratégie : en fixant une ondelette 2D.
On choisit une ondelette 2D. C’est le choix qui est fait par exemple par Berenstein et al., dans [8].

Proposition 3.2.2 (Ondelette 2D fix́ee)
Si Ψ est une ondelette 2D, alors pour tout θ, la fonction ψθ = ΛRθΨ, définie dans le domaine de Fourier
par

ψ̂θ(ω) = |ω|Ψ̂(ωΘ)

est une ondelette admissible 1D, et on a, quels que soient l’échelle a et le point b,

WΨf(a,b) =
1
4π

1√
a

∫ 2π

0
Wψθ(Rθf)(a,b ·Θ)dθ =

1
4π

1√
a

∫ 2π

0
WΛRθΨ(Rθf)(a,b ·Θ)dθ (3.24)
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Preuve . 1. Ψ étant une ondelette admissible 2D, on sait, d’après le lemme (3.2.1), que pour toutθ,
Rθψ est une ondelette admissible. On s’intéresse ensuite, pour toutθ àΛRθΨ. On applique
alors les ŕesultats obtenus dans le lemme (3.2.2) : ici,∫ +∞

0

∣∣∣R̂θΨ(ω)
∣∣∣2 |ω|dω = 2π

∫ +∞

0

∣∣∣Ψ̂(ωΘ)
∣∣∣2 |ω|dω

Or on sait queΨ appartient̀aL2(R2) ; on a donc∫
R2

|Ψ̂(k)|2dk < +∞

avec ∫
R2

|Ψ̂(k)|2dk =
∫ 2π

0

∫ +∞

0

∣∣∣Ψ̂(ωΘ)
∣∣∣2 ωdωdθ

Le théor̀eme de Fubini permet de conclure que pour toutθ,
∫ +∞

0

∣∣∣Ψ̂(ωΘ)
∣∣∣2 ωdω < +∞, ce

qui montre queΛRθΨ est une ondelette admissible 1D.

2. La relation entre coefficients d’ondelettes entre les deux domaines s’obtient de la manière
suivante :

WΨf(a,b) = f ∗ (Ψa)σ(b) =
1
4π
R#

(
Rθf ∗ ΛRθ

(
(Ψa)σ

))
(b) d’apr̀es la propríet́e (2.1.7)

=
1
4π
R#

(
Rθf ∗ ΛRθ

((
Ψσ

)
a

))
(b)

=
1
4π

∫ 2π

0

(
Rθf ∗ ΛRθ

((
Ψσ

)
a

))
(b ·Θ)dθ

=
1
4π

1√
a

∫ 2π

0

(
Rθf ∗

(
ΛRθΨσ

)
a

)
(b ·Θ)dθ d’apr̀es (3.18) et (3.22)

=
1
4π

1√
a

∫ 2π

0

(
Rθf ∗

(
(ΛRθΨ)σ

)
a

)
(b ·Θ)dθ

=
1
4π

1√
a

∫ 2π

0
WΛRθΨ(Rθf)(a,b ·Θ)dθ

Application : calcul des coefficients d’ondelettes 2D dans une base orthonormée à partir de la
transformée de Radon

dj,k
def
= < f,Ψj,k >= WΨf(2−j , 2−jk)

=
1
4π

2
j
2

∫ 2π

0
WΛRθΨ(Rθf)(2−j , 2−jk ·Θ)dθ d’apr̀es (3.24)

=
1
4π

∫ 2π

0

(
Rθf ∗ ΛRθ

(
Ψσ

)
2−j

)
(2−jk ·Θ)dθ

=
1
4π
R#

(
Rθf ∗ ΛRθ

(
Ψσ

)
2−j

)
(2−jk)

en reprenant les résultats interḿediaires de la preuve ci-dessus.
En passant par le domaine de Fourier, dans lequel on dispose d’une forme explicite pour l’opérateurΛ,
cette dernìere expression se réécrit de la manìere suivante :
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dj,k =
1
4π

∫ 2π

0

(
Rθf ∗ ΛRθ

(
Ψσ

)
2−j

)
(2−jk ·Θdθ

=
1
4π

∫ 2π

0

1√
2π

∫ +∞

−∞
F
(
Rθf ∗ ΛRθ

(
Ψσ

)
2−j

)
(ω)ei2

−jωk·Θdωdθ

=
1
4π

∫ 2π

0

√
2π√
2π

∫ +∞

−∞
R̂θf(ω) ̂(

ΛRθ
(
Ψσ

)
2−j

)
(ω)ei2

−jωk·Θdωdθ d’apr̀es la propríet́e (A.0.4)

=
1
4π

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
R̂θf(ω)|ω| ̂(Ψσ

)
2−j

(ω)ei2
−jωk·Θdωdθ d’apr̀es la propríet́e (2.1.4)

=
1
√

2π
3

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
R̂θf(ω)|ω|Ψ̂2−j (−ωΘ)ei2

−jωk·Θdωdθ

où on voit apparâıtre une formule similairèa la formule de ŕetroprojection filtŕee, dans laquelle pour
chaque projection paraḿetŕee parθ, le filtre rampeω 7→ |ω| aét́e modifíe par le filtreω 7→ |ω|Ψ̂2−j (−ωΘ).

On ne connâıt pas toujours une expression analytique facilement manipulable deΨ ou Ψ̂ : pour y
remédier, on utilise les expressions des coefficients d’approximation utilisées dans les algorithmes non
pyramidaux d́etaillés plus haut en 1D (dans la propriét́e 3.1.5), et ǵeńeraliśes ici en 2D, pouŕecrire :

aJ−l[n] = aJ ∗ H̃l[2ln] =
1
2π

∫ π

−π

∫ π

−π
TFTD

(
aJ ∗ H̃l

)
(ξ)e2

liξ·ndξ

=
∫ π

−π

∫ π

−π
TFTD (aJ) (ξ)TFTD

(
H̃l

)
(ξ)e2

liξ·ndξ =
∫ π

−π

∫ π

−π
TFTD (aJ) (ξ)TFTD (Hl) (ξ)e2

liξ·ndξ

On veut calculer cette dernière expressioǹa partir de la transforḿee de Radon def ; pour cela, on va
utiliser le th́eor̀eme de coupe-projection (propriét́e 2.1.4), mais auparavant, on utilise l’estimation, vue
en (3.1.4.1), des coefficients d’approximation les plus fins par les valeurs du signal, pourécrire que :

TFTD(aJ)(ξ) =
1
2π

∑
aJ [n]e−iξ·n ' 1

2π

∑ 1
2J
f
( n

2J
)
e
−i n

2J
·2Jξ

' 2J

2π

∫
R2

f(u)e−i2
Ju·ξdu ' 2J f̂(2Jξ) =

1
h0
f̂

(
ξ

h0

)

en notanth0 =
1
2J

le pas choisi dans le domaine direct.

Ensuite, d’apr̀es le th́eor̀eme de coupe-projection, on a l’égalit́e, en coordonńees polaires,

∀ω, ∀Θ, f̂(ωΘ) =
1√
2π
R̂θf(ω)

Ici, la transforḿee de Radon est mesurée, pour chaque incidence, selon une grille régulìere, dont nous
noterons le pashs. On noteRθf [ ] le vecteur de mesures, pour lequel on peut calculer la transformée de
Fourierà temps discret.

TFTD (Rθf [ ]) (ω) =
1√
2π

∑
Rθf [n]e−inω =

1√
2π

∑
Rθf(nhs)e

−inhs ωhs

' 1√
2πhs

∫
Rθf(u)e−iu

ω
hs du =

1
hs
R̂θf

(
ω

hs

)
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Finalement, utilisant ces deux approximations, on a

aJ−l[n] ' 1
h0

∫ π

−π

∫ π

−π
f̂

(
ξ

h0

)
TFTD (Hl) (ξ)e2

liξ·ndξ

' 1
h0

∫ π

0

∫ Bh0

−Bh0

f̂

(
ω

h0
Θ
)

TFTD (Hl) (ωΘ)e2
liωΘ·nωdωdθ

on fait l’hypoth̀ese qu’on est dans les conditions de Nyquist :

on noteB la fréquence de coupure def en faisant l’hypoth̀ese queB ≤ π

2h0

=
1
h0

∫ π

0

∫ Bh0

−Bh0

f̂

(
ω

h0
Θ
)

TFTD (Hl) (ωΘ)e2
liωΘ·n|ω|dωdθ

=
1√
2π

1
h0

∫ π

0

∫ Bh0

−Bh0

R̂θf
(
ω

h0

)
TFTD (Hl) (ωΘ)e2

liωΘ·n|ω|dωdθ

' 1√
2π

hs
h0

∫ π

0

∫ Bh0

−Bh0

TFTD (Rθf [ ])
(
hs
h0
ω

)
TFTD (Hl) (ωΘ)e2

liωΘ·n|ω|dωdθ

ω′=hs
h0
ω

=
1√
2π

h0

hs

∫ π

0

∫ Bhs

−Bhs
TFTD (Rθf [ ]) (ω′)TFTD (Hl)

(
h0ω′

hs
Θ
)
e2
li
ω′Θ·nh0

hs |ω′|dω′dθ

On peut aussíecrire cette formule sous forme d’une rétroprojection filtŕee

aJ−l[n] '
∫ π

0
Q

(l)
θ

(
2lh0

hs
n ·Θ

)
dθ

avec

Qlθ(u) =
1√
2π

h0

hs

∫ π
2

−π
2

TFTD (Rθf [ ]) (ω)TFTD (Hl)
(
h0ω

hs
Θ
)
eiωu|ω|dω (3.25)

(le changement de bornes dans l’intégraleétant justifíe par le fait que dans les conditions de Nyquist

appliqúees cette fois-ci, pour toutθ, àRθf , qui estégalementB bande limit́ee, on aBhs ≤
π

2
)

On aboutit ainsi aux formules utilisées par Delaney et Bresler dans [27], Rashid, Berenstein et al.
dans [86], Bonnet et Peyrin dans [11]. Précisons maintenant comment elles peuvent concrètement̂etre
implément́ees.

Pour la phase de rétroprojection, on peut utiliser une formule de quadrature pour l’intégration en la
variableθ, comme dans le cas de la méthode de ŕetroprojection usuelle :

aJ−l[n] ' π

Nθ

Nθ∑
p=1

Q
(l)
θp

(
2lh0

hs
n ·Θp

)

Pour la phase de filtrage, on peut s’appuyer sur la transformée de Fourier rapide afin que les calculs soient
efficaces. Avec les normalisations choisies dans ce manuscrit, pour tout vecteur 1Dà support compact
(N indices), on a

TFD (g) [k] =
N−1∑
n=0

g[n]e−
2iπkn
N =

√
2πTFTD (g)

(
2πk
N

)
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et la formule (3.25) peut̂etre discŕetiśee de la manière suivante :

Q
(l)
θ (u)

ω= 2πk
N' 1√

2π
2π
N

h0

hs

∑
k

TFTD (Rθf [ ])
(

2πk
N

)
TFTD (Hl)

(
h0

hs

2πk
N

Θ
)
ei

2πku
N

∣∣∣∣2πkN
∣∣∣∣

=
√

2π
N

h0

hs

N
4∑

k=−N
4

+1

1√
2π

TFD (Rθf [ ]) [k]TFTD (Hl)
(

2πh0

hs

k

N
Θ
)
ei

2πku
N

∣∣∣∣2πkN
∣∣∣∣

Cette dernìere quantit́e peut alors se calculer par une transformée de Fourier discrète inverse, comme on
l’a présent́e dans le chapitre préćedent pour la ŕetroprojection filtŕee (proposition (2.2.1)).

Nous avons programḿe ces formules afin de pouvoir ensuite les tester sur des données locales. Nous
présentons ici deux exemples de reconstruction avec des données globales : dans le cas d’un carré (figure
3.4), et dans le cas du fantôme de Shepp et Logan (figure 3.5). Les tests ontét́e effectúes avec l’ondelette
de Daubechies̀a 2 moments nuls, et nous avons reconstruit la transformée en ondelettes séparable 2D de
profondeur 2, puis, par transformée en ondelettes inverse, l’image initiale.

FIG. 3.4 – Reconstruction de la transformée en ondelettes 2D̀a partir de la transforḿee de Radon :
en haut,̀a gauche, le fantôme initial, età droite, l’image obtenue après inversion de la transforḿee en
ondelettes 2D ; en dessous, le résultat de la reconstruction de la transformée en ondelettes 2D : sur la
premìere ligne, coefficients d’approximation au niveauJ − 2, et coefficients de d́etail au niveauJ − 2,
puis, sur la deuxième ligne, coefficients de détail au niveauJ − 1, où J désigne la ŕesolution la plus fine
(celle de l’image initiale). On a utiliśe des ondelettes de Daubechiesà 2 moments nuls.
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FIG. 3.5 – Reconstruction de la transformée en ondelettes 2D̀a partir de la transforḿee de Radon pour le
fantôme de Shepp et Logan : en haut,à gauche, le fantôme initial, età droite, l’image obtenue après in-
version de la transforḿee en ondelettes 2D ; en dessous, le résultat de la reconstruction de la transformée
en ondelettes 2D (m̂eme disposition que pour l’image préćedente). En dessous, une section de l’image
des coefficients, en gras (disposition classique pour les coefficients d’une analyse multirésolution), pour
comparer avec la transformée en ondelettes 2D calculée directement̀a partir de l’image (en pointillés).
Sur la dernìere ligne, les sections centrales horizontale et verticale des images reconstruites (en gras),
compaŕees au fant̂ome (en pointilĺe). On a utiliśe des ondelettes de Daubechiesà 2 moments nuls.
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Deuxième strat́egie : en fixant des ondelettes 1D.
Cette ḿethode áet́e propośee par Walnut dans [100]. Elle consisteà d́ecider de la nature des ondelettes

que l’on veut appliquer aux projections, pour en déduire une ondelette 2D adaptée.

Proposition 3.2.3 (Reconstruction d’une TO 2D par ŕetroprojection d’une famille d’ondelettes 1D[100] )
Soit (ψθ)θ une famille d’ondelettes admissibles sur R, telles que pour tout θ ∈ [0, π[, pour tout s ∈
[−1, 1], ψθ+π(−s) = ψθ(s) ; si les fonctions (ψθ)θ vérifient en outre la condition

∀θ, 0 <
∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂θ(ω)
∣∣∣2

ω3
dω < +∞ (3.26)

alors R#ψ est une ondelette admissible sur R2, et, pour toute fonction f ∈ L2(R2), les coefficients
d’ondelette de f par rapport à l’ondeletteR#ψ sont donnés par

WR#ψ(f)(a,b) =
1√
a

∫ 2π

0
Wψθ(Rθf)(a,b ·Θ)dθ

Preuve . La condition d’admissibilit́e aét́e vue dans le lemme (3.2.3). Pour les relations entre coef-
ficients, on peut́ecrire :

WR#ψ(f)(a,b)
def
= < f,

(
R#ψ

)
a,b

>

= < f,
1√
a
R# ((ψθ)a,b·Θ) > d’apr̀es (3.23)

=
1√
a

∫ 2π

0
< Rθf, (ψθ)a,b·Θ > dθ par d́efinition de l’oṕerateur adjoint

=
1√
a

∫ 2π

0
Wψθ(Rθf)(a,b ·Θ)dθ

La proposition pŕećedente impose une contrainte sur l’ondeletteψ avec laquelle on analyse les projec-
tions : elle doit v́erifier la condition d’admissibilit́e (3.26). La construction d’une ondelette 2D proposée
par Peyrin et al. dans [81] (dans des travaux indépendants de [100]) permet de contourner cette contrainte
suppĺementaire surψ, et de s’autoriser le choix de n’importe quelle ondelette admissible surR. En effet,
dans [81], les auteurs choisissent une famille d’ondelettes surR (ψθ), et analysent ensuite les projec-
tions non pas avec la famille(ψθ,a,b), mais avec la famille(Λψθ,a,b). En effet, dans ce cas-là, la condition
d’admissibilit́e surΨ (3.26) s’́ecrit

0 <
∫ ∞

0

∣∣∣Λ̂ψθ(ω)
∣∣∣2

ω3
dω =

∫ ∞

0

∣∣∣ψ̂θ(ω)
∣∣∣

ω
dω < +∞

condition qui n’est autre que la condition d’admissibilité sur chacune des ondelettes 1Dψθ. On peut
alors montrer que la famille de fonctions(Λψθ) est une famille d’ondelettes 1D, et ensuite, avec le même
proćed́e que dans [100], on peut reconstruire une transformée en ondelettes 2D : la fonctionR#Λψ est
une ondelette, et on peut calculer les coefficients comme ci-dessus :

WR#Λψ(f)(b, a) =
1√
a

∫ 2π

0
WΛψθ(Rθf)(a,b ·Θ)dθ

Les auteurs font alors deux remarques :
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1. si toutes les ondelettes 1D(ψθ) sont identiques (ie ind́ependantes deθ), touteśegales̀a une fonction
not́eeψ, et si cette fonctionψ est paire, alors l’ondelette 2D correspondante est radiale ;

2. le proćed́e permet de reconstruire une transformée en ondelettes directionnelle.

Explicitons le deuxìeme point (dans le cas où toutes les ondelettes 1D sont identiques)

1√
a
WΛψ(Rθf)(a,b ·Θ) =

1√
a
[(Λψ)a,b·Θ ,Rθf ] =

1√
a
< R∗θ

(
(Λψ)a,b·Θ

)
, f >

=
√
a < (R∗θ (Λψ))a,b , f >

avec, dans le cas où g est une fonction d́efinie sur le cylindre, ind́ependante de la variableθ :

R#
θ g(x) = g(0,x ·Θ) = g(0, r−θ(x) · e1) = R#

0 g(r−θ(x)) = (R#
0 g)θ(x)

et donc
1√
a
WΛψ(Rθf)(a,b ·Θ) =

√
a < (R#

0 Λψ)a,b,θ, f >

faisant ainsi apparaı̂tre, à une constante près, un coefficient d’ondelette dans une transformée en onde-
lettes directionnelle.
L’ondelette-m̀ere estR#

0 g ; c’est bien une ondelette admissible 2D, puisque, en remarquant que

R̂#
0 Λψ(k) =

1
2π

∫
R2

R#
0 Λψ(x)e−ix·kdx =

1
2π

∫
R2

Λψ(x1)e−ix·kdx = Λ̂ψ(k1)δ(k2) = ψ̂(k1)|k1|δ(k2)

on a ∫
R2

|R̂#
0 Λψ(k)|2

|k|2
dk =

∫
R2

|ψ̂(k1)|2|k1|2δ(k2)
k2

1 + k2
2

dk =
∫
R
|ψ̂(k1)|2dk1 = ‖ψ‖2L2(R2)

Finalement,
WΛψ(Rθf)(a,b ·Θ) = aWR#

0 Λψ(f)(a,b, θ)

Notons enfin que dans tous les cas, on dispose alors d’une formule d’inversion de la transformée de
Radon, puisqu’une fois que les coefficients d’ondelette 2D ontét́e calcuĺes, il suffit d’appliquer une
transforḿee en ondelettes inverse 2D.

Nous venons de présenter des ḿethodes d’inversion de la transformée de Radon faisant intervenir des on-
delettes, pour lesquelles on faisait l’hypothèse que la transforḿee de Radońetait compl̀etement connue.
Si le but de l’inversion est uniquement de reconstruire la fonction du domaine direct, alors, en présence
de donńees globales, recourir̀a des ḿethodes autres que la rétroprojection filtŕee ne se justifie pas. En
revanche, en présence de données globales, si l’on est intéresśe par une reconstruction multirésolution
de l’image finale, et non par l’image finale elle-même, alors les ondelettes présentent l’int́er̂et d’offrir
un acc̀es direct̀a cette decription multirésolution, sans passer par une phase de reconstruction de l’image.

Ici, notre objectif est autre : nous nous plaçons dans un contexte de données de Radon tronquées, et dans
la suite, nous allons exposer comment tirer parti des ondelettes dans ces circonstances.

3.2.3 Inversion de la transforḿee de Radon par ondelettes̀a partir de données locales

3.2.3.1 Moments nuls et localisation de l’inversion

Comme on l’a dit plus haut, le filtre rampe n’est pasà support compact dans le domaine direct, et par
conśequent, lors de la phase de filtrage de l’algorithme de rétroprojection filtŕee, toutes les valeurs de la
transforḿee de Radon sont mobilisées. Or, dans le problème int́erieur, par exemple, pour chaque projec-
tion Rθf , seules les valeurs{Rθf(s); s ∈ [−a, a]} sont disponibles (òu [−a, a] désigne un intervalle
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strictement inclus dans le support de la projection).

Les fen̂etres de ŕegularisation que l’on introduit dans l’algorithme de rétroprojection filtŕee localisent le
filtre rampe dans le domaine de Fourier, en tronquant, de manière plus ou moins régulìere, les hautes
fréquences. En revanche, elles n’ont aucun effet sur la singularité que porte le filtre rampèa l’origine
(ω 7→ |ω| est continue, mais pas dérivable en 0) : cette singularité est pŕeserv́ee lors de la ŕegularisation
et le support du filtre rampe régulariśe demeure non borné.

Dans la suite, nous allons nous intéresser̀a des ”modifications” supplémentaires du filtre rampe par
des convolutions par des ondelettes dans le but de localiser le filtre rampe dans le domaine direct. Les
ondelettes sont des fonctions de moyenne nulle, ou autrement dit, des fonctions oscillantes, propriét́e
que l’on quantifie par des attributs que l’on nommemoments nuls, et que l’on peut ŕesumer ainsi : plus
une fonction a de moments nuls, plus elle oscille. Or, comme on le précisera ensuite, convoler le filtre
rampe avec une fonction avec moments nuls permet de le régulariserà l’origine dans le domaine de
Fourier, ŕeduisant ainsi son support. Ou, d’un autre point de vue, convoler une fonction par le filtre
rampe n’́elargit ”pas trop” le support initial de la fonction. Cette propriét́e des fonctions̀a moments nuls
vis à vis du filtre rampe vont permettre de construire des ”filtres rampes modifiés” se pr̂etantà l’analyse
età la reconstruction locales de signaux, que l’on peut mettre en oeuvre dans des algorithmes directement
inspiŕes de l’algorithme de rétroprojection filtŕee.

Moments nuls PourN ∈ N, on dit que l’ondeletteψ aN moments nuls si ([65]) :

∀k = 0..N − 1,
∫ +∞

−∞
ψ(t)tkdt = 0

Or ∫ +∞

−∞
ψ(t)tkdt =

∫ +∞

−∞
ψ(t)tkeitωdt

∣∣∣∣
ω=0

avec∫ +∞

−∞
ψ(t)tkeitωdt =

∫ +∞

−∞

1
ik

dk

dωk
(
ψ(t)eitω

)
dt =

1
ik

dk

dωk

(∫ +∞

−∞
ψ(t)eitωdt

)
(en appliquant le th́eor̀eme de d́erivation des int́egralesà param̀etres [42])

=
√

2π
ik

dk

dωk

(
ψ̂
)

(ω)

et donc ∫ ∞

−∞
ψ(t)tkdt =

√
2π
ik

ψ̂(k)(0)

et doncψ aN moments nuls si et seulement si pour toutk = 0 · · ·N − 1, ψ̂(k)(0) = 0. En particulier, le
premier moment d’une fonction est sa moyenne :ψ a un moment nul si et seulement siψ̂(0) = 0.

Rappelons ici que par définition, une ondeletteψ est une fonction appartenantà L1(R) ∩ L2(R) qui
vérifie ∫ ∞

0

|ψ̂(ω)|2

ω
dω < +∞

Une ondeletteψ est donc, en particulier, une fonction telle que la fonctionω 7→ |ψ̂(ω)|2
ω est int́egrable

en źero. Ceci n’est possible que siψ̂(0) = 0. Toute ondelette est donc nécessairement une fonction de
moyenne nulle (et donc a au moins un moment nul).
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Moments nuls et filtre rampe Nous allons expliquer ici comment les moments nuls permettent de
résister (en terme d’élargissement du support)à l’action du filtre rampe, qui, rappelons-le, s’exprime
avec l’oṕerateurΛ dans le domaine direct (cf. chapitre 2).

Proposition 3.2.1 (D́ecroissance apr̀es application du filtre rampe et moments nuls)
Soit a > 0, et g une fonction avec N + 1 moments nuls, dont le support est inclus dans l’intervalle
[−a, a].
Alors, à l’extérieur de l’intervalle [−a, a],

|Λg(s)| ≤ 1
π

N + 2
|s− a|N+3

∫ a

−a

∣∣g(u)uN+1
∣∣ du

Si le premier moment est non nul, mais si les N suivants sont nuls

|Λg(s)| ≤ 1
πs2

+
1
π

N + 2
|s− a|N+3

∫ a

−a

∣∣g(u)uN+1
∣∣ du

Preuve . (d’apr̀es [86]) On fixes ∈ R, hors du support deg : s /∈ [−a, a].

Λg(s) = − 1
π

vp
(

1
x

)
∗ ∂sg(s) = − 1

π
< vp

(
1
x

)
, (τs∂sg)σ >

def= − 1
π

lim
ε→0

∫
|t|≥ε

g′(s− t)
t

dt (Cf. (??))

Or, pour toutε > 0,∫
|t|≥ε

g′(s− t)
t

dt =
[
−g(s− t)

t

]+∞

ε

+
[
−g(s− t)

t

]−ε
−∞
−
∫
|t|≥ε

g(s− t)
t2

dt

(car il existeA > 0 tel que : |t| ≥ A⇔ s− t /∈ [−a, a]⇔ g(s− t) = 0)

=
g(s− ε) + g(s+ ε)

ε
−
∫
|t|≥ε

g(s− t)
t2

dt

En notant alors qu’il existeεs > 0 tel que, pour toutε < εs, s− ε appartient̀a un voisinage des
hors du support[−a, a] def , on en d́eduit que

∀ε < εs, g(s− ε) = g(s+ ε) = 0

et donc

lim
ε→0

∫
|t|≥ε

g′(s− t)
t

dt = − lim
ε→0

∫
|t|≥ε

g(s− t)
t2

dt =
∫ s+a

s−a

g(s− t)
t2

dt cars > a

Par ailleurs, d’apr̀es la formule de Taylor-Lagrange, il existets ∈]s− a, s+ a[ tel que pour tout
t ∈]s− a, s+ a[,

g(s− t)
t2

=
g(s− t)

(s+ (t− s))2

= g(s− t)

(
N∑
k=0

(t− s)k

k!
(−1)k(k + 1)!

sk+2
+

(t− s)N+1

(N + 1)!
(−1)N+1(N + 2)!

tN+3
s

)

= g(s− t)

(
N∑
k=0

(k + 1)(s− t)k

sk+2
+

(N + 2)(s− t)N+1

tN+3
s

)
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et ∫ s+a

s−a

g(s− t)
t2

dt =
∫ s+a

s−a
g(s− t)

(
N∑
k=0

(k + 1)(s− t)k

sk+2
+

(N + 2)(s− t)N+1

tN+3
s

)
dt

=
N∑
k=0

k + 1
sk+2

∫ s+a

s−a
g(s− t)(s− t)kdt+

N + 2
tN+3
s

∫ s+a

s−a
g(s− t)(s− t)N+1dt

=
N∑
k=0

k + 1
sk+2

∫ +a

−a
g(u)ukdu+

N + 2
tN+3
s

∫ a

−a
g(u)uN+1du

=
N∑
k=0

k + 1
sk+2

∫ +∞

−∞
g(u)ukdu+

N + 2
tN+3
s

∫ a

−a
g(u)uN+1du carqg està support dans[−a, a]

Si g aN + 1 moments nuls,∫ s+a

s−a

g(s− t)
t2

dt =
N + 2
tN+3
s

∫ a

−a
g(u)uN+1du

et donc ∣∣∣∣− 1
π

∫ s+a

s−a

g(s− t)
t2

dt

∣∣∣∣ =
1
π

∣∣∣∣N + 2
tN+3
s

∫ a

−a
g(u)uN+1du

∣∣∣∣ ≤ 1
π

N + 2
|ts|N+3

∫ a

−a

∣∣g(u)uN+1
∣∣ du

≤ 1
π

N + 2
|s− a|N+3

∫ a

−a

∣∣g(u)uN+1
∣∣ du

Si le premier moment est non nul (avec
∫
g(t)dt = 1), et si lesN suivants le sont,∫ s+a

s−a

g(s− t)
t2

dt =
1
s2

+
N + 2
tN+3
s

∫ a

−a
g(u)uN+1du

et ∣∣∣∣− 1
π

∫ s+a

s−a

g(s− t)
t2

dt

∣∣∣∣ =
1
π

∣∣∣∣ 1
s2

+
N + 2
tN+3
s

∫ a

−a
g(u)uN+1du

∣∣∣∣
≤ 1

πs2
+

1
π

N + 2
|s− a|N+3

∫ a

−a

∣∣g(u)uN+1
∣∣ du

Les conśequences en tomographie locale sont les suivantes : si l’on fixe une ondelette 2D, on a vu plus
haut que l’on peut reconstruire les coefficients d’ondelettes 2D en appliquantà chaque projection le filtre
ΛRθΨ, qui, par rapport̀a la ŕetroprojection filtŕee, remplace le filtre rampe. L’idée est alors que si l’onde-
letteΨ a plusieurs moments nuls, alors pour toutθ, le support du filtreΛRθΨ est sensiblement le m̂eme
que le support deRθΨ ; par conśequent, au moins aux fineséchelles, c’est-̀a-dire tant que le support de
Ψ n’est pas plus large que le diamètre de la ŕegion d’exposition (̀a des marges près), alors on peut filtrer
les projections localement, et, par suite, on peut reconstruire localement les coefficients d’ondelettes.

Le deuxìeme point de la proposition préćedente est̀a la base des travaux de Rashid Farrokhi et al. dans
[86] : les auteurs ont constaté que certaines fonctions d’échelle ont un moment nul (pas le premier, puis-
qu’une fonction d’́echelle n’est pas de moyenne nulle, mais le suivant) ; par conséquent, les coefficients
d’échelle peuvent aussiêtre reconstruits par des filtres dont le support est contrôlé.

Dans l’exemple qui suit, nous illustrons le support, après application du filtre rampe, deΛRΨ, pour un
choix de l’ondelette chapeau mexicain 2D, puis deΛψ, pour des ondelettes de Daubechies : pour ces
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dernìeres, on constate bien que plus une ondelette a de moments nuls, moins son support estélargi par le
filtre rampe ; en revanche, on voit apparaı̂tre le compromis auquel on est confronté, car simultańement,
plus une ondelette a de moments nuls, plus son support initial est grand.

Exemple 3.2.1 (Chapeau mexicain)
Pour l’ondelette chapeau mexicain 2D, on a

Ψ(x) = Ψ(x1, x2) =
1√
2π

∆
(
e−

|x|
2

)
=

1√
2π

(x2
1 + x2

2 − 2)e−
x21+x22

2

et donc, dans le domaine de Fourier,

Ψ̂(k) = Ψ̂(k1, k2) = − 1√
2π

(k2
1 + k2

2)e
− k21+k22

2

On en déduit, par le théorème de coupe-projection, que

R̂θΨ(ω) =
√

2πΨ̂(ωΘ) = −ω2e−
ω2

2

puis, en appliquant le filtre rampe, on obtient :

Λ̂RθΨ(ω) = −|ω|3e−
ω2

2

On en déduit alors l’expression du filtre dans le domaine direct :

ΛRθΨ(s) =
1√
2π

∫ ∞

ω=−∞
Λ̂RθΨ(ω)eiωsdω = − 1√

2π

∫ ∞

−∞
|ω|3e−

ω2

2 eiωsdω

= − 2√
2π

∫ ∞

0
ω3e−

ω2

2 cos(ωs) dω

Cette dernière expression peut se réécrire de la manière suivante (grâce au logiciel Maple ) :

ΛRθΨ(s) = −
√

2
π

(
2− s2 − 1

2
e−

s2

2 erfi

(
s
√

2
2

)
√
πs
√

2(3− s2)

)

où on a noté erfi la fonction erreur imaginairedéfinie, pour tout réel s, par erfi(s) =
2√
π

∫ s

0
et

2
dt. On

trouvera une représentation de la fonction ΛRΨ en figure (3.6).
On trouvera également, en figure (3.7), les graphiques d’ondelettes de Daubechies superposées aux filtres
obtenus après application du filtre rampe, pour un nombre de moments nuls croissant. Ces graphiques
ont été obtenus grâce à la fonction MakeWavelet de la boı̂te à outils Wavelab .

3.2.3.2 Algorithmes essentiellement locaux

Nous pŕesentons ici une première classe d’algorithmes prenant en compte des données locales. Les al-
gorithmes expośes dans cette partie se placent dans un contexte où l’on s’intéressèa la reconstruction
d’une ŕegion d’int́er̂et, lorsquetoutesles valeurs de la transforḿee de Radon sont accessibles (ie au tra-
vers mais aussìa l’extérieur de la ŕegion d’int́er̂et). L’objectif est alors de faire le moins de mesures
possibles̀a l’extérieur de la ŕegion d’int́er̂et pour reconstruireexactementla région d’int́er̂et (a contrario,
dans la partie suivante, seules des données locales seront disponibles, et l’on essaiera alors de faire la
reconstruction la plus fid̀ele possible de la région d’int́er̂et, tout en sachant qu’une reconstruction exacte
est impossible). Ici, on parle donc d’algorithmesessentiellement locaux.
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FIG. 3.6 – Ondelette 1DΛRΨ assocíee à un chapeau mexicain 2DΨ (à titre de comparaison, on a
également traće, en pointilĺes, le graphe de l’ondelette chapeau mexicain 1D)
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FIG. 3.7 – OndelettesΛψ superpośees aux ondelettes initiales (tracées en figure (3.3)), pour les ondelettes
1D de Daubechies̀a 2, 3 et 5 moments nuls, et pour le chapeau mexicain 1D.
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Première méthode essentiellement locale : reconstruction avec résolution localiśee avec des ḿethodes
d’ondelettes 1D.

Cette ḿethode áet́e d́evelopṕee par T. Olson et J. DeStefano [78]. Elle s’appuie sur la formule d’inver-
sion vue dans la propriét́e (3.2.1), dans laquelle on injecte une décomposition de chacune des projections
dans la formule d’inversion par rétroprojection filtŕee : le filtre rampe porte alors sur chacune des onde-
lettes 1D, et les coefficients d’ondelettes qui interviennent sont ceux de la décomposition en ondelettes
1D de la transforḿee de Radon :

f(x) =
1
√

2π
3

∑
j,k

∫ π

0
cj,k(θ)Λψj,k(x ·Θ)dθ

où
cj,k(θ) =< Rθf, ψj,k >

L’id ée, qui exploite la “coh́erence” de la transforḿee de Radon en la variableθ, mentionńee au d́ebut du
chapitre 2, est la suivante : si on fixe un couple(j, k), alors pour une incidenceθ1 le coefficient d’onde-
lettecj,k(θ1) de la projectionRθ1f est peu diff́erent du coefficient d’ondelettecj,k(θ2) calcuĺe pour une
projection voisineRθ2f , ceciétant d’autant plus vrai que l’échellej est grossìere.

Cette affirmation, que nous justifierons brièvement ensuite, peutêtre illustŕee par la figure (3.8) : pour
un signal 1D donńe, on a traće, uneéchelle et une positiońetant fix́ee, l’évolution en fonction deθ des
coefficients d’ondelettes des projections ; chaque graphique est associé à uneéchelle, et pour chaque
échelle, on a traće les courbes pour quelques localisations du coefficient d’ondelette. Pour l’échelle la
plus grossìere (en haut̀a gauche), on calcule un seul coefficient d’ondelette pour chacune des projections,
et on constate qu’il ne varie pas d’une projectionà l’autre (ce qui est normal, puisque ce coefficient est
aussi la valeur moyenne de l’image, qui estégaleà la valeur moyenne de chacune des projections). En-
suite, de gauchèa droite puis de haut en bas, l’échelle devient plus fine, et l’on constate que plus l’échelle
augmente, plus les coefficients d’ondelettes varient d’une projectionà l’autre.

Sans la formaliser complètement (on pourra se reporterà [78] pour plus de d́etails) nous allons mainte-
nant donner une brève justification du lien qui existe entre l’échelle d’analyse et la vitesse de variation
des coefficients d’ondelettes d’une projectionà l’autre.

Pour unéechellej et une positionk fixées, le coefficient d’ondelette 1D de la projectionRθf estégalà

cj,k(θ) = < ψj,k,Rθf >=< ψ̂j,k, R̂θf > (3.27)

Or, on a vu dans la propriét́e (2.2.3) que la transforḿee de Radon peut s’écrire comme une combinaison
linéaire de produits tensoriels de polynômes ens par des fonctionscos et sin enθ :

Rf =
∑
l∈N

b l
2
c∑

m=0

2∑
ε=1

σl,l−2m < f, fl,l−2m,ε > gl,l−2m,ε

=
∑
l∈N

b l
2
c∑

m=0

2∑
ε=1

αl,l−2m,εw(s)Ul(s)Yl−2m(Θ)

Si l’on reprend le calcul (3.27), on peut doncécrire :

cj,k(θ) = < ψ̂j,k, R̂θf >=
∑
l∈N

b l
2
c∑

m=0

2∑
ε=1

αl,l−2m,ε < ψ̂j,k, ŵUl > Yl−2m(Θ)
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0 200 400
2.7773

2.7773

2.7773

2.7773

0 200 400
−2

0

2

4

0 200 400
−1

−0.5

0

0.5

0 200 400
−1

−0.5

0

0.5

0 200 400
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0 200 400
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0 200 400
−0.02

0

0.02

0.04

0 200 400
−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0 200 400
−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

FIG. 3.8 – Evolution des coefficients d’ondelettescj,k(θ) vus comme des fonctions deθ : chaque gra-
phique correspond̀a uneéchelle2j (j = 0, 1, · · · , 8), et pour chaquéechelle on a représent́e l’évolution
des coefficients pour quelques localisationsk.
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Or il s’avère que la transforḿee de Fourier du polyn̂ome de TchebycheffUl vérifie la relation suivante
[75] (p. 198) :

(̂wUl)(ω) = Cl
Jl+1(ω)

ω
où Cl est une constante, et où Jl+1 désigne la fonction de Bessel de première esp̀ece et de degré l + 1 ;
quel que soit l’entierl, la formule de Debye [75] permet d’affirmer queJl+1(ω) ' 0 dès que|ω| > l.

Pourψj,k fixée, on sait que sa transformée de Fourier est concentrée dans une (ou deux) bande(s) de
fréquences, d’autant plus proches de0 que l’échellej est grossìere ; par conśequent, pourj grossìere,

seuls les coefficients
(
< ψ̂j,k, ŵUl >

)
l∈N

assocíes auxpetitesvaleurs del sont non nuls (soitl ≤ l0),

et par conśequent, il ne subsiste dans la décomposition decj,k(θ) que des composantesYr(Θ) avec
r ≤ l0, c’està dire des composantes “basses fréquences”, qui varient peu en fonction deθ. En revanche,
quand l’́echellej va devenir plus fine, des composantesYrθ, avecr plus élev́e, vont apparâıtre dans la
décomposition decj,k(θ), de telle sorte que les variations en fonction deθ vont pouvoirêtre plus rapides.

De manìere plus pŕecise, dans [78], les auteurs utilisent le fait que la plus grande fréquence contenue dans
θ 7→ cj,k(θ) (à (j, k) fixés) est diviśee par deux quand on passe d’uneéchelleà l’échelle imḿediatement
plus grossìere, et s’appuyant sur la théorie de l’́echantillonnage de Shannon,évoqúee dans le chapitre 2,
en tirent le sch́ema de calcul suivant :

– à l’échelleJ la plus fine, on calcule pour chaque angleθ tous les coefficients d’ondelettes(cJ,k(θ))k
de la projectionRθf ;

– à l’échelleJ − 1, on calcule tous les coefficients d’ondelettes(cJ−1,k(θ))k seulementpour une
incidenceθ sur deux, et on en déduit la valeur des coefficients intermédiaires par interpolation
grâceà la formule de Shannon ;

– on continue ensuitèa l’échelleJ − 2, on calcule tous les coefficients d’ondelettes(cJ−2,k(θ))k
seulementpour une incidenceθ sur quatre ;

– · · ·
– à l’échelle la plus grossière (́echelle0), on calcule tous les coefficients d’ondelettes(c0,k(θ))k

seulementpour une incidenceθ sur2J .

Le sch́ema de mesures des données permettant de reconstruire une région int́erieure de rayona s’en
déduit :

– pour reconstruire les coefficientsà l’échelle la plus fineJ , il suffit de mesurer la transforḿee
de Radoǹa travers cette région, avec une margem en la variables correspondant au support de
l’ondeletteà cettéechelle la plus fine (marge permettant de reconstruire les coefficients d’ondelette
des projections au bord des segments[−a, a]).

– pour reconstruire les coefficientsà l’échelle suivanteJ−1, on peut ŕeduire la fŕequence d’́echantillonnage
angulaire d’un facteur2, et il faut doubler la marge pour reconstruire les coefficients au bord (le
support de l’ondelette est doublé) ; les mesures de la transformée de Radoǹa travers la ŕegion
intérieure sont de toute façon faites (cf.étape pŕećedente) : il suffit donc d’ajouter les mesures de
la transforḿee de Radon pour une incidence sur deux sur l’intervalle[−a− 2m,a+ 2m].

– on ŕeitère ce processus jusqu’à l’échelle la plus grossière (l’échelle 0), pour laquelle on effectue
des mesures de la transformée de Radoǹa travers tout l’objet (c’est-à-dire des mesures globales) ;
mais au lieu d’irradier les structures les pluséloigńees de la ŕegion d’int́er̂et pour chaque inci-
dence, on les irradie que pour une projection sur2J projection.

Nous illustrons cette technique par deux exemples, avec un algorithme programmé par nos soins.
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Exemple 3.2.2 (Reconstruction d’uńelément du noyauà partir de données essentiellement locales)
Nous reprenons l’exemple présenté dans [78]. On considère la fonction f définie dans le domaine de
Radon par

∀θ, Rf(Θ, s) = g(Θ, s)

où

g(Θ, s) =
{

1 si 1
16 < |s| ≤

1
32

0 sinon

(Par des arguments dits de consistance des données[75], on pourrait montrer que la fonction g est effec-
tivement dans l’image deR.)
Le sinogramme de g est présenté en haut à gauche en figure (3.9).
En appliquant l’algorithme de rétroprojection filtrée àRf , on obtient la fonction f , représentée au milieu
à gauche en figure (3.9).

Si on choisit comme région d’intérêt le disque de rayon
1
16

du domaine direct, alors, comme dans
l’exemple présenté en figure (2.16), la fonction f appartient au noyau de la transformée de Radon
intérieure. Pour autant, elle n’est pas nulle à l’intérieur de la région d’intérêt. Un algorithme d’inver-
sion locale qui s’appuierait sur des données strictement locales conduirait à une reconstruction nulle
dans la région d’intérêt. Ce n’est pas le cas avec l’algorithme essentiellement local présenté ici. A droite
en figure (3.9), on trouvera en haut les données essentiellement locales retenues dans le sinogramme
en vue de l’inversion, et au milieu la reconstruction obtenue (on a utilisé des ondelettes de Daubechies
D6). Sur la dernière ligne sont tracées les sections centrales de ces reconstructions : on constate que la
fonction est reconstruite dans la région d’intérêt de manière similaire avec les deux méthodes.

Nous proposons un deuxième exemple, avec une région int́erieure choisie dans le fantôme de Shepp et
Logan.

Exemple 3.2.3 (Reconstructioǹa partir de données essentiellement locales pour le fantôme de SL)
Avec la même technique que dans l’exemple précédent, on reconstruit une région intérieure dans le
fantôme de Shepp et Logan, à partir d’un sinogramme complet au travers de la région d’intérêt, et sous-
échantillonné pour les données extérieures (à droite sur la première ligne en figure (3.10)). La recons-
truction obtenue à partir de données essentiellement locales est présentée sur la 2ème colonne, avec un
zoom sur la région d’intérêt, et la section centrale présentée à gauche sur la dernière ligne : on parvient
à une reconstruction correcte dans la région d’intérêt, la densité du fantôme étant quasiment atteinte.

A titre de comparaison, on a représenté le résultat obtenu avec la méthode de rétroprojection filtrée
basée sur des données strictement locales. Comme on l’a dit dans le chapitre 2, cette méthode présente
une qualité d’image très satisfaisante (même si elle ne permet pas d’atteindre aussi bien la densité dans
la région d’intérêt que la méthode essentiellement locale, elle permet de visualiser très clairement les
différentes structures).

Deuxième ḿethode essentiellement locale : reconstruction avec résolution localiśee avec des ḿethodes
d’ondelettes 2D.

Cette ḿethode áet́e propośee par Delaney et Bresler [27].
On se place dans le cadre d’une analyse multirésolution orthonorḿee deL2(R2) ; étant donńe une ŕegion
d’intér̂et, les auteurs proposent de reconstruire l’image globaleà basse ŕesolution, et de lui ajouter ensuite
les seuls d́etails permettant de reconstruire la région d’int́er̂et (et seulement celle-ci)̀a haute ŕesolution.
De plus, par des observations similairesà celles que nous venons de détailler dans la ḿethode pro-
pośee par Olson et DeStefano, les auteurs tirent partis du contenu fréquentiel des diff́erentessous-bandes
d’images petit̀a petit ajout́ees pour ŕeduire la quantit́e de mesures de la transformée de Radon effectuées :
les coefficients aux́echelles grossières sont calculésà partir de mesures effectuées pour des incidences
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FIG. 3.9 – Reconstruction d’uńelément du noyau de la transformée de Radon intérieure :à gauche,
la reconstruction obtenue par rétroprojection filtŕee avec des données globales ;̀a droite, la reconstruc-
tion obtenuèa partir du sinogramme essentiellement local ; comme on peut le constater sur les sections
centrales figurant sur la dernière ligne, la fonction est reconstruite dans la région d’int́er̂et de la m̂eme
manìere avec les deux ḿethodes.
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FIG. 3.10 – Reconstruction d’une région int́erieure du fant̂ome de Shepp et Logan : en haut, le sino-
gramme complet, puis le sinogramme essentiellement local. Ensuite, sur la 1ère colonne, sont représent́es
le fant̂ome et un zoom sur la région d’int́er̂et ; sur la 2̀eme colonne, la reconstruction obtenueà partir de
donńees essentiellement locales, avec la section centraleà gauche sur la dernière ligne : on parvient̀a
une reconstruction correcte dans la région d’int́er̂et, la densit́e exactéetant quasiment atteinte. A titre de
comparaison, on a représent́e le ŕesultat obtenu avec la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee baśee sur des
donńees strictement locales.
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espaćees, puis, d’́echelle plus fine eńechelle plus fine, la quantité d’angles pour laquelle on effectue les
mesures est multipliée par deux ; ainsi, il y a,̀a peu pr̀es, seulement au travers de la région d’int́er̂et que
l’on mesure la transforḿee de Radon autant que pour la méthode de ŕetroprojection filtŕee.

Les formules utiliśees dans cette ḿethode ont́et́e explicit́ees plus haut dans le paragraphe (3.2.2.2).

3.2.3.3 Algorithmes strictement locaux

A la diff érence des algorithmes qui viennent d’être pŕesent́es, on se place dans le contexte où seules des
donńees locales ont́et́e mesuŕees (autrement dit aucune donnée extra-locale n’est disponible).

Ces algorithmes s’appuient sur les formules de reconstruction de coefficients en ondelette 2Dénonćees
dans le paragraphe (3.2.2.2). Ils consistentà reconstruire les coefficients de détail d’une analyse en on-
delette 2Dà partir des donńees locales, en se limitantà uneéchelle suffisamment fine pour que les filtres
discrets 1D modifíes par le filtre rampe aient leur support inclus dans la largeur de projections dispo-
nibles (en pratique, dans [86, 11], un seul niveau de décomposition est calculé). Dans [86], les auteurs
se placent dans le cadre d’une analyse multirésolution orthonorḿee, et reconstruisent donc trois familles
de coefficients de d́etail, alors que dans [11], les auteurs reconstruisent les coefficients de détail d’une
analyse multiŕesolution quinconce, soit une seule famille.

Nous pŕesentons en figure (3.11) et (3.12) les résultats que nous avons obtenus en programmant cette
méthode dans le cas orthonormé, pour l’exemple du fantôme de Shepp et Logan (taille256× 256), pour
une ŕegion d’exposition de rayon32 pixels, et ceci pour deux ondelettes : l’ondelette de Daubechiesà 2
moments nuls, et l’ondelette de Daubechiesà 4 moments nuls. Les résultats obtenus sont visuellement
similairesà ceux qui son proposés par Berenstein et Walnut dans [8], dans des travaux qui préćedaient
[86]. Dans les deux cas, on constate que les coefficients de détail sont reconstruits comme si l’on appli-
quait le m̂eme algorithme avec des données globales au coeur de la région d’exposition.

On est toutefois conduit̀a remarquer que l’on voit apparaı̂tre des marges entre la région correctement
reconstruite et la région d’exposition qui représentent presque la moitié du rayon d’exposition. En ef-
fet, même si l’ondelette de Daubechies D2 correspondà un filtre discret de largeur 4, son support après
filtrage par le filtre rampe estétendu. Dans le deuxième cas, l’ondelette a certes plus de moments nuls,
mais le fait que son support initial soit plus large fait qu’après filtrage par le filtre rampe, la largeur de
donńees mobiliśees pour reconstruire correctement un coefficient resteétendue.

Cette ḿethode de reconstruction des coefficients d’ondelettes aux fineséchelles áet́e prolonǵee dans
[86], puis reprise dans [11], en s’appuyant sur la remarque que nous avonsévoqúee au paragraphe
(3.2.3.1) : certains filtres d’échelle pŕesentent la propriét́e d’avoir des moments nuls (pas le premier,
mais plusieurs suivants), et de ce fait, sonta priori peu sensibles au filtre rampe. Dans ces travaux, les
auteurs choisissent donc des filtres d’échelle de ce type, et affirment pouvoir reconstruireessentiellement
localement les coefficients d’échelle (au premier niveau de décomposition), dans la région d’int́er̂et, à
partir de donńees locales. Ils obtiennent des reconstructions où la différence entre la fonction reconstruite
et le fant̂ome initial dans la ŕegion d’int́er̂et està peu pr̀es une constante.

Nous avons reproduit ces expériences avec l’ondelette de Daubechiesà 2 moments nuls, quia priori
ne fait pas partie des ondelettes préconiśees dans les travaux que nous venons de citer. Nous parvenons
également̀a une reconstruction dans la région d’int́er̂et qui diffère “̀a peu pr̀es” d’une constante avec le
fantôme initial, comme on pourra le voir en figure (3.13). Il nous semble qu’en fait ceciétait pŕevisible,
et ne d́epend pas du choix de l’ondelette (et des moments nuls associés aux coefficients d’échelle), car
nous pensons qu’en ajoutant les coefficients d’échelle, la fonction obtenue après inversion de la trans-
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FIG. 3.11 – Inversion de la transformée de Radoǹa partir de donńees strictement locales : reconstruction
des coefficients de détail à l’échelleJ−1 de la transforḿee en ondelettes 2D̀a partir de la transforḿee de
Radon mesuŕee au travers du disque de rayon 32 pixels dans le fantôme de Shepp et Logan de taille256×
256 (région d’exposition matérialiśee par les deux segments verticaux). En haut, l’image obtenue après
transforḿee en ondelettes inverse, avec un zoom sur la région d’exposition. En bas, la section centrale
et horizontale de l’image des coefficients de détails verticaux : en trait́epais,à partir de l’inversion de
donńees locales ; pour comparaison : en pointillésà partir de l’inversion de données globales, et en trait
plein, fin, dans la transforḿee en ondelettes 2D calculée directement sur le fantôme initial (sans passer
dans le domaine deRadon). On a utilisé une ondelette de Daubechiesà 2 moments nuls. Au coeur de la
région d’int́er̂et, les coefficients de détail sont reconstruits comme si l’on avait des données globales (la
courbe en trait gras est confondue avec la courbe en pointillés).
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FIG. 3.12 – Inversion de la transformée de Radoǹa partir de donńees strictement locales : comparaison
avec la figure pŕećedente, pour une ondelette de Daubechies avec plus de moments nuls que dans le cas
préćedent (4 moments nuls) : il existe toujours une zone au coeur de la région d’int́er̂et dans laquelle on
peut reconstruire les coefficients de détail à partir des donńees locales comme en présence de données
globales, mais cette zone est moins large que dans le cas préćedent.
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formée en ondelettes 2D n’est autre que la fonction que l’on aurait obtenue en appliquant directement
la rétroprojection filtŕee sur des données tronqúees, les diff́erences de qualité de reconstruction que les
auteurs obtiennent par exemple dans [11] s’expliquant par la différence de largeur du support des filtres
apr̀es application du filtre rampe.
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FIG. 3.13 – Inversion de la transformée de Radon en présence de données locales, avec ajout des co-
efficients d’́echelle, pour l’ondelette de Daubechiesà 2 moments nuls. En haut, l’image obtenue après
reconstruction, et zoom sur la région d’int́er̂et. Ensuite, une section dans l’image des coefficients (même
codage que dans les images préćedentes), et en bas, les sections centrales des reconstructions, avec com-
paraison avec la reconstruction obtenue quand on utilise la rétroprojection filtŕee sur des données locales :
les reconstructions sont confondues.
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3.3 Inversion de la transformée de Radon bruit́ee par méthodes multíechelles

Les ḿethodes que nous allons présenter dans cette partieétaient motiv́ees au d́epart par la ŕesolution de
probl̀emes inverses̀a partir de donńees bruit́ees : c’est dans ce contexte que la transformée en ondelettes-
vaguelettes áet́e d́evelopṕee par D. Donoho.
Dans la fouĺee, d’autres familles multiéchelles ont́et́e construites, sur le m̂eme mod̀ele, c’est-̀a-dire avec
des liens forts avec le domaine de Radon. Leurs différences ŕesident dans le fait que l’objectif est de four-
nir des repŕesentations efficaces de classes d’images dans lesquelles la “géoḿetrie” est forte, c’est-̀a-dire
des images ŕegulìeres sur des domaines eux-mêmes d́elimités par des frontières ŕegulìeres.

Nous allons dans la suite présenter ces transformées, en les abordant sous l’angle des apports du domaine
de Radon pour leur compréhension.

3.3.1 Concept fondateur : la transforḿee en ondelettes-vaguelettes

La décomposition en ondelettes-vaguelettes d’un problème inverse áet́e introduite au d́ebut des anńees 90
par Donoho [30], òu elle est pŕesent́ee comme une alternativeà la d́ecomposition en valeurs singulières,
conçue pour permettre l’inversion de certains opérateurs d’inverse non borné en pŕesence de données
bruitées. Un des oṕerateurs concernés est la transforḿee de Radon. Ici, nous présentons la transforḿee
en ondelettes-vaguelettes dans ce cas particulier.

Comme on l’a vu dans le chapitre préćedent, dans le paragraphe (2.2.4.2), la décomposition en valeurs
singulìeres consistèa travailler dans deux familles orthonormées(fλ)λ∈Λ et (gλ)λ∈Λ, appartenant res-
pectivement̀a l’espace direct et̀a l’espace des projections, et que l’on construit avec les vecteurs propres
de l’opérateurRR∗. En notant

(
σ2
λ

)
λ∈Λ

les valeurs singulières deRR∗ (elles sont positives), on a vu
dans le paragraphe (2.2.4.2) que l’on peut décomposer ainsi toute fonctionf de l’espace direct selon

f =
∑
λ∈Λ

< f, fλ > fλ

où

< f, fλ >=
1
σλ

[Rf, gλ]

tandis que la transforḿee de Radon def s’écrit

Rf =
∑
λ∈Λ

σλ < f, fλ > gλ

Comme on l’a dit dans le chapitre préćedent, la sṕecificité de la d́ecomposition en valeurs singulières
réside dans le fait que les deux familles(fλ)λ∈Λ et (gλ)λ∈Λ sont simultańement orthonorḿees. On dit
souvent qu’avec la d́ecomposition en valeurs singulières, ondiagonalise l’oṕerateurR, fournissant ainsi
une modalit́e d’inversion efficace de la transformée de Radon (au sens où un coefficient dans une base or-
thonorḿee de l’espace de Radon fournit directement un coefficientégalement dans une base orthonormée
de l’espace direct). Mais il y a un inconvénient : la base orthonorḿee de l’espace direct est imposée (par
l’opérateur, iciR) : c’est la base orthonorḿee forḿee des vecteurs propres de l’opérateurRR∗. Or il
s’avère que cette base peut se prêter “plus ou moins bien”̀a une repŕesentation des signauxf manipuĺes ;
Donoho, repris par Candès, rappellent que les ḿethodes de régularisation de la d́ecomposition en valeurs
singulìeres [75] consistent̀a introduire une fen̂etrew, qui conduità ne conserver que les termes de la
somme associées aux plus grandes valeursσλ (pouréviter que le bruit́eventuel ne soit trop amplifié dans

la formule
∑
λ

1
σλ

[Rf, gλ]fλ)

fw =
∑
λ

wλ
σλ

[y, gλ]fλ
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Or faire ceci revient, dans la décomposition en valeurs singulières,à supprimer les termes associés aux
grandes fŕequences ; pour des images dont l’information est en grande partie concentrée dans la locali-
sation des bords, cette stratégie n’est pas optimale [16].

L’objectif des concepteurs de la transformée en ondelettes-vaguelettesétait de trouver un mode de
décomposition pŕeservant la facilit́e des relations entre coefficients des deux domaines, tout en s’au-
torisant le choix d’une base orthonormée d’ondelettes comme fonctions de base dans la décomposition
du domaine direct (par exemple pour disposer ensuite des algorithmes existants pour débruiter des si-
gnaux) ; sur le premier point, on dit parfois que la décomposition en ondelettes-vaguelettes réussità
fournir une d́ecompositionquasi diagonalede l’opérateurRR∗.

Construction d’un inverse faible On a vu dans le chapitre préćedent, dans le paragraphe (2.2.1.2),
que la transforḿee de Radon n’admet pas d’inverse borné lorsqu’elle est vue comme un opérateur entre
espacesL2, et qu’il faut avoir recours̀a l’espace de SobolevH

1
2 (S1 ×R) pour y reḿedier. Or en pra-

tique, on consid̀erera souvent que la transformée de Radon est corrompue par un bruit dont on contrôlera
le niveau en normeL2. La méthode propośee par D. Donoho consiste dans un premier tempsà construire
un inversefaiblede la transforḿee de Radon, pour lequel on pourra garantir la stabilité en normeL2.

Plus pŕeciśement, on part d’une base orthonormée d’ondelettes du domaine direct, dans laquelle on peut
décomposer tout signalf selon

f =
∑
λ∈Λ

< f,Ψλ > Ψλ

et pour laquelle on va reconstruire chacun des coefficients en ondelettes< f,Ψλ > à partir de la trans-
formée de Radon. L’id́ee consiste alors̀a voir chaque coefficient< f,Ψλ > comme le ŕesultat d’un
opérateurcλ appliqúe à f . Dans ces conditions, la reconstruction d’un coefficientà partir de la trans-
formée de Radon est stable - le but cherché - si et seulement si il existe une constanteCλ positive,
assocíe à l’opérateurcλ, telle que pour toute fonctionf , on puisséecrire

|cλ(f)| = |< f,Ψλ >| ≤ Cλ‖Rf‖L2 (3.28)

Dans [30], D. Donoho s’appuie sur le fait que cette majoration est vérifiée d̀es queΨλ ∈ Im(R∗), où,
comme pŕećedemment,R∗ désigne l’oṕerateur adjoint deR (opérateur de ŕetroprojection). En effet, si
on note alorsψλ la fonction d́efinie sur le cylindreS1 ×R et vérifiantR∗ψλ = Ψλ, on a alors

|< f,Ψλ >| = |< f,R∗ψλ >| = |< Rf, ψλ >|

et l’inégalit́e de Cauchy-Schwarz permet d’écrire

|< Rf, ψλ >| ≤ ‖ψλ‖2‖Rf‖2 (3.29)

ce qui donne finalement

∀f, |cλ(f)| = |< f,Ψλ >| ≤ Cλ ‖Rf‖2 oùCλ = ‖ψλ‖2

Si pour toutλ, la conditionΨλ ∈ Im(R∗) est v́erifiée, alors on dit queR est faiblement inversible dans
la base(Ψλ), et on a, au sens de la convergence en normeL2,

f =
∑
λ

< Rf, ψλ > Ψλ (3.30)
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On peut expliciter chacune des fonctionsψλ : comme on l’a vu dans le chapitre préćedent, avec la
formule d’inversion de la transforḿee de Radon par rétroprojection filtŕee, pour que la fonctionψλ vérifie
R#ψλ = Ψλ, il suffit que

ψλ =
1
4π

ΛRΨλ

ce qui, via le domaine de Fourier, s’écrit

∀(θ, s) ∈ [0, 2π[×R, ψλ(θ, s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
(̂ψλ)θ(ω)eiωsdω =

1√
2π

∫ ∞

−∞

1
4π
|ω|R̂θΨλ(ω)eiωsdω

=
1
4π

∫ ∞

−∞
Ψ̂λ(ωΘ)|ω|eiωsdω (d’apr̀es la propríet́e (2.1.4))

Une fois chacune des fonctionsψλ définie, on s’int́eressèa la structure de la famille ainsi construite (dans
la décomposition en valeurs singulières, on a une base orthornormée aussi dans le domaine de Radon) ;
ici ce n’est pas le cas de la famille(ψλ)λ, comme nous allons l’expliquer ensuite.

Syst̀emes de d́ecomposition dans le domaine de RadonOn se donne donc une famille orthonormée
d’ondelettes permettant de décomposer toute fonctionf ∈ L2(R2) sous la forme

f =
∑
λ∈Λ

< f,Ψλ > Ψλ

et on choisit une famille(ψλ) de fonctions d́efinies sur le cylindre telles que pour toutλ, Ψλ = R#ψλ,
de telle sorte que

∀λ ∈ Λ, < f,Ψλ >=< f,R#ψλ >= [Rf, ψλ]

Chaque coefficient< f,Ψλ > de la d́ecomposition def dans la base orthonormée(Ψλ)λ du domaine
direct peut donĉetre obtenu par un produit scalaire avec unélémentψλ du domaine de Radon. L’atout
de la d́ecomposition en valeurs singulières ŕesidait dans le fait que les atomes d’analyse dans le domaine
de Radon formaient aussi une base orthonormée, et donc que les coefficients[Rf, ψλ] apportaient une
repŕesentation complète et sans redondance deRf . Ici, ce n’est pas le cas de la famille(ψλ)λ, qui, telle
qu’elle est d́efinie, n’a aucune raison d’être orthonorḿee. Ńeanmoins, nous allons voir dans la suite qu’à
défaut d’une base orthonormée, on peut,̀a l’aide de la famille(RΨλ)λ, disposer d’une base de Riesz de
l’espace des projections, que l’on sait couplerà une autre base de Riesz, telles que les deux bases soient
biorthogonales.

En effet, si l’on consid̀ere la famille de fonctions(RΨλ)λ∈Λ définies sur le cylindreS1 × R, alors,
exploitant le caractère orthonorḿee de la famille(Ψλ)λ, on a

∀(λ, λ′) ∈ Λ, [ψλ,RΨλ′ ] =< R#ψλ,Ψλ′ >=< Ψλ,Ψλ′ >= δλ,λ′

Les deux familles(RΨλ)λ∈Λ et (ψλ)λ∈Λ sont donc biorthogonales, et formellement, en appliquant
l’opérateurR dans la relation (3.30), on obtient

Rf =
∑
λ

< Rf, ψλ > RΨλ

On peut alors montrer que, convenablement normalisées, les familles(RΨλ)λ∈Λ et (ψλ)λ∈Λ constituent
chacune une base de Riesz deL2(S1 × R). Pour cela, on calcule d’abord la norme de chacune des
fonctionsψλ. On se place ici dans le cas où l’ensembleΛ qui sert à indexer la famille d’ondelettes
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du domaine direct est, comme c’est le cas avec les analyses multirésolutions śeparables, de la forme
Λ = {(j,k, ε) ∈ Z×R2 × {1, 2, 3}} ; on a ainsi

∀(j,k, ε) ∈ Λ, Ψj,k,ε(x) = 2jΨ(2jx− k) = Ψ2−j ,2−jk(x)

On peut alors faire apparaı̂tre trois fonctions m̀eres, de la manière suivante :

∀λ ∈ Λ, ψλ(Θ, s) = ψj,k,ε(Θ, s) =
1
4π

ΛRΨj,k,ε(Θ, s)

On applique alors successivement (3.18) et (3.22), avec comme facteur de dilationa = 2−j , et comme
vecteur de translationb = 2−jk, et on obtient

∀λ ∈ Λ, ψλ(Θ, s) =
1
4π

2jΛRΨ0,0,ε(θ, 2js− k ·Θ) (3.31)

soit

∀λ ∈ Λ, ψλ(Θ, s) = 2jψ0,0,ε(Θ, 2js− k ·Θ)

où on a not́eψ0,0,ε la fonction d́efinie surS1 ×R par

ψ0,0,ε(Θ, s) =
1
4π

ΛRΨ0,0,ε(Θ, s) =
1
4π

ΛRΨ[ε](Θ, s)

On peut alors calculer la norme de chacune des fonctionsψλ = ψj,k,ε : pour toutλ ∈ Z × R2 ×
{1, 2, 3},

‖ψλ‖2 = ‖ψj,k,ε‖2 =
∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
|ψj,k,ε(Θ, s)|2 dsdθ =

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
22j
∣∣ψ0,0,ε

(
Θ, 2js− k ·Θ

)∣∣2 dsdθ
=

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
2j
∣∣ψ0,0,ε

(
Θ, s′

)∣∣2 ds′dθ = 2j‖ψ0,0,ε‖2

et donc
‖ψλ‖ = 2

j
2 ‖ψ0,0,ε‖

On peut donc construire une premìere famille de fonctions normaliśees, en posant

∀λ ∈ Λ, uλ = 2−
j
2ψλ, oùψλ =

1
4π

ΛRΨλ

De même, en appliquant (3.18), on a

∀λ ∈ Λ, RΨλ(Θ, s) = RΨj,k,ε(Θ, s) = RθΨ[ε](2js− k ·Θ)

et

‖RΨλ‖2 =
∫ 2π

0

∫ ∞

−∞

∣∣RθΨ0,0,ε(2js− k ·Θ)
∣∣2 dsdθ =

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
2−j

∣∣RθΨ0,0,ε(s′)
∣∣2 ds′dθ = 2−j‖RθΨ[ε]‖2

et donc
‖RΨλ‖ = 2−

j
2 j‖RθΨ[ε]‖

On peut donc construire une seconde famille de fonctions normalisées, en posant

∀λ ∈ Λ, vλ = 2
j
2RΨλ
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Au passage, on peut noter que la relation de biorthogonalité entre les familles(ψλ) et (RΨλ) est
conserv́ee, puisque l’on a

∀(λ, λ′) ∈ Λ2, [uλ, vλ′ ] = [2−
j
2ψλ, 2

j′
2 RΨλ′ ] = 2

j′−j
2 [ψλ,RΨλ′ ] = 2

j′−j
2 δλ,λ′ = δλ,λ′

A ce stade, on dispose donc de deux familles définies sur le cylindreS1×R, (uλ)λ et(vλ)λ, normaliśees
et biorthogonales. On peut alors montrer que chacune d’elles est une base de Riesz deL2(S1×R) : pour
cela, Donoho a recours̀a deux autres familles, que nous noterons dans la suite(w+

λ )λ et (w−λ )λ, définies
dans le domaine direct, que Meyer appelle desvaguelettes. Pŕecisons tout ceci.

Tout d’abord, on peut remarquer que, pour tout couple(λ, λ′) ∈ Λ2,

[uλ, uλ′ ] =
∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
uλ(Θ, s)uλ′(Θ, s)dsdθ =

1
16π2

2−
j+j′

2

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
ΛRθΨλ(s)ΛRθΨλ′(s)dsdθ

=
1

16π2
2−

j+j′
2

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
̂(ΛRθΨλ)(ω) ̂(ΛRθΨλ′)(ω)dωdθ (d’apr̀es la propríet́e A.0.5)

=
1

16π2
2−

j+j′
2

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
|ω|2R̂θΨλ(ω)R̂θΨλ′(ω)dωdθ

=
1
8π

2−
j+j′

2

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
|ω|2Ψ̂λ(ωΘ)Ψ̂λ′(ωΘ)dωdθ (d’apr̀es la propríet́e 2.1.4)

=
2
8π

2−
j+j′

2

∫
R2

|k|Ψ̂λ(k)Ψ̂λ′(k)dk =
1
4π

2−
j+j′

2

∫
R2

(
|k|

1
2 Ψ̂λ(k)

)(
|k|

1
2 Ψ̂λ′(k)

)
dk

=
1
8π

< ŵ+
λ , ŵ

+
λ′ >=

1
8π

< w+
λ , w

+
λ′ >

où on a pośe

w+
λ (x) =

1
2π

2−
j
2

∫
R2

|k|
1
2 Ψ̂λ(k)eik·xdk (3.32)

De même,

[vλ, vλ′ ] = 2
j+j′

2

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
RθΨλ(s)RθΨλ′(s)dsdθ = 2

j+j′
2

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
̂(RθΨλ)(ω) ̂(RθΨλ′)(ω)dωdθ

= = 2π 2−
j+j′

2

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
Ψ̂λ(ωΘ)Ψ̂λ′(ωΘ)dωdθ = 4π 2−

j+j′
2

∫
R2

1
|k|

Ψ̂λ(k)Ψ̂λ′(k)dk

= 4π 2−
j+j′

2

∫
R2

(
|k|−

1
2 Ψ̂λ(k)

)(
|k|−

1
2 Ψ̂λ′(k)

)
dk = 4π < ŵ−λ , ŵ

−
λ′ >

= 4π < w−λ , w
−
λ′ >

où on a pośe

w−λ (x) =
1
2π

2
j
2

∫
R2

|k|−
1
2 Ψ̂λ(k)eik·xdk (3.33)

On peut d̀esà pŕesent remarquer que les familles(w+
λ ) et (w−λ ) sont biorthogonales ; en effet

∀(λ, λ′) ∈ Λ2, < w+
λ , w

−
λ′ >=< ŵ+

λ , ŵ
−
λ′ >=

∫
R2

|k|
1
2 Ψ̂λ(k)|k|−

1
2 Ψ̂λ′(k)dk =< Ψλ,Ψ′

λ >= 0

Donoho montre alors qu’on peut caractériser la structure des familles(w+
λ ) et (w−λ ) ; pour cela, nous

admettrons ici, comme dans [30], les résultats suivants :
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Lemme 3.3.1 (Ondelettes et multiplicateurs de Fourier[30])
Si Ψ : R2 → R est une fonction à support compact, de classe CM sur R2, avecM moments nuls1, alors,
pour tout réel α vérifiant α < M − 3, la fonction w : R2 → R définie par

w(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
Ψ̂(k)|k|αeik·xdk

vérifie les trois propriétés suivantes

1.
∃C1 > 0 | ∀x ∈ R2, |w(x)| ≤ C1

(1 + |x|3)
(3.34)

(autrement dit la fonction w est bien localisée en espace) ;

2. ∫
R2

w(x)dx = 0 (3.35)

(autrement dit la fonction w est oscillante) ;

3.
∃C2 > 0 | ∀(x,y) ∈ R2, |w(x)− w(y)| ≤ C2 |x− y| (3.36)

(autrement dit on contrôle la régularité de la fonction w : w est lipschitzienne (de constante de Lipschitz
C2)

Les propríet́esénonćees dans ce lemme conduisentà la notion devaguelettes[73], au sens de la définition
suivante :

Définition 3.3.1 (Vaguelettes [73, 30])
Soit w : R2 → R une fonction appartenant à L2(R) vérifiant les propriétés (3.34),(3.35) et (3.36),
engendrant par dilatations et translations la famille (wj,k)j∈Z,k∈R2 définie par

wj,k(x) = 2jw(2jx− k)

On dit que la famille (wj,k)j∈Z,k∈R2 est une famille de vaguelettes sur R2.

L’int ér̂et que l’on aà mettre eńevidence une famille de vaguelettes apparaı̂t avec la propríet́e suivante,
que l’on doità Y. Meyer [73].

Proposition 3.3.1 (Vaguelettes et stabilit́e [73, 30])
Si (wλ)λ∈Λ est une famille de vaguelettes, alors il existe une constante C > 0 telle que

∀(αλ)λ∈Λ ∈ l2(Z), ‖
∑
λ∈Λ

αλwλ‖ ≤ C‖(αλ)‖l2(Z)

A ce stade, Donoho explique que ces différents ŕesultats sont suffisants pour affirmer que les familles
(w+

λ ) et (w−λ ) apparues en (3.32) et (3.33) sont des vaguelettes dans le domaine direct : en effet, siΨ est
une ondelette de classeC4, avec 4 moments nuls, alors les fonctionsw+ etw− définies par

w+(x) =
1
2π

∫
R2

|k|
1
2 Ψ̂(k)eik·xdk etw−(x) =

1
2π

∫
R2

|k|−
1
2 Ψ̂(k)eik·xdk

vérifient les hypoth̀eses du lemme (3.3.1).

1On dit qu’une ondelette 2DΨ a N moments nuls si pour tout couple(a, b) ∈ N2 tels quea + b ≤ N − 1,∫
R2

Ψ(x, y)xaybdxdy = 0
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De plus, la famille(w+
λ ) a ét́e construite en posant

w+
λ (x) =

1
2π

2−
j
2

∫
R2

|ξ|
1
2 Ψ̂λ(ξ)eiξ·xdξ

mais ceci revient̀a écrire que

w+
j,k,ε(x) =

1
2π

2−
j
2

∫
R2

|ξ|
1
2 2−jΨ̂[ε](2−jξ)e−i2

−jξ·keiξ·xdξ

=
1
2π

2j
∫
R2

|ξ′|
1
2 Ψ̂[ε](ξ′)e−iξ

′·kei2
jξ′·xdξ′ = 2jw+(2jx− k)

ce qui signifie, au sens de la définition (3.3.1), que la famille(w+
λ ) est une famille de vaguelettes.

De même, la famille(w−λ ) a ét́e construite en posant

w−λ (x) =
1
2π

2
j
2

∫
R2

|ξ|−
1
2 Ψ̂λ(ξ)eiξ·xdξ

mais ceci revient̀a écrire que

w−j,k,ε(x) =
1
2π

2
j
2

∫
R2

|ξ|−
1
2 2−jΨ̂[ε](2−jξ)e−i2

−jξ·keiξ·xdξ

=
1
2π

2j
∫
R2

|ξ′|−
1
2 Ψ̂[ε](ξ′)e−iξ

′·kei2
jξ′·xdξ′ = 2jw−(2jx− k)

ce qui signifie, au sens de la définition (3.3.1), que la famille(w−λ ) est une famille de vaguelettes.

Par conśequent, en appliquant ensuite la proposition (3.3.1), on peut affirmer qu’il existe deux constantes
C+ etC− telles que

∀(αλ)λ∈Λ ∈ l2(Z), ‖
∑
λ∈Λ

αλw
+
λ ‖ ≤ C+‖(αλ)‖l2(Z) et ‖

∑
λ∈Λ

αλw
−
λ ‖ ≤ C−‖(αλ)‖ 2(Z)

De plus, comme on l’a vu plus haut, les familles(w+
λ ) et(w−λ ) sont biorthogonales. Ceci permet d’écrire

∀(αλ)λ∈Λ ∈ l2(Z), <
∑
λ∈Λ

αλw
+
λ ,
∑
λ′∈Λ

αλ′w
−
λ′ >=

∑
λ∈Λ

∑
λ′∈Λ

αλαλ′ < w+
λ , w

−
λ′ > =

∑
λ∈Λ

α2
λ = ‖(αλ)‖2l2(Z)

Or, d’apr̀es l’inégalit́e de Cauchy-Schwarz, on a aussi

∀(αλ)λ∈Λ ∈ l2(Z),

∣∣∣∣∣<∑
λ∈Λ

αλw
+
λ ,
∑
λ′∈Λ

αλ′w
−
λ′ >

∣∣∣∣∣ ≤ ‖
∑
λ∈Λ

αλw
+
λ ‖‖

∑
λ′∈Λ

α′λw
−
λ′‖

≤ C−‖(αλ)‖l2(Z)‖
∑
λ∈Λ

αλw
+
λ ‖

On en d́eduit que
∀(αλ)λ∈Λ ∈ l2(Z), ‖(αλ)‖l2(Z) ≤ C−‖

∑
λ∈Λ

αλw
+
λ ‖

et on a donc l’encadrement

1
C−
‖(αλ)‖l2(Z) ≤ ‖

∑
λ∈Λ

αλw
+
λ ‖ ≤ C+‖(αλ)‖l2(Z)
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De même, on peut prouver qu’on a

1
C+
‖(αλ)‖l2(Z) ≤ ‖

∑
λ∈Λ

αλw
−
λ ‖ ≤ C−‖(αλ)‖l2(Z)

On remarque enfin que

‖
∑
λ∈Λ

αλw
+
λ ‖

2 = <
∑
λ∈Λ

αλw
+
λ ,
∑
λ′∈Λ

αλ′w
+
λ′ >=

∑
λ∈Λ

∑
λ′∈Λ

αλαλ′ < w+
λ , w

+
λ′ >

= 4π
∑
λ∈Λ

∑
λ′∈Λ

αλαλ′ < uλ, uλ′ > = 4π‖
∑
λ∈Λ

αλuλ‖2

et, de m̂eme, que

‖
∑
λ∈Λ

αλw
−
λ ‖2 =

1
4π
‖
∑
λ∈Λ

αλvλ‖2

Finalement, en notantC = max
(

1
2
√
π
C+, 2

√
πC−

)
, on obtient les encadrements suivants, caractéristiques

des bases de Riesz : pour toute suite de coefficients(αλ)λ∈Λ ∈ l2(Z),

1
C
‖(αλ)‖l2(Z) ≤ ‖

∑
λ∈Λ

αλuλ‖2 ≤ C‖(αλ)‖l2(Z) et
1
C
‖(αλ)‖l2(Z) ≤ ‖

∑
λ∈Λ

αλvλ‖2 ≤ C‖(αλ)‖l2(Z)

On aboutit finalement̀a la proposition suivante :

Proposition 3.3.2 (D́ecomposition en ondelettes-vaguelettes appliquéeà la transformée de Radon [30])
On suppose que (Ψλ) est une famille d’ondelettes bidimensionnelles, avec au moins 4 moments nuls. On
pose

∀λ ∈ Λ, uλ = 2−
j
2 ΛRΨλ et vλ = 2

j
2RΨλ

Alors ((uλ)λ, (vλ)λ) forment un système de bases de Riesz biorthogonales, normées, et, pour toute fonc-
tion f ∈ L2(R2), on peut écrire

f =
∑
λ∈Λ

2
j
2 [Rf, uλ]Ψλ

et
Rf =

∑
λ∈Λ

[Rf, uλ]vλ

Nous pŕesentons en figure (3.14) une ondeletteà quatre moments nuls (connue explicitement, et que
nous pŕesenterons plus en détail en (4.2.2)),̀a différenteśechelles, en plaçant en visà vis le sinogramme
de la fonctionu assocíee (calcuĺe via le domaine de Fourier en utilisant (3.31)) ; on voit que lorsque
l’ échelle devient fine, l’ondelette se concentre autour d’un point dans le domaine direct, tandis que dans
le domaine de Radon, la fonctionu se concentre autour d’une sinusoı̈de.

Application de la transformée en ondelettes-vaguelettes en tomographie : inversion de la trans-
formée de Radon en pŕesence de donńees bruit́ees. Dans ce paragraphe, nous expliquons brièvement,
et sans entrer dans les détails, comment la transforḿee en ondelettes-vaguelettes pour la transformée de
Radon est exploitée pour traiter des données bruit́ees.

Nous rappelons d’abord les définitions des bruits blancs gaussiens discret et continu.
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FIG. 3.14 – Pour une ondeletteà quatre moments nuls, représentation d’une ondelette dans le domaine
direct, et de la fonctionu assocíee dans le domaine de Radon, pour deséchelles de plus en plus fines (de
gauchèa droite). On constate que quand l’échelle devient plus fine, les ondelettes se concentrent autour
de points dans le domaine direct, tandis que les fonctions qui permettent d’analyser le sinogramme se
concentrent autour de sinusoı̈des dans le domaine de Radon.

Soit ε un signal deL2(R) ; on dit que le signalε est unbruit blanc gaussien continu de niveauσ > 0
lorsque pour tout signalf ∈ L2(R), le produit scalairezf =< f, ε > est une variable aléatoire suivant
la loi normaleN (0, σ‖f‖2) ; autrement dit,

∀f ∈ L2(R), < f, ε >↪→ N (0, σ‖f‖), E(< f, ε >) = 0, et Var(< f, ε >) = σ‖f‖2

Soit ε = (εi)i∈I un signal index́e par un ensemble discretI ; on dit queε est unbruit blanc gaussien
discret de niveau de bruitσ (ou de varianceσ), lorsque les composantes deε sont des variables aléatoires
centŕees, ind́ependantes et identiquement distribuées selon la loi normaleN (0, σ) :

∀i ∈ I, E(εi) = 0
∀i ∈ I, ∀j ∈ I, E(εiεj) = σδi,j ( en particulier∀i ∈ I, Var(εi) = E(ε2i ) = σ)

Nous allons maintenant expliquer brièvement pourquoi on chercheà d́ecomposer des signaux dans des
famillesorthonorḿeesdans des contextes où des donńees sont bruit́ees : l’id́ee cĺe est qu’un bruit blanc
reste un bruit blanc quand il est décompośe dans une famille orthonorḿee, ou, plus pŕeciśement, que les
coefficients dans une famille orthonormée d’un bruit blanc gaussien continu ont une structure de bruit
blanc gaussien discret : schématiquement, connaissant cette structure, c’est-à-dire la forme que prend
le bruit une fois qu’il est ŕeparti dans les coefficients, on peut développer des algorithmes pour l’isoler
puis l’éliminer au mieux ; et le fait que le bruit soit décompośe en composantes indépendantes autorise
à mettre en place des algorithmes dans lesquels on peut traiter chacun des coefficients indépendamment
des autres.

Le fait qu’un bruit blanc continu donne un bruit blanc discret après d́ecomposition dans une base ortho-
normée se justifie ainsi : considérons une famille orthonorḿee(ψλ)λ∈Λ de L2(R2), et un bruit blanc
gaussien continuε de niveauσ. ε peutêtre d́ecompośe dans la famille(ψλ)λ∈Λ, selon

ε =
∑
λ∈Λ

< ε, ψλ > ψλ
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Si l’on s’intéresse ensuitèa la famille des coefficients(< ε, ψλ >)λ∈Λ, on peut v́erifier qu’elle a la forme
un bruit blanc gaussien discret ; en effet, par définition d’un bruit blanc gaussien continu, chacun des
coefficients< ε, ψλ > est une variable aléatoire qui suit la loi normaleN (0, σ‖ψλ‖), qui, puisque la
famille (ψλ)λ∈Λ est norḿee, est la loi normaleN (0, σ).
Reste alors̀a vérifier que les variables aléatoires(< ε, ψλ >)λ∈Λ sont deux̀a deux ind́ependantes, c’est-
à-dire, puisque les variables sont gaussiennes, non corrélées. On revient̀a la d́efinition de la covariance
de deux variables aléatoires : pour toutes variables aléatoiresX etY ,

Cov(X,Y ) def=

{
E((X − E(X))(Y − E(Y )))
1
2

(Var(X + Y )−Var(X)−Var(Y ))

Or ici

∀(λ, λ′) ∈ Λ2, E(< ε, ψλ >< ε, ψλ′ >) = E((< ε, ψλ > −E(< ε, ψλ >))(< ε, ψλ′ > −E(< ε, ψλ′ >)))
(car, par d́efinition du bruit blanc continu,E(< ε, ψλ >) = E(< ε, ψ′λ >) = 0)

def= Cov(< ε, ψλ >,< ε, ψλ′ >)
def=

1
2

(Var(< ε, ψλ > + < ε, ψλ′ >)−Var(< ε, ψλ >)−Var(< ε, ψλ′ >))

Par d́efinition du bruit blanc continu, on a pour les deux derniers termes

Var(< ε, ψλ >) = Var(< ε, ψλ′ >) = σ

Pour le premier, on peutécrire

Var(< ε, ψλ > + < ε, ψλ′ >) = Var(< ε, ψλ + ψλ′ >) = σ‖ψλ + ψλ′‖2

= σ‖ψλ‖2 + σ‖ψλ′‖2 + 2σ < ψλ, ψλ′ >

= 2σ + 2σδλ,λ′ (car la famille(ψλ)λ∈Λ est orthonorḿee.)

Finalement,
E(< ε, ψλ >< ε, ψλ′ >) =

σ

2
(
2 + 2δλ,λ′ − 2

)
= σδλ,λ′

ce qui montre le dernier item permettant de vérifier que la suite des coefficients(< ε, ψλ >)λ∈Λ est un
bruit blanc gaussien discret.

Un bruit blanc d́ecompośe dans une base orthonormée reste donc un bruit blanc. Nous allons maintenant
expliquer brìevement comment cette propriét́e est exploit́ee dans des algorithmes de débruitage.

On pourra se reporter̀a l’état de l’art dresśe par Antoniadis et al [3] pour avoir une revue détaillée des
techniques de d́ebruitage utilisant des ondelettes. Ici, nous nous contenterons de dire que les algorithmes
de d́ebruitage dans des bases orthonormées d’ondelettes ont d’abordét́e conçus pour les problèmesdi-
rects, c’est-̀a-dire les probl̀emes dans lesquels c’est la fonction que l’on chercheà reconstruire qui est
corrompue par du bruit. Les premières strat́egies,linéaires, consistent̀a calculer une transforḿee en on-
delettes du signal bruité, età ne conserver que lesK plus grands coefficients d’ondelette,K ayantét́e
fixé à l’avance, puis̀a effectuer une transforḿee en ondelette inverse ; comme alternativeà ces dernìeres,
des algorithmesnon linéairesde seuillage ont́et́e developṕes ; on pourrait en résumer grossièrement le
principe de la manière suivante : connaissant le fait que les coefficients ont une structure de bruit blanc
gaussien dont on connaı̂t le niveau, on peut fixer un seuilT , de telle sorte que les coefficients non nuls
du fait uniquement de la présence du bruit aient une grande probabilité d’être en dessous deT .
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Les probl̀emesindirects sont des problèmes dans lesquels le bruit n’affecte pasdirectementla fonc-
tion que l’on cherchèa reconstruire, mais une transformée de celle-ci (ici les mesures radiographiques,
c’est-̀a-dire la transforḿee de Radon). Dans la transformée en ondelettes-vaguelettes, la transformée de
Radon est d́ecompośee dans une famille qui n’est pas orthonormée, et les composantes du bruit ainsi
décompośees ne sont pas des variables indépendantes ; en effet,à la différence du cas orthonormé, on
peutécrire ici :

∀(λ, λ′) ∈ Λ2, E(< ε, uλ >< ε, uλ′ >) = E((< ε, uλ > −E(< ε, uλ >))(< ε, uλ′ > −E(< ε, uλ′ >)))
= Cov(< ε, uλ >,< ε, uλ′ >)

=
1
2
(
Var(< ε, uλ > + < ε, u′λ >)−Var(< ε, uλ >)−Var(< ε, uλ′ >)

)
=

1
2
(
‖uλ + uλ′‖2 − ‖uλ‖2 − ‖uλ′‖2

)
= < uλ, u

′
λ >

C’est le caract̀ere quasi-orthonorḿe des bases de Riesz(uλ)λ et (vλ)λ qui autoriseà consid́erer les
(< z, uλ >) comme quasi-ind́ependantes, de telle sorte que l’on peut mettre en place une technique de
seuillage des coefficients similaireà celle que l’on aurait mise en place si le problème avait́et́e direct,
avec comme seule différence le fait que la valeur du seuil appliqué aux coefficients d́epend de l’́echelle ;
la preuve de ce résultat fait l’objet d’unéetude d́etaillée dans [30], òu il est montŕe que le risque de
l’estimateur ainsi construit estéquivalent au risque de l’estimateur que l’on aurait construit si la fonction
avaitét́e directement bruitée.

Impl émentation de la transformée en ondelettes-vaguelettesUne mise en oeuvre de la transformée
en ondelettes-vaguelettes pour l’inversion de la transformée de Radon est proposée par Kolaczyk dans sa
thèse [55] puis dans l’article [56].

L’ondeletteΨ choisie est une ondelette de Meyer 2D (construiteà partir de l’ondelette 1D présent́ee dans
l’exemple 3.1.2), qui est une ondelette réelle ; elle engendre une base orthonormée(Ψλ)λ deL2(R2) (à
partir d’une analyse multirésolution).
On notef la fonctionà reconstruire ; on cherche ainsià reconstituer la famille de coefficients(< f,Ψλ >)λ
à partir de la transforḿee de RadonRf . Kolaczyk constate alors que l’on peutécrire que

< f,Ψ > = < f̂, Ψ̂ >=
∫
R2

f̂(ξ)Ψ̂(ξ)dξ

=
1

2
√

2π

∫
R2

R̂#Rf(ξ)|ξ|Ψ̂(ξ)dξ (d’apr̀es le corollaire (2.1.2)

=
1

2
√

2π

∫
R2

R̂#Rf(ξ)|ξ|Ψ̂(−ξ)dξ (carΨ est ŕeelle)

et, plus ǵeńeralement, pour l’ondeletteΨj,k : x 7→ 2jΨ
(
2jx− k

)
, avec

Ψ̂j,k(ξ) =
1
2j
e−i2

−jξ·kΨ̂
(
ξ

2j

)
on a

< f,Ψj,k,ε > =
1

2
√

2π

∫
R2

R̂#Rf(ξ)|ξ|Ψ̂j,k(−ξ)dξ =
1

2
√

2π

∫
R2

R̂#Rf(ξ)|ξ|ei2−jξ·k 1
2j

Ψ̂
(
− ξ

2j

)
dξ

=
√
π

2
F−1

2

(
R̂#Rf(ξ)|ξ| 1

2j
Ψ̂
(
− ξ

2j

))(
k
2j

)
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et plus pŕeciśement, avec la normalisation adaptéeà la transforḿee en ondelettes-vaguelettes, on calcule

[Rf, uj,k,ε] = 2−
j
2 < f,Ψj,k,ε >= 2−

j
2

√
π

2
F−1

2

(
R̂#Rf(ξ)|ξ| 1

2j
Ψ̂
(
− ξ

2j

))(
k
2j

)
Cette formule est similairèa la formule d’inversion de la transformée de Radoǹa laquelle nous avons
fait allusion dans le chapitre 2, au paragraphe (2.2.3) : on a vu que l’on peut reconstruire une fonc-
tion f en ŕetroprojetant sa transforḿee de Radon, puis en filtrant, par un filtrage 2D, le résultat obtenu,
avant de calculerf par transforḿee de Fourier 2D inverse ; ici, Kolaczyk obtient les coefficients de la
décomposition en ondelettes en modifiant l’étape centrale : le filtre 2D est modifié par l’ondelette utiliśee.

L’algorithme qu’il applique est le suivant :

1. Mesure de la transforḿee de RadonRf ;

2. Rétroprojection de la transforḿee de Radon sur une grille cartésienne :R#Rf (algorithme vu
pour la ŕetroprojection filtŕee) ;

3. Calcul de la transforḿee de Fourier deR#Rf par transforḿee de Fourier rapide ;

4. Multiplication deR̂#Rf (échantillonńe sur une grille ŕegulìereG) par la fonctionξ 7→ |ξ| (calcuĺe
sur cette m̂eme grille) ;

5. Pour chaquéechellej

(a) Calcul sur la grilleG des valeurs deξ 7→ 1
2j

Ψ̂
(
− ξ

2j

)
;

(b) Multiplication termèa terme des grilles obtenues en (4) et (5a) ;

(c) Calcul de la grille des coefficients d’ondeletteà l’échellej par FFT2 inverse des valeurs
obtenues en (5b).

Nous pouvons noter que l’algorithme ainsi proposé, est un algorithme global : il ne se prête pas au
traitement de donńees locales.

3.3.2 Transformée en vaguelettes-ondelettes

Nous mentionnons très brìevement une transforḿee propośee comme alternativèa la transforḿee en
ondelettes-vaguelettes par Abramovich et Silverman dans [1], pour la résolution de problèmes inverses
en pŕesence de données bruit́ees. A la diff́erence de la transforḿee en ondelettes-vaguelettes, son appli-
cation sṕecifiqueà la transforḿee de Radon n’est pas explicitée, mais nous la présentons brièvement ici
dans ce cas particulier.

Dans la transforḿee en vaguelettes-ondelettes, on fixe une base orthonormée d’ondelettes 2D2. Ainsi :
– à la différence de la transforḿee en ondelettes-vaguelettes, c’est dans le domaine de Radon que

l’on fixe une famille de fonctions d’analyse ;
– à la différence des approches dites de type rétroprojection filtŕee d́evelopṕee dans la partie préćedente,

on n’applique plus une famille d’ondelettes 1D “termeà terme”à la famille de projections 1D, mais
une famille d’ondelettes bidimensionnelles, qui se concentrent donc chacune autour d’un point du
sinogramme aux fineśechelles.

On choisit une base orthonormée d’ondelettes(ψλ)λ définies sur le cylindreS1×R, telle que l’ondelette-
mèreψ appartiennèa Im(R) : pour toutλ ∈ Λ, il existe doncΨλ définie sur le domaine direct telle que
ψλ = RΨλ.

2pour la transforḿee de Radon, un exemple d’une telle base est proposé par Donoho dans [31], pour la construction des
ridgelets orthonorḿeesdéfinies sur le cylindreS1 ×R. Nous y reviendrons au paragraphe suivant.
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Si l’on notef une fonctionà reconstruire, alors sa transformée de RadonRf peut se d́ecomposer dans
la base orthonorḿee(ψλ)λ :

∀f, Rf =
∑
λ∈Λ

< Rf, ψλ > ψλ

et formellement, en appliquant l’opérateur inverse de la transformée de Radon, on peut reconstruire la
fonctionf enécrivant :

f =
∑
λ∈Λ

< Rf, ψλ > R−1ψλ =
∑
λ∈Λ

< Rf, ψλ > R#Λψλ

On peut alors montrer, de manière analoguèa ce qui aét́e fait pour la transforḿee en ondelettes-
vaguelettes, qu’il existe une normalisation adaptée,échelle paŕechelle, de la famille(R#Λψλ)λ pour
que celle-ci forme une base de Riesz dans le domaine direct. Cette normalisation permet ensuite de
mettre en place un algorithme de débruitage par seuillage de coefficients, comme pour la transformée en
ondelettes-vaguelettes.

Sous l’impulsion de la transforḿee en ondelettes-vaguelettes, d’autres modes de décomposition des fonc-
tions deR2 construits eux-aussi en lieńetroit avec le domaine de Radon ont vu le jour, motivés par
l’envie de proposer des systèmes de d́ecomposition encore mieux adaptésà la description de certaines
fonctions : les fonctions régulìeres, sauf le long de certaines courbes ; une première famille a ainsíet́e
propośee : lesridgelets, destińeesà la repŕesentation des fonctions présentant des singularités lińeaires,
puis lescurvelets, qui, elles, sont destinées aux fonctions présentant des singularités le long de courbes
régulìeres (typiquement des fonctions de classeC2 sauf au travers de courbes elles-mêmes de classeC2).
Nous allons les pŕesenter brìevement, en nous focalisant sur la manière dont le passage dans le domaine
de Radon áet́e exploit́e pour leur construction. Nous verrons en outre que, pour les curvelets, des appli-
cations en tomographie existent dans la littérature. Enfin, nous citerons un autre type de décomposition,
la décomposition en bandelets, pour laquelle des applications en tomographie ont récemment́et́e pro-
pośees.
Toutes ces d́ecompositions ont un dénominateur commun : vouloir tirer partià la fois des principes de
l’analyse multiŕesolution et de la “ǵeoḿetrie” des images [18].

3.3.3 La transformée en ridgelets et ses liens avec la transforḿee de Radon

La transforḿee en ridgelets continue aét́e propośeeà la fin des anńees 90 par Candès et Donoho [14],
motivés par l’id́ee suivante : l’image d’une droite du domaine direct est un point dans le domaine de
Radon, et, gr̂aceà des ŕesultats d’analyse micro-locale, on sait que s’il y a une singularité le long d’une
droite dans le domaine direct, il y a aussi une singularité au voisinage du point image dans le sinogramme.
Or les ondelettes sont des outils efficaces pour représenter des singularités ponctuelles : en associantà
une famille d’ondelettes 1D la famille de fonctions 2D liées, on peut donc espérer construire ici un mode
de repŕesentation efficace des signaux du domaine direct présentant des singularités le long de droites.

La transforḿee en ridgelets est de fait une transformée applicable aux fonctions du domaine direct, dans
laquelle chaque coefficient peutêtre calcuĺe dans le domaine de Radon. C’est sous cet angle que nous
allons la pŕesenter.

Définition et Construction de frames de ridgelets Une ridgelet est par d́efinition une fonctionΨ
définie surR2 par

Ψ(x) = ψ(x1) oùψ est une ondelette unidimensionnelle réelle
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Par dilatation, translation et rotation, on engendre la famille

Ψa,b,Θ(x) = ψa(x ·Θ− b) =
1√
a
ψ

(
x ·Θ− b

a

)
à partir de laquelle on peut calculer les coefficients de ridgelets, définis par

RΨf(a, b, θ) =< Ψa,b,Θ, f >=
1√
a

∫
R2

f(x)ψ
(

x ·Θ− b
a

)
dx (3.37)

Avec la terminologie utiliśee en tomographie, on peut aussi définir une ridgeletΨ comme la ŕetroprojet́ee
d’une ondeletteψ selon une direction donnée :

ΨΘ(x) = R#
θ ψ(x), etΨa,b,Θ(x) = R#

θ ψa,b(x)

Ainsi définie, la fonctionΨ est constante le long de chacune des droites du plan , ouarêtes(ridgesen
anglais), d’́equationDθ,s : x ·Θ = s. Dans la direction orthogonale, chaque section d’un faisceau de
droites de direction donnéeΘ est uneondelette(wavelet) : l’ondeletteψ : la fonctionΨ ainsi construite
a ét́e baptiśeeridgelet. On construit ensuite par dilatations, translations et rotations - comme pour une
transforḿee en ondelettes directionnelle - la famille(Ψa,b,Θ)a,b,Θ. Aux échelles fines, les ridgelets se
concentrent le long des droites pour toutes les orientations et positions possibles (alors que les ondelettes
directionnelles se concentrent autour de points).

Lien avec la transformée de Radon : Si l’on voit une ridgelet comme la rétroprojet́ee d’une ondelette
1D, alors on peut ŕeécrire la d́efinition (3.37) de la manière suivante :

RΨf(a, b, θ) = < Ψa,b,Θ, f >=< R#
θ ψa,b, f >

= < ψa,b,Rθf >= Rθf ∗ (ψa)σ (b) (3.38)

Proposition 3.3.3 (Inversion et stabilit́e de la transformée en ridgelets continue)
Soit ψ une ondelette réelle 1D admissible, c’est-à-dire telle que

0 < Cψ = 2π
∫
R

∣∣∣ψ̂(ω)
∣∣∣2

ω
dω < +∞

et Ψ la fonction définie par Ψ = R#ψ ; pour tout triplet (a, b,Θ) tel que a > 0, b ∈ R et Θ ∈ S1, on
note

RΨf(a, b, θ) =< Ψa,b,Θ, f >=
1√
a

∫
R2

f(x)ψ
(

x ·Θ− b
a

)
dx

Alors la transformée en ridgelets continue peut être inversée selon

∀f ∈ L1 ∩ L2(R), f(x) =
1

4πCψ

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
RΨf(a, b, θ)Ψa,b,θ(x)

da

a3
dbdθppx

et la conservation de l’énergie est vérifiée :∫
vbx∈R2

|f(x)|2 dx =
1

4πCψ

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∣∣RΨf(a, b, θ)
∣∣2 da
a3
dbdθ

Preuve . On s’int́eressèa la quantit́e∫ +∞

−∞
RΨf(a, b, θ)Ψa,b,θ(x)db
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Or, comme on l’a dit plus haut, en3.38

RΨf(a, b, θ) =< Rθf, ψa,b >= Rθf ∗ (ψa)σ (b)

On a donc∫ +∞

−∞
RΨf(a, b, θ)Ψa,b,θ(x)db =

∫ +∞

−∞
Rθf ∗ (ψa)σ (b)ψa(x ·Θ− b)db

= Rθf ∗ (ψa)σ ∗ ψa(x ·Θ)

On calcule alors la transforḿee de Fourier de cette dernière fonction

F (Rθf ∗ (ψa)σ ∗ ψa) (ω) =
√

2πF (Rθf ∗ (ψa)σ) (ω)ψ̂(aω)

= 2πR̂θf(ω)(̂ψa)σ(ω)ψ̂(aω)

=
√

2π
3
af̂(ωΘ) |ψ̂(aω)|2 (en appliquant le th́eor̀eme de coupe-projection 2.1.4)

Donc ∫ 2π

0

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
RΨf(a, b, θ) Ψa,b,θ(~x) db

da

a3
dθ =

∫ 2π

0

∫ +∞

0
Rθf ∗ (ψa)σ ∗ ψa(x ·Θ)

da

a3
dθ

=
∫ 2π

0

∫ +∞

0

1√
2π

∫ +∞

−∞
F (Rθf ∗ (ψa)σ ∗ ψa) (ω)eiωx·Θdω

da

a3
dθ

=
∫ 2π

0

∫ +∞

0

a
√

2π
3

√
2π

∫ +∞

−∞
f̂(ωΘ) |ψ̂(aω)|2eiωx·Θdω

da

a3
dθ

= 2π
∫ 2π

0

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

0
|ψ̂(aω)|2da

a2

)
f̂(ωΘ)eiωx·Θdωdθ

Or,ω étant fix́e, on a, siω > 0∫ +∞

0
|ψ̂(aω)|2da

a2

λ=aω=
∫ +∞

0
|ψ̂(λ)|2ω

2dλ

ωλ2
= ω

∫ +∞

0

|ψ̂(λ)|2

λ2
dλ = ω

Cψ
2π

= |ω|Cψ
Cψ
2π

et, siω < 0,∫ +∞

0
|ψ̂(aω)|2da

a2

λ=aω= −
∫ 0

−∞
|ψ̂(λ)|2ω

2dλ

ωλ2
= −ω

∫ +∞

0

|ψ̂(−λ′)|2

λ′2
dλ′

= −ω
∫ +∞

0

|ψ̂(λ′)|2

λ′2
dλ′ (carψ est ŕeelle)= −ω

Cψ
2π

= |ω|
Cψ
2π

et donc∫ 2π

0

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
RΨf(a, b, θ) Ψa,b,θ(~x) db

da

a3
dθ = 2π

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞

Cψ
2π
|ω|f̂(ωΘ)eiωx·Θdωdθ

= 2Cψ

∫ π

0

∫ +∞

−∞
|ω|f̂(ωΘ)eiωx·Θdωdθ = 4πCψf(x)

Pour la conservation de l’énergie∫ 2π

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∣∣RΨf(a, b, θ)
∣∣2 da
a3
dbdθ =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
|Rθf ∗ (ψa)σ (b)|2 dbda

a3
dθ

=
∫ 2π

0

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
|F (Rθf ∗ (ψa)σ) (ω)|2 dωda

a3
dθ =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
2π
∣∣∣R̂θf(ω)

∣∣∣2 ∣∣∣ψ̂(aω)
∣∣∣2 dωda

a2
dθ

= 2π
Cψ
2π

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞

∣∣∣R̂θf(ω)
∣∣∣2 |ω|dωdθ = 2πCψ

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞

∣∣∣f̂(ωΘ)
∣∣∣2 |ω|dωdθ

= 4πCψ

∫ π

0

∫ ∞

−∞

∣∣∣f̂(ωΘ)
∣∣∣2 |ω|dωdθ = 4πCψ

∫
R2

f̂(k)dk = 4πCψ‖f‖2
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Cand̀es a montŕe qu’il est possible de discrétiser la transforḿee continue en ridgelets avec des frames
[14] ; dans la fouĺee, Donoho a montré que, quittèa modifier ĺeg̀erement la construction des ridgelets,
il est possible de construire des bases orthonormées de fonctions bien adaptéesà la repŕesentation de
singularit́es rectilignes dans le domaine direct. Cette construction se fait aussi via le domaine de Radon.
Nous en donnons leśeléments principaux dans la suite.

Les ridgelets deuxìeme ǵenération [31]

On construit une base orthonormée du cylindreS1 × R vérifiant la ṕeriodisation de la transforḿee de
Radon, par produit tensoriel de deux bases d’ondelettes (variabless et θ) : (Wλ) telle que, pour tout
(s, θ),Wλ(θ + π,−s) = Wλ(θ+, s).

On construit ensuite une base orthonormée deL2(R2) en “rapatriant” la base orthonormée du cylindre
dans le domaine direct. Pour cela, on utilise l’opérateur de ŕetroprojection, mais pour avoir une isométrie,
on le fait pŕećeder de l’oṕerateur∆+ tel que∆̂+(ω) = ω1/2. Ainsi, on construit, dans le domaine de
Radon

τλ =
(
∆+ ⊗ I

)
Wλ

puis
ρλ = R#τλ

‖ρλ‖2 =
∫
R2

∣∣∣R#τλ(x)
∣∣∣2 dx =

∫
R2

∣∣∣R̂#τλ(k)
∣∣∣2 dk =

∫ π

0

∫
R

∣∣∣R̂#τλ(ωΘ)
∣∣∣2 |ω|dωdθ

=
∫ π

0

∫
R

∣∣∣∣∣2√2π
(̂τλ)θ (ω)
|ω|

∣∣∣∣∣
2

|ω|dωdθ d’apr̀es le corollaire (2.1.1), en utilisant la parité deτλ.

= 8π
∫ π

0

∫
R

∣∣∣∣∣ (̂Wλ)θ(ω)|ω|
1
2

|ω|

∣∣∣∣∣
2

|ω|dωdθ = 8π
∫ π

0

∫
R

∣∣∣(̂Wλ)θ(ω)
∣∣∣2 dωdθ

= 8π
∫ π

0

∫
R
|(Wλ)θ(s)|2 dsdθ = 8π‖Wλ‖2

et ainsi on a‖Wλ‖ = ‖ρλ‖.

On montre alors que la famille(ρλ) ainsi construite est une base orthonormée deL2(R2), et du coup, on
a la d́ecomposition suivante :

∀f ∈ L2(R2), f =
∑
λ

< f, ρλ > ρλ =
∑
λ

< f,R#τλ > ρλ =
∑
λ

< Rf, τλ > ρλ

=
∑
λ

<
(
∆+ ⊗ I

)
Rf,Wλ > ρλ

et
Rf =

∑
λ

< Rf, τλ > σλ avecσλ = Rρλ

3.3.4 Analyse en curvelets

La décomposition en curvelets, proposée par Cand̀es et al. avec deux vagues de travaux successifs (deux
géńerations de curvelets [16, 15, 17]), est une décomposition de l’espace direct dans la construction de la-
quelle la transforḿee de Radon joue, aussi, un rôle essentiel : elle est construite de manière similairèa la
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transforḿee en ondelettes-vaguelettes appliquée au cas particulier de la transformée de Radon. La moti-
vation de ses concepteursétaient la suivante : fournir un mode de décomposition des fonctions deL2(R2)
efficace pour représenter des fonctions régulìeres sauf au travers de courbes elles-même ŕegulìeres (òu
la régularit́e est, typiquement, l’appartenance respectiveà l’espace des fonctions de classeC2(R2) et
C2(R).

Ainsi, une transforḿee en curvelets permet de décomposer une fonctionf deL2(R2) sous la forme

f =
∑
λ

< f, γλ > γλ

où, par rapport̀a la transforḿee en ondelettes-vaguelettes, la famille(γλ)λ n’est plus une base ortho-
normée d’ondelettes, mais un frameétroit, c’est-̀a-dire tel que

∀λ ∈ Λ, ‖γλ‖L2 = 1 et ‖f‖2L2 =
∑
λ

| < f, γλ > |2

les fonctions(γλ) posśedant, outre des propriét́es de localisation en un point età une certainéechelle,
unedirection, avec une loi de dilatation d’échelle eńechelle diteparabolique: le ratio longueur-largeur
augmente au fil deśechelles, c’est-̀a-dire le support deśeléments s’affine au fil deśechelles, et plus
préciśement, quand,̀a l’échellej, la longueur est diviśee par2j , la largeur est diviśee par22j (alors que
pour les ondelettes, le facteur est le même dans chacune des directions). Dans la deuxième ǵeńeration de
curvelets, cette construction est assurée dans l’espace de Fourier 2D, décompośe en couronnes puis en
secteurs angulaires de taille adaptée, chacuńetant ensuite muni d’une base locale de fonctions.

Par ailleurs, comme dans la transformée en ondelettes vaguelettes, on construit simultanément deux
familles de l’espace de Radon [16] : la famille(uλ)λ telle que

∀λ ∈ Λ, γλ =
1
κλ
R∗uλ

de telle sorte que

∀λ ∈ Λ, < f, γλ >=
1
κλ

[Rf, uλ]

et la famille(vλ)λ telle que
∀λ ∈ Λ, Rγλ = κλvλ

Pour toutλ, κλ est une constante de normalisation, choisie telle que les deux familles soient normées.
A la diff érence de la tranforḿee en ondelettes-vaguelettes, ces deux familles ne sont pas biorthogonales,
mais forment ńeanmoins chacun des frames dans l’espace de Radon.
En lien avec les ŕesultatsénonćes pour l’analyse micro-locale, les fonctions(uλ) sont également lo-
caliśees en un point et dans une direction dans l’espace de Radon : comme l’explique Candès dans
[15, 16], et conforḿement aux ŕesultats d’analyse micro-locale que nous avons rappelés au chapitre 2,
si l’on consid̀ere une curveletγλ, localiśee au pointx0 du domaine direct, et dont le support est allongé
dans la direction orthogonaleΘ0 c’est-̀a-dire aligńe selon la droite d’́equationx ·Θ0 = x0 ·Θ0, alors
dans le domaine de Radon, la fonctionuλ est localiśee au point de coordonnées(θ, s) = (θ0,x0 ·Θ0) et
est diriǵee selon le vecteur(1,x0 ·Θ⊥

0 ), c’est-̀a-dire selon une droite dont la pente estégaleà

τ0 = arctan(x0 ·Θ⊥
0 )

Les coefficients aux́echelles fines dans le domaine de Radon permettent de reconstruire des bords dans
le domaine direct.
Cand̀es explique que la transformée en curvelets peut-être utiliśee pour les problèmes de tomographièa
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angle limit́e.

En pŕesence de données bruit́ees, un algorithme de seuillage du même type que celui de la transformée en
ondelettes-vaguelettes aét́e propośe ; il permet de faire une reconstruction dans laquelle la régularisation
de l’image inh́erente aux algorithmes de débruitage traditionnels est adaptée à la pŕesence de bords
(“edge-preserving image reconstruction”).

3.3.5 Bandelettes

Nous nous contentons enfin de citer une autre famille de décomposition des fonctions du domaine direct
pour laquelle des applicationsà la transforḿee de Radon ont récemment́et́e propośees : les bandelettes.
Initialement d́evelopṕees par E. Le Pennec et S. Mallat [63], elles ont fait l’objet de travaux pour l’inver-
sion de la transforḿee de Radoǹa partir de donńees bruit́ees (th̀eses de C.Dossal et G. Peyré [32, 80]).
Les algorithmes qui sont mis en place sont inspirés des techniques de débruitage pour la transforḿee en
ondelettes-vaguelettes, et permettent, comme les curvelets, de prendre en compte dans la reconstruction
la pŕesence de bords dans des images par ailleurs régulìeres.

3.4 Récapitulatif

Nous terminons ce chapitre en rassemblant dans un même tableau les principaux types de relation entre
la transforḿee de Radon et la transformée en ondelettes que nous avonsévoqúes. Ce tableau figure en
page suivante.

Bien qu’̀a notre connaissance, aucune “passerelle” ne soit explicitement faite dans la littérature, il nous
semble que l’on peut trouver des liens entre les approches de type rétroprojection filtŕee et les approches
avec vaguelettes, ridgelets, curvelets,... :

– les fonctions que l’on manipule quand on fixe une ondelette admissible 2D (deuxième cas dans le
tableau) sont,̀a une constante de normalisation près, les m̂emes que celles qui sont construites dans
la transforḿee en ondelettes-vaguelettes ; la différence entre les deux approchesétant que dans le
deuxìeme cas, on s’intéressèa la structure de la famille 2D créée dans le sinogramme, alors que
dans le premier, on s’intéressèa la structure 1D des fonctions qui analysent chaque projection.

– les coefficients qui sont reconstruits dans le domaine 2D après avoir fix́e une ondelette 1D (3ème
et 4̀eme cas dans le tableau) peuventêtre vus comme des agrégats (sur toutes les directionsθ) de
coefficients de ridgelets.
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Chapitre 4

Une nouvelle approche de l’inversion
locale de la transformée de Radon par
ondelettes

Nous avons recensé dans le chapitre préćedent diff́erentes ḿethodes d’inversion de la transformée de
Radon s’appuyant sur des décompositions en ondelettes. Toutes ont en commun de s’appuyer sur deux
décompositions : une décomposition de la transforḿee de Radon calculée par rapport̀a une premìere
famille de fonctions, et une décomposition de la fonction 2D par rapportà une autre famille de fonctions.
Dans ce chapitre, nous allons proposer une autre méthode d’inversion de la transformée de Radon uti-
lisant des d́ecompositions en ondelettes. Elle s’appuie sur des travaux théoriques ŕealiśes par M. Hol-
schneider [49], qui,̀a notre connaissance, n’ont jusqu’alors fait l’objet d’aucune mise en pratique. En
particulier, nous allons montrer qu’ils se prêtent tr̀es bienà l’exploitation de donńees locales : nous pro-
posons ainsi une nouvelle méthode locale d’inversion de la transformée de Radon.

L’id ée qui guide ces travaux est la suivante : la transformée de Radon d’une fonctionf peut aussîetre vue
comme unetransforḿee en ondelettes géńeraliséebidimensionnelle, òu la fonction d’analyse de base,
c’est-̀a-dire lafonction m̀ere, n’est plus une ondelette, mais une distribution ; par dilatation, translation,
rotation, celle-ci peut, comme une ondelette classique, engendrer une famille de fonctions analysantes,
qui, appliqúeesà un signal, fournissent des coefficients d’analyse qui ne sont autres que les valeurs de
la transforḿee de Radon. Les valeurs de la transformée de Radon sont ainsi interprétablesdirectement,
sans calcul supplémentaire, comme des coefficients en ondelettes 2D, et l’on peut alors, choisissant une
ondelette de reconstruction admissible, reconstruire alors la fonction initiale par une simple transformée
inverse en ondelettes 2D.

Dans ce qui suit, nous exposons d’abord les modifications qui permettent d’étendre le formalisme de
la transforḿee en ondelettes aux distributions. Ce cadre théoriqueétant pośe, nous pŕesentons la for-
mule d’inversion globale de la transformée de Radon, proposée par Holschneider, qui en découle. Nous
montrons ensuite comment cette formule peutêtre utiliśee pour traiter des données locales.

4.1 Extension de la transforḿee en ondelettes directionnelle aux distribu-
tions, et formules de reconstructions associées

4.1.1 Extension de la transforḿee en ondelettes

La famille de fonctions analysantes est construite, pour une transformée en ondelettes classiques (cf.
paragraphe 3.1.1.2),à partir de translations, dilatations, rotations appliquéesà la fonction m̀ere. Afin
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de choisir comme “fonction” m̀ere une distribution, nous rappelons d’abord comment ces trois types
d’opérateurs peuventêtre prolonǵes aux distributions.
Opérateur de translation Tb, b ∈ R2 :
Cas ŕegulier : sig est une fonction appartenantàS(R2), Tbg est la fonction d́efinie par

Tbg(x) = g(x− b)

On a alors

∀ϕ ∈ S(R2), < Tbg, ϕ >=
∫
R2

g(x− b)ϕ(x)dx =
∫
R2

g(y)ϕ(y + b)dy =< g,T−bϕ >

Onétend cette d́efinition aux distributions en posant :

∀g ∈ S ′(R2), ∀ϕ ∈ S(R2), < Tbg, ϕ >=< g,T−bϕ >

Opérateur de dilatation Da, a > 0 :
Cas ŕegulier : sig est une fonction appartenantàS(R2), Tbg est la fonction d́efinie par

Dag(x) =
1
a
g
(x
a

)
On a alors

∀ϕ ∈ S(R2), < Dag, ϕ >=
∫
R2

1
a
g
(x
a

)
ϕ(x)dx =

∫
R2

g(y)aϕ(ay)dy =< g,D 1
a
ϕ >

Onétend cette d́efinition aux distributions en posant :

∀g ∈ S ′(R2), ∀ϕ ∈ S(R2), < Dag, ϕ >=< g,D 1
a
ϕ >

Opérateur de rotation Rθ, θ ∈ [0, 2π[ :
Cas ŕegulier : sig est une fonction appartenantàS(R2), Rθg est la fonction d́efinie par

Rθg(x) = g (r−θ(x))

où pour toutθ ∈ [0, 2π[, rθ désigne la rotation d’angleθ surR2.
On a alors

∀ϕ ∈ S(R2), < Rθg, ϕ >=
∫
R2

g (r−θ(x))ϕ(x)dx =
∫
R2

g(y)ϕ (rθ(y)) dy =< g,R−θϕ >

Onétend cette d́efinition aux distributions en posant :

∀g ∈ S ′(R2), ∀ϕ ∈ S(R2), < Rθg, ϕ >=< g,R−θϕ >

Transformée en ondelettes ǵenéralisée :
Dans cette partie,f désigne le signal̀a analyser. On suppose quef appartient̀aS(R2).
Dans le cas òu g est une ondelette appartenantégalement̀a S(R2), la transforḿee en ondelettes direc-
tionnelle def par rapport̀ag est d́efinie par :

Wgf(a,b, θ) = < TbDaRθg, f >L2(R2)

ce qui permet d’́ecrire que

Wgf(a,b, θ) =
∫
R2

1
a
g

(
r−θ

(
x− b
a

))
f(x) dx = a

∫
R2

g(u) f (arθu + b) du

= < g,R−θD 1
a
T−bf >L2(R2)

On étend cette d́efinition à l’espaceS ′(R2) des distributions temṕeŕees, en posant, pourg ∈ S ′(R2), et
a, b, θ donńes :

∀f ∈ S(R2),Wgf(a,b, θ) =< TbDaRθg, f >=< g,R−θD 1
a
T−bf > (4.1)

et on aTbDaRθg ∈ S ′(R2).
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4.1.2 Extension de la formule de reconstruction continue et de la condition d’admissibi-
lit é assocíee

Théorème 4.1.1 (Inversion de la transforḿee en ondelettes ǵenéralisée [49])
Soit g ∈ S ′(R2), et h ∈ S(R2), telles que g et h vérifient gσ ∗ h ∈ L1(R2). On pose

Cg,h =
∫
R2

ĝσ ∗ h(k)
|k|2

dk

Alors, si Cg,h <∞ et si Cg,h 6= 0, tout signal f ∈ S(R2) peut être reconstruit selon la formule

f(x) =
1

2πCg,h

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

Wgf(a,b, θ)DaRθh(x− b)dbdθ
da

a3

autrement dit g et h forment une paire d’ondelettes généralisées admissibles, g intervenant dans l’analyse,
et h intervenant dans la synthèse.

Preuve . Nous ŕeécrivons la preuve de ce théor̀eme en nous appuyant sur le formalisme des distribu-
tions.

Rappelons d’abord que pourϕ ∈ S(R2),G ∈ S ′(R2), ϕ ∗G est la fonctionx 7→ ϕ ∗G(x) =<
T−xG,ϕσ >, etϕ ∗G est une distribution tempéŕee.

La transforḿee en ondelettes directionnelleétendue aux distributions tempéŕees s’́ecrit, pour
f ∈ S(R2), g ∈ S ′(R2),

Wgf(a, b, ϕ) =< TbDaRθg, f > = fσ ∗DaRθg(−b)
= f ∗ (DaRθg)σ (b) = f ∗DaRθgσ(b)

DaRθgσ appartient̀aS ′(R2), donc pour toutf ∈ S(R2), Wgf(a, ., θ) appartient̀aS ′(R2).

Soit alors une ondeletteh appartenant̀a S(R2), destińeeà jouer le r̂ole d’ondelette de recons-
truction compatible avec l’ondelette singulière d’analyseg. x ∈ R2 étant fix́e, on s’int́eressèa
l’expression suivante :∫

b∈R2

Wgf(a,b, θ)TbDaRθh(x)db = Wgf(a, ., θ) ∗ (DaRθh) (x)

On obtient un produit de convolution entre une distribution tempéŕee et une fonction de l’espace
S(R2) : on en d́eduit que cette convolution est bien définie et queWgf(a, ., θ) ∗ DaRθh est
elle-même une distribution tempéŕee. Dans la suite, on noteγa,θ = Wgf(a, ., θ) ∗DaRθh.

Puisqueγa,θ est une distribution tempéŕee, on peut calculer sa transformée de Fourier au sens des
distributions, et puisque qu’elle est du typeS ′ ∗ S, on a

γ̂a,θ = 2π ̂Wgf(a, ., θ)D̂aRθh

puis, commeWgf(a, ., ϕ) = f ? DaRφgσ est elle-m̂eme une distribution de typeS ′ ∗ S, on a

γ̂a,θ = 4π2
(
f̂D̂aRθgσ

)
D̂aRθh

puis, par associativité et en reconnaissant la transformée de Fourier d’une nouvelle convolution
de typeS ′ ∗ S, on obtient enfin

γ̂a,θ = 2π f̂ ̂(DaRθgσ ∗DaRθh)
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On peut alors simplifier la dernière expression obtenue, en remarquant que

DaRθgσ ∗DaRθh(x) =< T−xDaRθgσ,DaRθhσ >=< DaRθgσ,TxDaRθhσ >=< gσ,R−θD 1
a
TxDaRθhσ >

avec, pour la fonctionh,

∀u ∈ R2, R−θD 1
a
TxDaRθhσ(u) = R−θ

(
D 1
a
TxDaRθhσ

)
(u) =

(
D 1
a
TxDaRθhσ

)
(rθu)

= aTxDaRθhσ (arθ(u)) = aDaRθhσ (arθ(u)− x)

= hσ

(
1
a
r−θ (arθ(u)− x)

)
= hσ

(
u− r−θ

(x
a

))
= Tr−θ(x

a )
hσ(u)

et donc

∀x ∈ R2, DaRθgσ ∗DaRθh(x) = < gσ,Tr−θ(x
a )
hσ >=< T−r−θ(x

a )
gσ, hσ >

= gσ ∗ h
(
r−θ

(x
a

))
= aDaRθ (gσ ∗ h) (x)

donc
̂(DaRθgσ ∗DaRθh) = a ̂(DaRθ (gσ ∗ h))

Or, pour toute distribution tempéŕeeG,

∀ϕ ∈ S(R2), < D̂aRθG,ϕ > = < DaRθG, ϕ̂ >=< G,R−θD 1
a
ϕ̂ >=< G, ̂(R−θDaϕ) >

= < Ĝ,R−θDaϕ >=< RθD 1
a
Ĝ, ϕ >

c’est-̀a-dire queD̂aRθG = RθD 1
a
Ĝ, et donc, pour la distribution tempéŕee,gσ ∗ h,

̂(DaRθ (gσ ∗ h)) = RθD 1
a

̂(gσ ∗ h)

Finalement,

γ̂a,θ = 2πaf̂ RθD 1
a

̂(gσ ∗ h) (4.2)

On suppose alors quegσ ∗ h est une fonction int́egrable surR2 ; dans ces conditions, sa trans-
formée de Fourier est définie au sens des fonctions deL1(R2), et on peut́ecrire :

∫ +∞

0

∫ 2π

0

(
aRθD 1

a

̂(gσ ∗ h)
)

(k)dθ
da

a3
=

∫ +∞

0

∫ 2π

0
a2 ̂(gσ ∗ h) (ar−θk) dθ

da

a3

u=ar−θk= =
∫
R2

̂(gσ ∗ h)(u)
du
|u|2

Reprenant (4.2), on a alors ∫ +∞

0

∫ 2π

0
γ̂a,θdθ

da

a3
= 2πCg,hf̂

où on a pośe

Cg,h =
∫
R2

̂(gσ ∗ h)(u)
du
|u|2
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Par conśequent, siCg,h est non nul et fini, on obtient la formule de reconstruction suivante : La
formule de reconstruction en découle :

f(x) =
1

2πCg,h

∫ +∞

0

∫ 2π

0
γa,θ(x)dθ

da

a3
=

1
2πCg,h

∫ +∞

0

∫ 2π

0
Wgf(a, ., θ) ∗DaRθh(x)dθ

da

a3

=
1

2πCg,h

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

Wgf(a,b, θ)DaRθh(x− b)dbdθ
da

a3

Avec le ŕesultat pŕećedent, nous disposons d’une formule d’inversion valable au sens des distributions.
Nous allons voir dans la suite que l’on peut préciser le type de convergence.

Théorème 4.1.2 (Convergence - Formule de reconstruction[49])
Soit f ∈ Lp(R2), 1 < p <∞. On suppose que (g, h) sont tels que gσ ∗ h ∈ L1(R2), où

Cg,h =
∫
R2

ĝσ ∗ h(k)
|k|2

dk <∞

On note alors
∀r > 0, Fg,h(r) =

1
r2

∫
|u|≤r

h ∗ gσ(u)du

et on suppose que r 7→ rFg,h(r) ∈ L1(R+) et que∫ ∞

0
rFg,h(r)dr < +∞

Pour ε > 0, ρ > 0, on définit

fε,ρ(x) =
1

2πCg,h

∫ ρ

ε

∫ 2π

0

∫
R2

Wgf(a,b, θ)DaRθh(x− b)dbdθ
da

a3

Alors, dans Lp(R2), on a

f(x) =
1

2πCg,h

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

Wgf(a,b, θ)DaRθh(x− b)dbdθ
da

a3

au sens où
‖f − fε,ρ‖Lp −−−−−−−→

ε→0,ρ→+∞
0, pour 1 ≤ p <∞

Si de plus f est bornée, alors fε,ρ converge ponctuellement vers f en tout point où f est continue.

Preuve . Cette preuve s’inspire largement de la preuveécrite par Holschneider, dont nous avons ex-
plicité certains passages.

On écrit d’abord que pour tous(ε, ρ),

fε,ρ(x) =
1

2πCg,h

∫ ρ

ε

∫ 2π

0

∫
R2

Wgf(a,b, θ)DaRθh(x− b)dbdθ
da

a3

=
1

2πCg,h

∫ ρ

ε

∫ 2π

0

∫
R2

(f ∗DaRθgσ) (b)DaRθh(x− b)dbdθ
da

a3

=
1

2πCg,h

∫ ρ

ε

∫ 2π

0
(f ∗DaRθgσ) ∗DaRθh(x)dθ

da

a3

=
1

2πCg,h

∫ ρ

ε

∫ 2π

0
f ∗ (DaRθgσ ∗DaRθh) (x)dθ

da

a3

=
1

2πCg,h

∫ ρ

ε

∫ 2π

0
(f ∗ aDaRθ (gσ ∗ h)) (x)dθ

da

a3
= f ∗Bε,ρ(x)
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où

Bε,ρ(x) =
∫ ρ

ε

∫ 2π

0
aDaRθ (gσ ∗ h) (x)dθ

da

a3

Or ∫ ρ

ε

∫ 2π

0
aDaRθ (gσ ∗ h) (x)dθ

da

a3
=
∫ ρ

ε

∫ 2π

0
(gσ ∗ h)

(
r−θ

(x
a

))
dθ
da

a3

u=r−θ(x
a )=

∫
u∈R2;

|x|
ρ
<|u|< |x|

ε

(gσ ∗ h) (u)
du
|x|2

=
1
|x|2

∫
|x|
ρ
<|u|< |x|

ε

(gσ ∗ h) (u)du

=
1
|x|2

∫
|u|< |x|

ε

(gσ ∗ h) (u)du− 1
|x|2

∫
|u|< |x|

ρ

(gσ ∗ h) (u)du

=
1
ε2

ε2

|x|2

∫
|u|< |x|

ε

(gσ ∗ h) (u)du− 1
ρ2

ρ2

|x|2

∫
|u|< |x|

ρ

(gσ ∗ h) (u)du

et donc, pour tout couple(ε, ρ)

Bε,ρ(x) =
1
ε2
Fg,h

(
|x|
ε

)
− 1
ρ2
Fg,h

(
|x|
ρ

)
(4.3)

où on a pośe

∀r > 0, Fg,h(r) =
1
r2

∫
|u|≤r

h ∗ gσ(u)du

Cette nouvelléecriture va permettre de montrer la convergence (en divers sens) def ∗ Bε,ρ vers
f quandε tend vers źero, etρ tend vers l’infini.
Pour cela, on va,̀a partir de la famille(Bε,ρ)ε,ρ, mettre eńevidence uneapproximation de l’unit́e.

Définition 4.1.1 (Approximation de l’unit é [13])
On dit qu’une famille de fonctions (ϕε)ε∈R∗

+
de fonctions appartenant à L1(R2) est une identit́e

approch́eeou une approximation de l’unit́e si

1. pour tout ε > 0,
∫
R2

ϕε(x)dx = 1 ;

2. sup
ε>0

∫
R2

|ϕε(x)|dx < +∞ ;

3. ∀η > 0, lim
ε→0

∫
|x|>η

ϕε(x)dx = 0.

On dispose alors du résultat suivant :

Lemme 4.1.1 (Convolution par une approximation de l’unit́e et convergence)
Soit (ϕt)t∈R∗

+
une approximation de l’unité ;

1. si f ∈ Lp(R2) (1 ≤ p < +∞), alors, pour tout t > 0, f ∗ ϕt appartient à Lp(R2), et la suite de
fonctions (f ∗ ϕt)t>0 converge vers f au sens de la convergence dans Lp(R2) :

‖f − f ∗ ϕt‖Lp −−→
t→0

0
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2. si f est mesurable et bornée sur R2 (c’est-à-dire si ‖f‖∞ < ∞) alors la suite de fonctions
(f ∗ ϕt)t>0 converge ponctuellement vers f en tout point où f est continue :

f ∗ ϕt(x0) −−→
t→0

f(x0) en tout point x0 où f est continue

3. si f est mesurable et bornée sur R2, et si de plus f est uniformément continue sur R2, alors la
suite de fonctions (f ∗ ϕt)t>0 converge uniformément vers f sur R2 :

sup
x∈R2

|f(x)− f ∗ ϕt(x)| −−→
t→0

0

Si l’on ne dispose que de la continuité de f sur un compact de K de R2, alors (f ∗ ϕt)t>0

converge uniformément vers f sur K :

sup
x∈K
|f(x)− f ∗ ϕt(x)| −−→

t→0
0

On a vu en (4.3) que

∀(ε, ρ), Bε,ρ(x) =
1
ε2
Fg,h

(
|x|
ε

)
− 1
ρ2
Fg,h

(
|x|
ρ

)
on a donc

fε,ρ(x) =
1
ε2
f ∗ Fg,h

(
|x|
ε

)
− 1
ρ2
f ∗ Fg,h

(
|x|
ρ

)
Nous admettons ici quef ∗ Fg,h est borńe en0, et donc que le terme enρ tend vers źero quandρ
tend vers l’infini.

Ensuite, sous certaines conditions, la famille(Bε,ρ) va constituer une approximation de l’unité.
Pŕecisons-les.

Pour la premìere conditioǹa vérifier pour avoir une approximation de l’identité, on a

∀ε > 0,
∫
x∈R2

1
ε2
Fg,h

(
|x|
ε

)
dx

u=x
ε=
∫
R2

Fg,h (|u|) du =
∫ +∞

0

∫ 2π

0
Fg,h(r)dθrdr = 2π

∫ +∞

0
rFg,h(r)dr

On retrouve une des conditions surFg,h énonćee dans le th́eor̀eme.

Pour la seconde, en effectuant le même changement de variable, onécrit

∀ε > 0,
∫
x∈R2

∣∣∣∣ 1ε2Fg,h
(
|x|
ε

)∣∣∣∣ dx = 2π
∫ +∞

0
r|Fg,h(r)|dr

Par conśequent,

sup
ε>0

(∫
x∈R2

∣∣∣∣ 1ε2Fg,h
(
|x|
ε

)∣∣∣∣ dx) = 2π
∫ +∞

0
r|Fg,h(r)|dr

et dire que cette quantité est finie revient̀a dire quer 7→ rFg,h(r) appartient̀aL1(R+).

La troisìeme condition est alors automatiquement vérifiée, en appliquant le théor̀eme de conver-
gence domińee :

∀η > 0,
∫
|x|>η

1
ε2
Fg,h

(
|x|
ε

)
dx =

∫
|u|> η

ε

Fg,h (|u|) du = 2π
∫ +∞

η
ε

rFg,h(r)dr

= 2π
∫ +∞

0
rFg,h(r)1[ η

ε
,∞[(r)dr
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où
∀ε > 0, ,

∣∣∣rFg,h(r)1[ η
ε
(r)
∣∣∣ ≤ |rFg,h(r)|

et
rFg,h(r)1[ η

ε
,∞[(r) −−→

ε→0
0 pp r

On en d́eduit que ∫
|x|>η

1
ε2
Fg,h

(
|x|
ε

)
dx −−→

ε→0
0

Remarque : Holschneider introduit une autre condition surFg,h pour garantir la convergence ponctelle
defε,ρ versf en tout point òu f est continue : il requiert l’existence supplémentaire de deux constantes
γ > 0 et c > 0 tels queg eth vérifient la condition

∀t > 0,

∣∣∣∣∣ 1t2
∫
|x|≤t

h ∗ gσ(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ c

(1 + t)2+γ

Ici, les fonctions que nous manipulons sont bornées : nous sommes donc dans les conditions du lemme
(4.1.1), et la convergence ponctuelle est assurée sans contrainte supplémentaire surg eth. De plus, pour
des fonctions qui sont des sommes finies d’indicatrices de domaines compacts deuxà deux disjoints
(comme les fant̂omes), la convergence uniforme sur chacun de ces compacts est garantie.

4.1.3 Discŕetisation exacte

Les formules utiliśees par Holschneider sont des formules continues. Dans la partie qui vient, nous allons
exposer comment les discrétiser,à l’aide de la ǵeńeralisation de la transforḿee en ondelettes “presque
continue” vue au d́ebut du chapitre préćedent.

Proposition 4.1.1
S’il existe une constante strictement positive, notée C̃g,h, telle que, au sens des distributions,

∑
j∈Z

1

aj0

∫ 2π

0
RθD 1

a
j
0

̂(gσ ∗ h)dθ = C̃g,h

alors

f =
1

2πC̃g,h

∑
j∈Z

1

a2j
0

∫ 2π

0

(
Wgf(aj0, ., θ) ∗D

aj0
Rθh

)
dθ

Preuve . On noteγ
aj0,θ

= Wgf(aj0, ., θ) ∗D
aj0

Rθh.
Comme dans la preuve pour la formule de reconstruction (cf. (4.2)), on a

γ̂
aj0,θ

= 2πaj0f̂ RθD 1

a
j
0

̂(gσ ∗ h)

et dans ces conditions, on peutécrire

∑
j∈Z

1

a2j
0

∫ 2π

0
γ̂
aj0,θ

dθ = 2πf̂
∑
j∈Z

1

aj0

∫ 2π

0
RθD 1

a
j
0

̂(gσ ∗ h)dθ
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Remarque : comme dans le cas régulier, la normalisation para2j
0 est obtenue en se référantà la

condition d’admissibilit́e continue.
On constate ainsi que si la distribution

∑
j∈Z

1

aj0

∫ 2π

0
RθD 1

a
j
0

̂(gσ ∗ h)dθ

est une distribution constante (et non nulle), alors, en la notantC̃g,h, on obtient

f̂ =
1

2πC̃g,h

∑
j∈Z

1

a2j
0

∫ 2π

0
γ̂
aj0,θ

dθ

et

f =
1

2πC̃g,h

∑
j∈Z

1

a2j
0

∫ 2π

0
γ
aj0,θ

dθ =
1

2πC̃g,h

∑
j∈Z

1

a2j
0

∫ 2π

0

(
Wgf(aj0, ., θ) ∗D

aj0
Rθh

)
dθ

4.2 Application à la transformée de Radon

Nous revenons̀a la th́eorie d́evelopṕee par Holschneider dans [49], en montrant comment la transformée
en ondelettes ǵeńeraliśee qui vient d’̂etre pŕesent́ee peut̂etre exploit́ee pour construire une formule d’in-
version de la transforḿee de Radon.

4.2.1 La transformée de Radon : une transforḿee en ondelettes ǵenéralisée

Avec la d́efinition de la transforḿee en ondelettes géńeraliśee vue plus haut, la transformée de Radon
s’écrit comme une “transforḿee en ondelettes géńeraliśee”. En effet, en choisissant comme“ondelette”
d’analyse :

g ∈ S ′(R2) : f ∈ S(R2) 7→< g, f >=
∫
R
f(0, x2)dx2 (4.4)

(notations Holschneider :g(x) = δ(< e1, x >), qu’on peut́ecrire aussig(x) = δ(x1)1(x2))
on a, en appliquant la définition (4.1),

∀f ∈ S(R2), Wgf(a,b, θ)
def
=< g,R−θD 1

a
T−bf >

puis, en introduisant (4.4)

Wgf(a,b, θ) =
∫
R

(
R−θD 1

a
T−bf

)
(0, x2)dx2 =

∫
R

(
D 1
a
T−bf

)
(rθ(x2e2)) dx2

=
∫
R

(
D 1
a
T−bf

)(
x2Θ⊥

)
dx2 =

∫
R
aT−bf

(
ax2Θ⊥

)
dx2

=
∫
R
af
(
ax2Θ⊥ + b

)
dx2 =

∫
R
af
(
(b ·Θ)Θ + (ax2 + b ·Θ⊥)Θ⊥

)
dx2

u=ax2+b·Θ⊥
=

∫
R
f
(
(b ·Θ)Θ + uΘ⊥

)
du = Rf(Θ,b ·Θ)

Wgf(a, b, θ) =< TbDaRθg, f >= Rθf(b ·Θ) (4.5)
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4.2.2 Formule d’inversion continue de la transforḿee de Radon

On choisitg ∈ S ′ : f ∈ S 7→
∫
x2∈R

f(0, x2)dx2.

La condition d’admissibilit́e surh s’obtient alors de la manière suivante. On remarque d’abord que
puisqueg = δx1 ⊗ 1x2 , alors, pour toute fonction testf , on a

< gσ, f >=< g, fσ >=
∫
x2∈R

f(0,−x2)dx2
x′2=−x2=

∫
x′2∈R

f(0, x′2)dx2 =< g, f >

doncgσ = g.
D’autre part, au sens des distributions, on a

ĝ = δ̂x1 ⊗ 1̂x2 =
(

1√
2π

1k1
)
⊗
(√

2πδk2
)

= 1k1 ⊗ δk2

Par conśequent, pour toute fonctionh appartenant̀aS(R2),

̂(gσ ∗ h) = 2π
(
1k1 ⊗ δk2

)
ĥ

et la condition d’admissibilit́e croiśee surg eth s’écrit

Ch =
∫
R2

̂(gσ ∗ h)(k)
|k|2

dk = 2π
∫
R

ĥ(k1, 0)
k1

2 dk1 <∞

La formule de reconstruction s’écrit alors

f(x) =
1

2πCh

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

Rθf(b ·Θ)DaRθh(x− b)dbdθ
da

a3

avec

Ch = 2π
∫
R

ĥ(k1, 0)
|k1|2

dk1 <∞, 6= 0

Condition de convergence ponctuelle On rappelle qu’on a d́efini, pour toutε > 0,

Fg,h(ε) =
1
ε2

∫
|y|≤ε

h ∗ gσ(y)dy

Ici, g est impośee, et on a :

h ∗ gσ(y) = h ∗ g(y) = h ∗ (δx1 ⊗ 1x2) (y) =
∫
x2∈R

1(x2)h(y1, y2 − x2)dx2 =
∫
R
h(y1, v)dv

Par conśequent,

Fh(ε) =
1
ε2

∫
(y1,y2)|

√
y21+y22≤ε

h ∗ gσ(y)dy =
1
ε2

∫ ε

−ε

∫ √ε2−y21
−
√
ε2−y21

(∫
R
h(y1, v)dv

)
dy2dy1

=
1
ε2

∫ ε

−ε

(∫
R
h(y1, v)dv

)
2
√
ε2 − y2

1dy1 =
1
ε2

∫
R

∫ ε

−ε
2
√
ε2 − y2

1h(y1, v)dy1dv

y1=εu
=

1
ε2

∫
R

∫ 1

−1
2
√
ε2 − (εu)2h(εu, v)ε dudv = 2

∫
R

∫ 1

−1

√
1− u2h(εu, v)dudv
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Fh(ε) = 2
∫
R

∫ 1

−1

√
1− u2h(εu, v)dudv (4.6)

Les conditions de convergence en normeLp, et de convergence ponctuelle vues plus haut dans le cas
géńeral peuvent alorŝetre appliqúees. Nous verrons plus loin comment on peut les calculer pour des
ondelettes particulières.

Nous disposons donc ainsi d’une formule d’inversion de la transformée de Radon. Dans la suite, nous
allons l’écrire sous une autre forme, pour faire apparaı̂tre le lien avec la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee.

Lien avec la formule de ŕetroprojection filtr ée

f(x) =
1

2πCh

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

Rθf(b ·Θ)
1
a
h

(
r−θ(x− b)

a

)
dbdθ

da

a3

b=sΘ+tΘ⊥
=

1
2πCh

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R

∫
R
Rθf

(
(sΘ + tΘ⊥) ·Θ

)
h

(
r−θ

(
(x ·Θ)Θ + (x ·Θ⊥)Θ⊥ − (sΘ + tΘ⊥)

)
a

)
dtdsdθ

da

a4

=
1

2πCh

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R

∫
R
Rθf(s)h

(
(x ·Θ− s)e1 + (x ·Θ⊥ − t)e2

a

)
dtdsdθ

da

a4

u=x·Θ⊥−t=
1

2πCh

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R
Rθf(s)

∫
R
h

(
(x ·Θ− s)e1 + ue2

a

)
dudsdθ

da

a4

=
1

2πCh

∫ 2π

0

∫
R
Rθf(s)

∫
R

∫ +∞

0

1
a
h

(
(x ·Θ− s)e1 + ue2

a

)
da

a3
dudsdθ (4.7)

=
1

2πCh

∫ 2π

0

∫
R
Rθf(s)

(∫
R
H ((x ·Θ− s)e1 + ue2) du

)
dsdθ

où

H(x) =
∫
a>0

Dah(x)
da

a3
=
∫
a>0

1
a
h
(x
a

) da
a3

En reconnaissant une transformée de Radon dans la dernière expression de la formule de reconstruction,
on peutécrire

f(x) =
1

2πCh

∫ 2π

0

∫
R
Rf(Θ, s)RH (e1,x ·Θ− s) dsdθ

=
1

2πCh

∫ 2π

0
Rθf ∗ R0H (x ·Θ) dθ

On voit ainsi apparâıtre une formule similairèa la ŕetroprojection filtŕee (vue dans la propriét́e (2.2.2)),
dans laquelle le filtre rampe aét́e remplaće par la transforḿee de Radon de la fonctionH, calcuĺee dans
la directionθ = 0 (Θ = e1) : rampe :

rampe(s)←→ 1
Ch
RH (e1, s) =

1
Ch
R0H (s)

L’int ér̂et de cette nouvelléecriture du filtre rampe est le suivant : on dispose ainsi d’une décomposition
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du filtre rampéechelle paŕechelle :

R0H (s) =
∫
R
H(s, t)dt =

∫
R

∫
a>0

1
a
h

(
s

a
,
t

a

)
da

a3
dt

=
∫
a>0

1
a

∫
R
h

(
s

a
,
t

a

)
dt
da

a3

u= t
a=
∫
a>0

(∫
R
h
(s
a
, u
)
du

)
da

a3
=
∫
a>0
R0h

(s
a

) da
a3

soit finalement,

rampe(s)←→ 1√
2πCh

∫
a>0
R0h

(s
a

) da
a3

On voit ainsi apparâıtre une propríet́e que l’on exploitera pour traiter des données locales :̀a la différence
des ḿethodes de type rétroprojection filtŕee que nous avons présent́ees dans le chapitre préćedent, on
filtre la transforḿee de Radon par des filtres qui ne sont pas des ondelettes modifiées, mais des onde-
lettes “brutes” : on peut donc contrôler pŕeciśement le support des filtres utilisés, ind́ependamment du
nombre de moments nuls pris en compte dans ces méthodes pour anticiper l’élargissement des filtres
sous l’action du filtre rampe.

En exploitant la parit́e de la transforḿee de Radon, vue dans la propriét́e (2.1.1), on peut, sous certaines
propríet́es de la fonctionH, réduire le domaine d’intégration pour la variableθ, comme c’est le cas pour
la formule classique de rétroprojection filtŕee.

Proposition 4.2.1 (Formule d’inversion ŕeduite aux directions comprises entre 0 etπ)
Si H est paire en sa première variable, alors la formule d’inversion se réduit à

f(x) =
1

πCh

∫ π

0
Rθf ∗ R0H (x ·Θ) dθ

Preuve . On peutécrire, en d́ecoupant le domaine d’intégration :

f(x) =
1

2πCh

∫ 2π

0
Rθf ∗ R0H (x ·Θ) dθ

=
1

2πCh

(∫ π

0
Rθf ∗ R0H (x ·Θ) dθ +

∫ 2π

π
Rθf ∗ R0H (x ·Θ) dθ

)
On peut alors effectuer le changement de variableθ′ = θ − π (soitΘ′ = −Θ) dans la deuxìeme
intégrale∫ 2π

π
Rθf ∗ R0H (x ·Θ) dθ =

∫ 2π

π

∫
R
Rf(Θ, s)RH(e1,x ·Θ− s)dsdθ

=
∫ π

0

∫
R
Rf(−Θ′, s)RH(e1,−x ·Θ′ − s)dsdθ′

s′=−s=
∫ π

0

∫
R
Rf(−Θ′,−s′)RH(e1,−x ·Θ′ + s′)ds′dθ′

=
∫ π

0

∫
R
Rf(Θ′, s′)RH(e1,−x ·Θ′ + s′)ds′dθ′ d’apr̀es la parit́e deRf vue dans la propriét́e (2.1.1)

On constate alors que siR0H = RH(e1, .) est paire, alors∫ π

0

∫
R
Rf(Θ′, s′)RH(e1,−x ·Θ′ + s′)ds′dθ′ =

∫ π

0

∫
R
Rf(Θ′, s′)RH(e1,x ·Θ′ − s′)ds′dθ′

=
∫ π

0
Rθ′f ∗ R0H(x ·Θ′ − s′)dθ′
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et donc

f(x) =
2

2πCh

∫ π

0
Rθf ∗ R0H (x ·Θ) dθ =

1
πCh

∫ π

0
Rθf ∗ R0H (x ·Θ) dθ

Remarquons enfin que la parité de la fonctionR0H = RH(e1, .) est v́erifiée d̀es lors que la
fonctionH est elle-m̂eme paire en sa première variable ; en effet,

∀s ∈ R, R0H(−s) =
∫
R
H(−se1 + te2)dt =

∫
R
H(−s, t)dt

et siH est paire en sa première variable, alors on a∫
R
H(−s, t)dt =

∫
R
H(s, t)dt = RH(s)

Or, par d́efinition,

H(s, t) =
∫
a>0

1
a
h

(
s

a
,
t

a

)
da

a3

Il suffit donc que l’ondelette de reconstructionh soit paire en sa première variable pour assurer
la parit́e de la fonctionH en sa premìere variable, et donc celle deR0H.

4.2.3 Discŕetisation de la formule d’inversion

On applique ici la formule de discrétisation vue dans la propriét́e (4.1.1). On s’int́eresse ainsìa la quantit́e

C̃g,h =
∑
j∈Z

1

aj0

∫ 2π

0
RθD 1

a
j
0

̂(gσ ∗ h)dθ

Or ici on a

∀Φ, <

∫ 2π

0
RθD 1

a
j
0

̂(gσ ∗ h)dθ,Φ >=
∫ 2π

0

〈
RθD 1

a
j
0

̂(gσ ∗ h),Φ

〉
dθ =

∫ 2π

0

〈
̂(gσ ∗ h),Daj0

R−θΦ
〉
dθ

=
∫ 2π

0

∫
R
ĥ(k1, 0)

(
D
aj0

R−θΦ
)

(k1, 0)dk1dθ =
1

aj0

∫ 2π

0

∫
R
ĥ(k1, 0)Φ

(
k1

aj0
Θ

)
dk1dθ

=
α1,2

aj0

∫ 2π

0

∫
k1>0

ĥ(k1, 0)Φ

(
k1

aj0
Θ

)
dk1dθ où α1,2 =

{
2 si ĥ est paire en sa première variable.
1 si ĥ est analytique.

u=
k1

a
j
0

Θ

=
α1,2

aj0

∫
R2

ĥ(aj0|u|, 0)Φ (u)
aj0du
|u|

= α1,2

∫
R2

ĥ(aj0|u|, 0)Φ (u)
du
|u|

donc

∀Φ,

〈∑
j∈Z

1

aj0

∫ 2π

0
RθD 1

a
j
0

̂(gσ ∗ h)dθ,Φ

〉
= α1,2

∫
R2

∑
j∈Z

1

aj0

ĥ(aj0|u|, 0)
|u|

Φ (u) du

et la condition d’admissibilit́e est donc la suivante :

∃C̃h > 0 | ∀u ∈ R2, α1,2

∑
j∈Z

ĥ(aj0|u|, 0)

aj0|u|
= C̃h
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c’est-̀a-dire,si ĥ est paire en sa premìere variable,

∃C̃h > 0 | ∀ρ > 0, 2
∑
j∈Z

ĥ(aj0ρ, 0)

aj0ρ
= C̃h

etsi h est analytique

∃C̃h > 0 | ∀ρ > 0,
∑
j∈Z

ĥ(aj0ρ, 0)

aj0ρ
= C̃h

La formule de reconstruction qui, dans le cas géńeral, s’́ecrit

f =
1

2πC̃g,h

∑
j∈Z

1

a2j
0

∫ 2π

0

(
Wgf(aj0, ., θ) ∗D

aj0
Rθh

)
dθ

devient ici

f(x) =
1

2πC̃h

∑
j∈Z

1

a2j
0

∫ 2π

0

∫
R2

Rθf(b ·Θ)D
aj0

Rθh(x− b)dbdθ

=
1

2πC̃h

∫ 2π

0

∫
R2

Rθf(b ·Θ)
∑
j∈Z

1

a3j
0

h

(
r−θ (x− b)

aj0

)
dbdθ

u=sΘ+tΘ⊥
=

1

2πC̃h

∫ 2π

0

∫
R
Rθf(s)

∫
R

∑
j∈Z

1

a3j
0

h

(
(x ·Θ− s) e1 +

(
x ·Θ⊥ − t

)
e2

aj0

)
dtdsdθ

t′=x·Θ⊥−t
a
j
0=

1

2πC̃h

∫ 2π

0

∫
R
Rθf(s)

∫
R

∑
j∈Z

1

a2j
0

h

(
(x ·Θ− s)

aj0
e1 + t′e2

)
dtdsdθ (4.8)

=
1

2πC̃h

∫ 2π

0

∫
R
Rθf(s)R0H̃ (x ·Θ− s) dsdθ =

1

2πC̃h

∫ 2π

0
Rθf ∗ R0H̃ (x ·Θ) dθ

(4.9)

où on a pośe

H̃(x) =
∑
j∈Z

1

aj0
h
aj0

(x) =
∑
j∈Z

1

a2j
0

h

(
x

aj0

)
Reprenant (4.8), on peut aussiécrire

f(x) =
1

2πC̃h

∫ 2π

0

∫
R
Rθf(s)

∑
j∈Z

1

a2j
0

R0h

(
(x ·Θ− s)

aj0

)
dsdθ (4.10)

Remarque : ceci permet d’assurer la validité d’une discŕetisation que l’on aurait pu obtenir “naı̈vement”,
en faisant le “changement de variable” entre “a” et “j” dans la formule continue (en choisissant un pas
suffisamment fin pour obtenirà une constante près une bonne approximation de la condition d’admissi-
bilit é continue) :

Ch = 4π
∫ +∞

0

ĥ(k1, 0)
k1

2 dk1 ' 4π ln(a0)
∑
j∈Z

ĥ(ρaj0, 0)

ρaj0
= 2π ln(a0)C̃h(ρ)

autrement dita0 doit permettre de garantir que pour toutρ,

C̃h(a0, ρ) '
1

2π ln a0
Ch (4.11)
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On peut alorśecrire

f(x) =
ln a0

Ch

∫ 2π

0
Rθf ∗

∑
j∈Z

1

a2j
0

R0h

(
x ·Θ− s

aj0

) dθ

Pour l’implémentation pratique, on calcule au préalable le filtre 1D analytiquement :

R0H̃(s) =
1

2πC̃h

∑
j∈Z

1

a2j
0

R0h

(
s

aj0

)
(4.12)

On proc̀ede ensuite comme pour l’algorithme de rétroprojection filtŕee classique, vue au chapitre 2 : on
calcule le filtrage des projections 1D par FFT sur une grille régulìere, puis on calcule la rétroprojection
sur une grille cart́esienne, après interpolation lińeaire des projections filtrées (voir (2.26)). Le pas de la
grille pour le filtrage 1D est le m̂eme que dans la rétroprojection filtŕee (il est impośe par les conditions
d’échantillonnage).
De la m̂eme manìere que dans l’algorithme de rétroprojection filtŕee le filtre rampe est tronqué à la
fréquence de coupure des projections, on applique la même troncature aux filtres 1D que l’on applique
1D, tout au moins aux́echelles fines pour lesquelles il existe des composantes dont les fréquences sont
suṕerieures̀a cette fŕequence de coupure.

4.2.4 Choix d’une ondelette de reconstruction admissible pour la transforḿee de Radon

Dans la suite, nous allons faire des tests avec plusieurs ondelettes qui diffèrent selon leur nombre de
moments nuls. Nous appliquons d’abord les résultats qui pŕec̀edent dans chacun des trois cas.

Exemple 4.2.1 (Chapeau mexicain)
On choisit l’ondelette appelée chapeau mexicain, qui, a une constante près, est égale au Laplacien d’une
gaussienne (on la normalise pour que ‖h‖2 = 1) :

h(x, y) =
1√
2π

(x2 + y2 − 2)e−
x2+y2

2 (4.13)

Sa transformée de Fourier est réelle, isotrope, paire en sa première variable ; elle est donnée par

ĥ(k, l) =
1
2π

∫
R

∫
R
h(x, y)e−i(kx+ly)dxdy = − 1√

2π

(
k2 + l2

)
e−

k2+l2

2

Cette ondelette forme avec g une paire d’ondelettes admissibles, puisque l’on a :

Ch = 2π
∫
R

ĥ(λ, 0)
λ2

dλ = − 2π√
2π

∫
R
e−

λ2

2 dλ = − 2π√
2π

√
2π = −2π

Le filtre 1D que l’on applique aux projections s’exprime analytiquement :

R0h(s) =
∫ ∞

−∞
h(s, t)dt =

1√
2π

∫ ∞

−∞
(s2 + t2 − 2)e−

s2+t2

2 dt

=
1√
2π

(
(s2 − 2)e−

s2

2

∫ ∞

−∞
e−t

2/2dt+ e−
s2

2

∫ ∞

−∞
t2e−t

2/2dt

)
=

1√
2π

(√
2π(s2 − 2)e−

s2

2 + e−
s2

2

(∫ ∞

−∞
(t2 − 1)e−t

2/2dt+
∫ ∞

−∞
e−t

2/2dt

))
= (s2 − 2)e−

s2

2 + e−
s2

2

(
1√
2π

[
−te−

t2

2

]∞
−∞

+ 1
)

= e−
s2

2 (s2 − 1)
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FIG. 4.1 – L’ondelette chapeau mexicain (en haut), et sa transformée de Fourier (en bas).

et plus précisément, à l’échelle a, on applique aux projections le filtre suivant

1
a2
R0h

(s
a

)
=

1
a2
e−

s2

2a2

(
s2

a2
− 1
)

On constate ainsi que le filtre 1D que l’on applique aux projections n’est autre que le chapeau mexicain
1D (dérivée seconde d’une gaussienne).
Condition de convergence ponctuelle :

Fh(t) = 2
∫
R

∫ 1

−1

√
1− u2h(tu, v)dudv =

√
2
π

∫
R

∫ 1

−1

√
1− u2(t2u2 + v2 − 2)e−

t2u2+v2

2 dudv

On obtient

Fh(t) = πe−
t2

4

(
I
(

1,
t2

4

)
− I
(

0,
t2

4

))
où I désigne la fonction de Bessel modifiée de première espèce, avec [75]

I (1, x)− I (0, x) ∼x→+∞ −
1
4

√
2
π
ex

1

x
3
2

On en déduit que

Fh(t) ∼t→+∞ −
2
√

2π
t3

Les conditions de convergence ponctuelle sont donc vérifiées.
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FIG. 4.2 – Filtre 1D associé au chapeau mexicain

Condition de discrétisation : comme on l’a vu dans l’approximation (4.11), on cherche un pas a0 suffi-
samment fin pour que la quantité

C̃h(a0, ρ) = 2
∑
j∈Z

ĥ(aj0ρ, 0)

aj0ρ
= − 2√

2π

∑
j∈Z

ρaj0 e−
a
2j
0 ρ2

2

soit indépendante de ρ, ou, autrement dit pour qu’elle fournisse, quelle que soit la valeur de ρ, une bonne
approximation de la condition d’admissibilité continue : on veut que le choix de a0 permette d’écrire

∀ρ, C̃h(a0, ρ) '
1

2π ln a0
Ch = − 1

ln(a0)

puisque, comme on l’a vu plus haut, pour l’ondelette chapeau mexicain, on a :

Ch = −
√

2π
∫
R
e−

λ2

2 dλ = −2π

Numériquement, comme on pourra le visualiser à droite en figure (4.3), on constate que pour a0 = 2
1
4 ,

cette quantité est constante (elle l’est presque pour a0 = 2
1
2 , puisque l’amplitude du signal est de l’ordre

de 10−6.

Exemple 4.2.2 (Ondelette cŕeant un filtre à quatre moments nuls.)
On utilise une ondelette construite à partir d’une gaussienne, que l’on dérive 4 fois en x et en y, puis que
l’on normalise (pour le chapeau mexicain, on utilisait des dérivées d’ordre 2) ; on obtient ainsi l’ondelette
suivante

h(x, y) =
2√
57π

(x4 + y4 − 6x2 − 6y2 + 6)e−
x2+y2

2 ;

dont la transformée de Fourier, est réelle, isotrope, et paire en sa première variable, et s’écrit

ĥ(k, l) =
2√
57π

(k4 + l4)e−
1
2(k2+l2)

h et ĥ sont représentées en figure (4.4).

h est une ondelette à quatre moments nuls, car on peut vérifier que pour tout couple d’entiers naturels

(α, β) ∈ N2 tels que α+ β ≤ 3, on a
∫
R2

xαyβh(x, y)dxdy = 0.
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FIG. 4.3 – Recherche d’un pas de discrétisation pour lequel la discrétisation par transforḿee en ondelettes
presque continue est légitime, dans le cas de l’ondelette chapeau mexicain 2D ; on a tracé en trait́epais la
constante que l’on souhaite approcher, et en trait plus fin, le graphe de la fonctionC̃h(a0, .), et ceci pour
a = 2, puisa =

√
2, puisa = 2

1
4 . Numériquement, la fonction peutêtre consid́eŕee comme constante

poura = 2
1
4 .

Cette ondelette est bien une ondelette admissible pour l’inversion de la transformée de Radon, puisqu’elle
vérifie

Ch = 2π
∫
R

ĥ(λ, 0)
λ2

dλ =
4π√
57π

∫
R
λ2e−

−λ2

2 dλ =
4π√
57π

√
2π = 4π

√
2
57

Le filtre que l’on applique à chacune des projections est une somme de dilatées de la fonction

Rh(e1, s) =
∫ ∞

−∞
h(s, t)dt ==

2√
57π

∫ ∞

−∞
(s4 + t4 − 6s2 − 6t2 + 6)e−

s2+t2

2 dt

=
2√
57π

e−
s2

2

(
(s4 − 6s2 + 6)

√
2π + 3

√
2π − 6

√
2π
)

=
2
√

2√
57
e−

s2

2
(
s4 − 6s2 + 3

)

Il est représenté en figure (4.5).

La condition de convergence en norme Lp, et de convergence ponctuelle aux points de continuité de la
fonction s’obtient avec

Fh(t) = 2
∫
R

∫ 1

−1

√
1− u2h(tu, v)dudv =

2√
57π

∫
R

∫ 1

−1

√
1− u2(t4u4 + v4 − 6t2u2 − 6v2 + 6)e−

t2u2+v2

2 dudv

En évaluant cette expression avec le logiciel Maple , on obtient

Fh(t) = −2
√

2√
57
πe−

t2

4

(
(1− t2)I

(
1,
t2

4

)
− (3− t2)I

(
0,
t2

4

))
(mêmes notations que dans l’exemple précédent). La fonction asympt de Maple fournit l’équivalent
suivant :

Fh(t) = Ot→+∞

e− t2

4

t5


Les conditions de convergence ponctuelle sont donc vérifiées.
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FIG. 4.4 – Ondelettèa 4 moments nuls (en haut), et sa transformée de Fourier (en bas).
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FIG. 4.5 – Filtre 1D associé à l’ondelettèa quatre moments nuls présent́ee en (4.4).
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Condition de discrétisation : Comme dans l’exemple on cherche un “pas” a0 suffisamment fin pour que la
fonction ρ 7→ C̃h(a0, ρ) puisse être considérée comme constante. Ici, cette fonction a la forme suivante :

C̃h(a0, ρ) = 2
∑
j∈Z

ĥ(aj0ρ, 0)

aj0ρ
= 2

2√
57π

∑
j∈Z

a3j
0 ρ

3e−
a
2j
0 ρ2

2

et, étant donnée la valeur de la constante d’admissibilité continue, on veut donc que

∀ρ, C̃h(a0, ρ) '
1

2π ln a0
Ch =

2
√

2√
57 ln(a0)

FIG. 4.6 – Recherche d’un pas de discrétisation pour la discrétisation par transforḿee en ondelettes
presque continue, dans le cas de l’ondeletteà quatre moments nuls ; on a tracé en traitépais la constante
que l’on souhaite approcher, et en trait plus fin, le graphe de la fonctionC̃h(a0, .), et ceci poura = 2,
puis a =

√
2, puisa = 2

1
4 . Numériquement, la fonction peutêtre consid́eŕee comme constante pour

a = 2
1
4 .

Exemple 4.2.3 (Ondelette engendrant un filtre avec un grand nombre de moments nuls)
On part d’une ondelette de Morlet 2D, définie par

m(x, y) = e6ixe−
(x2+y2)

2

dont la transformée de Fourier est égale à

m̂(k, l) = e−
(k−6)2+l2

2

Cette fonction n’est pas exactement de moyenne nulle, mais on a coutume de considérer qu’elle l’est
approximativement. Néanmoins, ici, en l’état, elle n’est pas admissible pour l’inversion de la transformée

de Radon (en effet, k 7→ e−
(k−6)2

2

k2
n’est pas intégrable en 0). On peut cependant la modifier, pour la

rendre admissible. Il suffit pour cela d’introduire par exemple la fonction suivante [2] :

− ∂m
∂x2

(x, y)− ∂m

∂y2
(x, y) = e6ixe−

(x2+y2)
2 (2− (x− 6i)2 − y2)

Après normalisation, on obtient

h(x, y) =
1√

1442π
e6ixe−

(x2+y2)
2 (2− (x− 6i)2 − y2)
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Sa transformée de Fourier est égale à

ĥ(k, l) =
1√

1442π
e−

(k−6)2+l2

2 (k2 + l2)

Ainsi modifiée, cette fonction a été rendue admissible pour la transformée de Radon :

Ch = 2π
∫
R

ĥ(λ, 0)
λ2

dλ =
2π√

1442π

∫
R
e−

(λ−6)2

2 dλ =
2π√

1442π

√
2π =

2π√
721

La fonction h est une ondelette complexe, analytique en sa première variable, car sa transformée de Fou-
rier peut être considérée comme numériquement nulle pour k < 0.

Le filtre 1D appliqué aux projections est égal à :

R0h(s) =
∫ ∞

−∞
h(s, t)dt =

1√
1442π

∫ ∞

−∞
e6ise−

(s2+t2)
2 (2− (s− 6i)2 − t2)dt

=
1√
721

e−
s2

2 e6is(1− (s− 6i)2)

avec des calculs d’intégrales similaires à ceux que l’on a effectués dans les exemples précédents.

FIG. 4.7 – Ondelette directionnelle complexe (ondelette de Morlet modifiée) : sa partie réelle, sa partie
imaginaire et sa transforḿee de Fourier.

Condition de discrétisation : Comme dans les exemples précédents, on cherche un “pas” a0 suffisamment
fin pour que la fonction ρ 7→ C̃h(a0, ρ) puisse être considérée comme constante. Ici, cette fonction a la
forme suivante (puisque l’ondelette est analytique en sa première variable)

C̃h(a0, ρ) =
∑
j∈Z

ĥ(aj0ρ, 0)

aj0ρ
=

1√
1442π

∑
j∈Z

e−
(a
j
0ρ−6)2

2 (aj0ρ)
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FIG. 4.8 – Filtre 1D associé à l’ondelette de Morlet modifíee (partie ŕeelle et partie imaginaire)

et, étant donnée la valeur de la constante d’admissibilité continue, on veut donc que

∀ρ, C̃h(a0, ρ) '
1

π ln a0
Ch =

2√
721 ln(a0)

Condition de convergence :

Fh(t) = 2
∫
R

∫ 1

−1

√
1− u2h(tu, v)dudv

=
2√

1442π

∫
R

∫ 1

−1

√
1− u2e6itue−

(t2u2+v2)
2 (38 + 12itu−−t2u2 − v2)dudv

=
2√

1442π

∫
R

∫ 1

−1

√
1− u2e−

(t2u2+v2)
2

(
cos(6tu)

(
38− t2u2 − v2

)
− 12 sin(6tu)tu

)
dudv

(seule la partie ŕeelle subsiste, la partie imaginaire est nulle)

=
8√

1442π

∫ ∞

0

∫ 1

0

√
1− u2e−

(t2u2+v2)
2

(
cos(6tu)

(
38− t2u2 − v2

)
− 12 sin(6tu)tu

)
dudv

Nous ne sommes pas parvenus à une expression explicite de Fh ; néanmoins, par la méthode des rec-
tangles, on peut se convaincre que les intégrales t 7→ |Fh(t)| et t 7→ t |Fh(t)| sont intégrables sur R+ -

nous avons obtenu
∫ ∞

0
|Fh(t)| dt ' 1, 9 et

∫ ∞

0
t |Fh(t)| dt ' 0, 5 (dans les deux cas à 10−1 près).

FIG. 4.9 – Recherche d’un pas de discrétisation pour la discrétisation par transforḿee en ondelettes
presque continue, dans le cas de l’ondelette de Morlet modifiée ; on a traće en trait́epais la constante que
l’on souhaite approcher, et en trait plus fin, le graphe de la fonctionC̃h(a0, .), et ceci poura = 2, puis
a =
√

2, puisa = 2
1
4 . Numériquement, la fonction peutêtre consid́eŕee comme constante poura = 2

1
4 .
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4.2.5 Tests de reconstructioǹa partir de données globales

Nous avons impĺement́e la formule (4.10) pour les trois ondelettes présent́ees dans le paragraphe préćedent.
Nous pŕesentons les résultats obtenus pour l’ondelette chapeau mexicain en figure (4.10) et pour l’onde-
lette de Morlet modifíee en figure (4.11) : les reconstructions obtenues (dand la colonne de gauche) sont
tout à fait satisfaisantes, et en tout cas comparables aux résultats obtenus avec la méthode classique de
rétroprojection filtŕee (dans la colonne de droite). Elles sont similaires pour les deux choix d’ondelettes.

Dans tous les cas, on se place dans les conditions d’échantillonnage de la transformée de Radońenonćees
dans le chapitre 2, c’est-à-dire que pour des images de taille256 × 256, le pas ens estégalà 1 (unit́e :
pixel), et on utilise 450 projections sur[0, π[.

Vers la méthode locale : reconstructions̀a partir de données globales̀a diff érenteséchelles Nous
avons repŕesent́e en figure (4.12) la reconstruction du fantôme de Shepp et Logaǹa partir de donńees
globales, en ajoutant progressivement deséchelles. On peut visualiser la convergence ponctuelle de la
reconstruction vers la fonction initiale en tout point où la fonction initiale est continue.
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FIG. 4.10 – Reconstructioǹa partir de donńees globales - Ondelette chapeau mexicain.
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FIG. 4.11 – Reconstructioǹa partir de donńees globales - Ondelette de Morlet modifiée.
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FIG. 4.12 – Convergence de la reconstruction au fil deséchelles (chapeau mexicain ;échelle minimale :
2−

11
4 ; échelles maximales : de haut en bas sur la colonne de gauche :2−

2
4 ,2−

6
4 ,2−

10
4 ,2−

14
4 , puis de haut

en bas sur la colonne de droite :2−
18
4 ,2−

22
4 ,2−

26
4 ,2−

32
4 . Les reconstructions ontét́e normaliśees entre 0 et

1, mais pour les sections, les valeurs exactes ontét́e pŕeserv́ees, de telle sorte que la convergence puisse
être visualiśee.
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4.3 Formule d’inversion locale de la transforḿee de Radon

4.3.1 Le probl̀eme int́erieur

La formule continuéetablie dans le cas de données globales est la suivante :

f(x) =
1

2πCh

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

Rθf(b ·Θ)
1
a
h

(
r−θ(x− b)

a

)
dbdθ

da

a3

Nous allons maintenantétudier comment elle peut s’adapterà l’exploitation de donńees locales. L’id́ee
que nous allons mettre en oeuvre ici consisteà reconstruire partiellement la fonctionf en ne reconstrui-
sant dans la ŕegion d’int́er̂et que les composantes def à certaineśechelles,̀a savoir celles qui auraient
ét́e reconstruites de manière similaire si l’on avait disposé de toutes les données.
Il y a alors deux manières d’appŕehender la troncature : soit en tronquant la décomposition def en on-
delettes2D dans le domaine direct, soit en appliquant un filtre tronqué aux projections. Nous allons les
exposer l’une après l’autre.

4.3.1.1 Probl̀eme int́erieur et troncature de la formule dans le domaine direct

On suppose que l’on connaı̂tRf(Θ, s) pour tous les anglesθ, mais seulement pour les abscissess tel que
|s| ≤ ρ0. Une directionΘ étant fix́ee, on dispose donc deRθf(b ·Θ) en tous lesb tels que|b ·Θ| ≤ ρ0.
On dispose en particulier des valeursRθf(b ·Θ) en tous les pointsb tels que|b| ≤ ρ0 (car alors, quelle
que soit la valeur deθ dans[0, π], |b ·Θ| ≤ |b| |Θ| = |b| ≤ ρ0).

On fixe uneéchellea et une directionΘ ; on isole dans la formule de reconstruction la composante
assocíee :

frecons,a,θ(x) =
∫
R2

Rθf(b ·Θ)
1
a
h

(
r−θ(x− b)

a

)
db =

∫
R2

Rθf(b ·Θ)ha,θ (x− b) db

On suppose que le support deh est inclus dans le disque de rayonM , oùM > 0.
Pourθ ∈ [0, π[ eta > 0, le support deha,θ est donc inclus dans le disque de rayonaM .

On cherche alors les pointsb qui vont avoir une contribution non nulle dans le calcul defrecons,a,θ(x).

ha,θ (x− b) 6= 0⇒ x− b ∈ supp(ha,θ)⇒ |x− b| ≤ aM

ce qui permet d’́ecrire, en utilisant l’ińegalit́e |b| ≤ |b− x|+ |x|, l’implication suivante :

ha,θ (x− b) 6= 0⇒ |b| ≤ aM + |x|

Par conśequent, on constate que si l’on se place en un pointx du domaine direct̀a l’intérieur du disque
de rayonρ0 − aM (|x| ≤ ρ0 − aM ), alors on est assuré de l’implication

ha,θ (x− b) 6= 0⇒ |b| ≤ ρ0

c’est-̀a-dire que les pointsb qui apportent une contribution non nulle au calcul defrecons,a,θ(x) sont
des points òu les coefficients associés,à savoirRθf(b · Θ), sont connus quelle que soit la valeur de
θ ; autrement dit,en se restreignantà la région desx tels que |x| ≤ ρ0 − aM , alors à partir des
données locales disponibles, on peut reconstruirefrecons,a,θ(x) dans les m̂emes conditions que si
l’on avait disposé de toutes les donńees. La région d’exposition de rayonρ0 étant fix́ee, on a d́efini
en la ṕeriph́erie de son int́erieur des marges de rayonaM (donc de largeur croissante quand l’échelle
devient plus grossière)à l’intérieur desquelles on peut reconstruirefrecons,a,θ comme si l’on avait eu des
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donńees globales.
On a donc

∀x, |x| ≤ ρ0−aM ⇒ frecons,a,θ(x) =
∫
R2

Rθf(b ·Θ)ha,θ (x− b) db =
∫
b;|b|≤ρ0

Rθf(b ·Θ)ha,θ (x− b) db

4.3.1.2 Probl̀eme int́erieur et troncature du filtre 1D

Comme on l’a vu plus haut quand on a fait le lien avec la formule de rétroprojection filtŕee, en conservant
R2 comme domaine d’intégration et en faisant le changement de variablesb = sΘ+ tΘ⊥, Θ étant fix́e,
on sait que

frecons,a,θ(x) =
∫
R2

Rθf(b ·Θ)ha,θ (x− b) db =
∫
R
Rθf(s)aRha (e1,x ·Θ− s) ds

En utilisant une ǵeńeralisation de la propriét́e vue dans la propriét́e (2.1.2) sur le support de la transformée
de Radon, on sait que supposer le support deha inclus dans la boule de rayonaM permet de dire
que le support de sa transformée de Radon dans la directione1 Rha(e1, .) est inclus dans l’intervalle
[−aM, aM ]. Comme plus haut, si l’on chercheà identifier less qui vont apporter une contribution non
nulle à la reconstructionfrecons,a,θ(x) dans cette formulation, on peutécrire les implications :

Rha (e1,x ·Θ− s) 6= 0⇒ x ·Θ− s ∈ [−aM, aM ]⇒ x ·Θ− aM ≤ s ≤ x ·Θ + aM

et si l’on restreint les pointsx où l’on garantit la reconstruction auxx tels que|x| ≤ ρ0 − aM , alors
quelle que soit la valeur deΘ, on a

aM − ρ0 ≤ x ·Θ ≤ ρ0 − aM

et donc
Rha (e1,x ·Θ− s) 6= 0⇒ −ρ0 ≤ s ≤ ρ0

Ainsi, on peut aussíecrire

∀x, |x| ≤ ρ0 − aM ⇒ frecons,a,θ(x) =
∫ ρ0

−ρ0
Rθf(s)aRha (e1,x ·Θ− s) ds

Remarque : à la différence des ḿethodes du type rétroprojection filtŕee vue dans le chapitre préćedent,
le filtres 1D ne sont pas modifiés par le filtre rampe, et ils ont un support dont l’étendue est parfaitement
connuèa chaquéechelle.

C’est cette dernière approche que nous avons mise en oeuvre dans notre implémentation de la for-
mule de reconstruction locale : en effet, l’adaptation de la méthode utiliśee pour les donńees locales
est imḿediate : il suffit de tronquer convenablement enéchelles le filtre 1D, vu en (4.12), que l’on pré-
calcule, les autreśetapes (filtrage et rétroprojection)́etant inchanǵees. Notons toutefois que, comme nous
l’avons mentionńe en (2.36), il est connu en tomographie locale que prolonger les projections tronquées
par continuit́e permet de ŕeduire les artefacts au bord de la région d’expsoition : nous l’appliquons ici.

4.3.1.3 Tests de reconstruction locale

Tests sur le fant̂ome de Shepp et Logan Reconstruction de la région centrale du fant̂ome de Shepp
et Logan avec l’ondelette chapeau mexicain.
Nous avons d’abord réaliśe les tests classiques des méthodes pour le problème int́erieur, à savoir la
reconstruction de la région centrale du fantôme de Shepp et Logan.
Dans ces tests,
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– le rayon du support de l’ondelette chapeau mexicain peut numériquement̂etre consid́eŕe égal à
M = 6 ;

– nous avons choisi, comme dans les exemples donnés dans le chapitre préćedent, de fixer le rayon
de la ŕegion d’exposition 32 pixels :RE = 32 ;

– supposons qu’un rayon de région d’int́er̂et aitét́e fixé, par exempleRI = 23 : alors on peut garan-

tir une reconstruction de la fonction jusqu’à l’échellej telle que6aj0 = 9, soit j = b ln 3− ln 2
ln a0

c,

soit, poura0 = 2
1
4 , j = 2.

La figure (4.13) pŕesente les ŕesultats obtenus avec ces paramètres.

Reconstruction d’une région d́ecentŕee du fant̂ome de Shepp et Logan avec l’ondelette chapeau
mexicain.
Nous compĺetons le test classique présent́e ci-dessus par une reconstruction locale d’une région d́ecentŕee
du fant̂ome de Shepp et Logan.
On a toujoursM = 6 ; RE = 32 ; RI = 23 ; a0 = 2

1
4 , jmax = 2. La région d’exposition est centrée

autour du point de coordonnées(206, 128).
La figure (4.14) pŕesente les ŕesultats obtenus avec ces paramètres.

Mise en d́efaut de la méthode de ŕetroprojection filtr ée tronquée dans le cas du probl̀eme int́erieur,
et application de notre méthode. Comme nous l’avons expliqué dans le chapitre 2, nous avons constaté,
dans les exṕeriences que nous avons réaliśees pour ce travail, que très souvent la ḿethode de ŕetroprojection
filtr ée a un comportement très satisfaisant en présence de données locales ; par conséquent, il nous semble
que chercher̀a d́evelopper de nouvelles ḿethodes locales ne se justifie que si les méthodes nouvelles
propośees se comportent “au moins aussi bien” que la rétroprojection filtŕee quand celle-ci a un compor-
tement satisfaisant, et si elles présentent des résultats meilleurs quand la rétroprojection filtŕee est mise
en d́efaut.

Nous revenons icìa l’exemple que nous avions présent́e dans le chapitre 2 (figure 2.31), pour lequel nous
avions dit que la ŕetroprojection filtŕee n’́etait pas satisfaisante car, du fait de la présence de structures
ext́erieures̀a la ŕegion d’int́er̂et, des structures identiques dans la région d’int́er̂et dans le fant̂ome initial
n’étaient pas reconstruitse de manière similaire dans la reconstruction finale ; de plus les discontinuités
présentes en ṕeriph́erie de la ŕegion d’int́er̂et étaient difficilement visibles dans la reconstruction. Nous
présentons les résultats obtenus avec notre méthode en figure (4.15) : en restreignant leséchelles utiliśees
dans la reconstruction aux́echelles fines, on arrivèa reconstruire les m̂emes coefficients que ceux que
l’on aurait reconstruits avec des données globales (cf. exemple préćedent, avec la figure (4.14)), et la
symétrie de l’image initiale est respectée dans la reconstruction obtenue. De plus, dans l’image obtenue,
les discontinuit́es sont clairement visibles (frontière entre les deux cercles les plus extérieurs comprise).
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FIG. 4.13 – Reconstruction de la région centrale du fantôme de Shepp et Logaǹa partir de donńees
locales (les limites des régions d’int́er̂et et d’exposition sont matérialiśees par des pointillés verticaux).
Comparaison entre notre méthode (̀a gauche), et la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee (̀a droite) ;à gauche,
on a repŕesent́e également, en pointillés épais, la reconstruction obtenue avec notre méthode, pour la
même gamme d’échelle,mais avec des données compl̀etes.
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FIG. 4.14 – Reconstruction d’une région d́ecentŕee du fant̂ome de Shepp et Logaǹa partir de donńees
locales. Comparaison entre notre méthode (̀a gauche), et la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee (̀a droite)
(mêmes conventions que dans la figure préćedente).
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FIG. 4.15 – Un exemple òu, sur des donńees locales, notre ḿethode (̀a gauche) a un comportement plus
satisfaisant que la rétroprojection filtŕee(̀a droite) : comme on peut le constater sur les reconstructions (en
2ème ligne), et les zooms sur la région d’int́er̂et (en 3̀eme ligne), les discontinuités sont plus nettes, m̂eme
en ṕeriph́erie de la ŕegion d’int́er̂et ; de plus, comme on peut le voir sur les sections des reconstructions,
la syḿetrie initiale de l’image est préserv́ee, ce qui n’est pas le cas avec la rétroprojection filtŕee.
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4.3.2 Tomographie 2Dà angle limité

On connait la transforḿee de Radon pour un intervalle d’angles[θmin, θmax] (ou une ŕeunion finie d’in-
tervalles de ce type). Dans la formule de reconstruction globale, ne sont donc identifiables que les com-
posantes suivantes :

frecons,θmin,θmax(x) =
1

2πCh

∫ +∞

0

∫ θmax

θmin

∫
R2

Rθf(b ·Θ)
1
a
h

(
r−θ(x− b)

a

)
dbdθ

da

a3
(4.14)

On pourrait se contenter de tronquer ainsi la formule : toute l’information disponible sur la transformée
de Radon serait mobilisée, mais alors on reconstruirait exactement la même fonction qu’avec la ḿethode
de ŕetroprojection filtŕee tronqúee, dont on sait qu’elle entraı̂ne des artefacts que l’on voudraitéviter ; ces
artefacts sont sitúes au voisinage des tangentes aux structures présentes dans l’image, tangentes dans les
directionsθmin etθmax.

La pŕesence d’une singularité en un pointy du domaine direct selon une directionΘ, engendre des
valeurs non nulles au voisinage du point d’abscissey ·Θ (dans le domaine de Radon) après filtrage de
Rθf . Si on se place en un pointx alors, lors de la ŕetroprojection dans la directionΘ, un coefficient
est attribúe dans la reconstruction au pointx, et ceci du seul fait de la présence de la singularité en
y , et m̂eme s’il n’y a pas de singularité dans la directionΘ en ce pointx. En pŕesence de données
compl̀etes, ce coefficient est annulé par les ŕetroprojections enx selon les autres directions ; s’il manque
des directions de rétroprojection, cette compensation n’est plus accomplie, d’où des artefacts.
A la diff érence de la rétroprojection filtŕee, la formule que nous utilisons ici présente l’avantage de pou-
voir également̂etre tronqúee enéchelle ; par conśequent, le filtrage (par des filtresR0ha, limités aux
échellesa fines) que l’on applique aux projections devient local, et les coefficients qui apparaissent dans
le filtrage deRθf du fait de la singularit́e enx sont concentŕes autour du point d’abscissex · Θ, la
concentratiońetant d’autant plus forte que leséchelles utiliśees sont fines. Lors de la rétroprojection
dans la directionΘ, l’influence de la singularité enx est donc ŕeduiteà une bande de largeur d’autant
plus étroite que leśechelles utiliśees sont fines. On pourra visualiser ce phénom̀ene en figure (4.17) :
les artefacts dans la direction horizontale présents avec la rétroprojection filtŕee (bandes homogènes ver-
ticales, sur l’imagèa droite en première ligne) sont quasimentéliminés avec notre ḿethode (ŕesultats
présent́es pour trois types d’ondelettes, en deuxième ligne).

Le caract̀ere local du filtrage par ondelettes permet donc de réduire les artefacts ; on peut tirer parti de
l’utilisation des ondelettes en jouant sur un autre aspect : les moments nuls. Comme on peut le voir sur la
deuxìeme ligne de la figure(4.17), les résultats obtenus diffèrent selon l’ondelette de reconstruction choi-
sie ; or ces dernières diff̀erent par leur nombre de moments, croissant de gaucheà droite ; les effets sont
cette fois-ci visibles dans la direction verticale : il apparaı̂t que plus il y a de moments nuls, meilleure
est la localisation des singularités. La conjecture que nous faisons est la suivante : plus l’ondelette de
reconstruction pŕesente de moments nuls, plus précise est la d́etection des singularités 1D dans le filtrage
des projections (celles-ci sont localisées de manière plus pŕecise), pluśetroite est la bande des directions
voisines de la direction de la singularité affect́ees par cette singularité, plus efficace est la compensation
lors de la ŕetroprojection aux points qui ne présentent pas de singularité. Pour illustrer ceci, on a inséŕe
en figure (4.16) les sinogrammes filtrés dans le cas de l’ondelette chapeau mexicain et de l’ondelette de
Morlet. Dans le deuxième cas, les effets des singularités verticales sont beaucoup moinsétendus.

Remarque :on auraita priori pu penser que le comportement différent de l’ondelette de Morlet pouvait
s’expliquer par le fait que celle-ci est une ondelette directionnelle. En fait, il n’en est rien, car lorsqu’on
applique aux projections le filtre 1D associé, le caract̀ere directionnel de l’ondelette 2D n’apparaı̂t pas.
En revanche, les moments nuls, eux, sont transmis de l’ondelette 2D au filtre 1D.
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FIG. 4.16 – Sinogrammes avant et après filtrage par le filtreR0ha pour uneéchellea très fine, dans le
cas des reconstructionsà angle limit́e pŕesent́ees en figure (4.17), avec sur la première ligne l’ondelette
chapeau mexicain et sur la deuxième l’ondelette de Morlet : les effets des singularités verticales sont plus
concentŕes dans le deuxième cas (òu le nombre de moments nuls est plus important) que dans le premier.

Nous avons appliqúe notre ḿethode de reconstruction tronquée en angles et eńechellesà un fant̂ome
inspiŕe du fant̂ome utiliśe par Natterer dans [75] pour le problèmeà angle limit́e. Les ŕesultats sont
présent́es en figure (4.18) pour une gamme d’angles fixée (on a seulement conservé les projections as-
socíeesà θ ∈ [15, 165]), puis pour plusieurs gammes d’angles, de manièreà visualiser le comportement
de notre ḿethode en fonction de la quantité de donńees disponibles (figure 4.18).

Nous pŕesentons enfin un dernier test dans ce paragraphe, en adoptant un point de vue différent du
préćedent : on peut aussi imaginer que l’on fixe une direction, et que l’on souhaite reconstruire dans
une image seulement les singularités diriǵees selon cette direction. Dans ce cas, notre méthode peut̂etre
utilisée, en tronquant la reconstruction auxéchelles tr̀es fines, et en ne conservant dans la reconstruction
que les angles au voisinage de la direction visée : c’est ce qui áet́e fait en figure (4.20) : on a construit
un fant̂ome avec des rectangles dont les côtés avaient des directions fixées (verticale et horizontale pour
le carŕe en haut̀a gauche,̀a 60° et 150° pour le carré à droite, et̀a 45° et 135° pour le rectangle en basà
gauche).

Dans le premier cas (première ligne), nous avons effectué une reconstruction où seules les directions
entre 85° et 95° ont́et́e conserv́ees ; dans ce cas, c’est la reconstruction des bords horizontaux qui est
visée. Pouŕevaluer la qualit́e de la reconstruction, nous avons appliqué un d́etecteur de contours simple1

à l’image initiale (en clair), puis̀a l’image reconstruite (en foncé). Conforḿement aux constatations faites
préalablement, on constate que dans la direction de la singularité, le bord est d’autant mieux localisé que
l’ondelette pŕesente un grand nombre de moments nuls (quatrième colonne par rapportà la troisìeme) ;
cependant, dans la direction orthogonale, l’effet est inverse : plus l’ondelette a de moments nuls, plus
elle oscille, et moindre est la précision de la localisation. Ńeanmoins, les résultats de localisation sont
indéniablement meilleurs qu’avec la rétroprojection filtŕee (pŕesent́es en deuxìeme colonne).
Dans le deuxìeme cas (deuxième ligne du tableau), nous avons seulement conservé les projections ef-

1Nous avons utiliśe comme d́etecteur de contours la fonctionedge du logicielMatlab , pour le filtre de Sobel.
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FIG. 4.17 – Comparaison entre trois ondelettes. Reconstruction effectuée avec une seuléechelle, tr̀es
fine. On mesure seulement sur 0°-5° et 175°-180° ; rétroprojection filtŕee, puis, de gauchèa droite, re-
construction avec l’ondelette chapeau mexicain, l’ondeletteà quatre moments nuls, puis l’ondelette de
Morlet modifiée.
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FIG. 4.18 – Visualisation de la réduction des artefacts procurée par l’utilisation de notre ḿethode. Re-
construction dans le cas du problèmeà angle limit́e [image256 × 256 ; seules les mesures effectuées
pour θ ∈ [15, 165] sont conserv́ees]. Premìere ligne : le fant̂ome, similaire au fantôme utiliśe par Nat-
terer dans [75] (V.2), puis des reconstructions, avec les traces des sections verticale puis horizontale :
deuxìeme ligne : par ŕetroprojection filtŕee ; troisìeme ligne : ondelette de Morlet modifiée. quatrìeme
ligne : avec une ondelettèa quatre moments nuls.
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FIG. 4.19 – Comparaison de notre méthode avec la rétroprojection filtŕee dans le cas du problèmeà
angle limit́e ; de gauchèa droite, la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee, notre ḿethode avec une ondelette
à quatre moments nuls, et notre méthode avec l’ondelette de Morlet modifiée. De haut en bas, sont mises
à źero les projections correspondant aux angles [5° 175°], [10°,170°], [45°,135°], et [85° 95°]
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fectúees entre 55° et 65°. Les conclusions sont similaires.

Dans le troisìeme cas, nous avons supprimé le carŕe de droite : il n’y a donc plus de bordsà 60° dans
l’image. L’objectif est alors que la ḿethode de reconstruction ne détecte pas de bord. Avec notre méthode,
des singularit́es sont certes détect́ees, mais restent concentrées aux sommets des carrés, alors qu’avec la
rétroprojection filtŕee, on retrouve l’influence des sommets, mais diffusée sur toute l’image.
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FIG. 4.20 – Reconstructions avec sélection de direction : autour de 90° ([85°-95°]), autour de 60° ([55°-
65°]), autour de 60° après avoir enlev́e un carŕe.).
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4.3.3 D’autres probl̀emes locaux

4.3.3.1 Probl̀eme int́erieur à angle limité

Nous avons vu dans les deux paragraphes préćedents deux adaptations de la formule d’inversion de la
transforḿee de Radon (4.10) : la prise en compte de données tronqúees selon la variables, ou selon
la variableθ. Nous proposons ici un test où le sinogramme est simultanément tronqúe en ces deux va-
riables ; l’objectif est alors de reconstruire dans une région int́erieure les discontinuités plaćees selon les
directions pŕeserv́ees. Les ŕesultats sont présent́es en figure (4.21), pour l’ondeletteà quatre moments
nuls, et pour l’ondelette de Morlet modifiée.

4.3.3.2 Reconstruction en pŕesence du bruit

L’objectif de notre travaiĺetait de proposer une ḿethode permettant le traitement de données locales,
non corrompues par du bruit. Le traitement de données tomographiques bruitées fait l’objet de la trans-
formée en ondelettes vaguelettes, et des transformées en curvelets et bandelettesévoqúees dans le cha-
pitre pŕećedent : nous n’avons donc pas l’ambition de nous positionner faceà ces ḿethodes en présence
de donńees bruit́ees. Ńeanmoins, nous avons voulu vérifier qu’en pŕesence de bruits, notre méthode
n’adoptait pas un comportement aberrant. Nous n’avons pas fait d’étude th́eorique sur ce point, mais
nous l’illustrons par quelques exemples.

Nous avons d’abord testé le comportement de notre algorithme en présence de données compl̀etes et
bruitées, corrompues par un bruit blanc gaussien dont l’écart-type est́egal à 1% du maximum de la
transforḿee de Radon, dans le cas du fantôme de Shepp et Logan. Les résultats sont présent́esà gauche
sur la deuxìeme ligne de la figure (4.22), où on a utiliśe l’ondelette chapeau mexicain, en supprimant les
échelles les plus fines utilisées pour une reconstructionà partir de donńees compl̀etes non bruit́ees. La
qualit́e de la reconstruction est comparableà celle obtenue avec la méthode de ŕetroprojection filtŕee (̀a
droite), tout eńetant moins granuleuse.

Nous avons ensuite considéŕe des donńees bruit́ees et tronqúees, dans le cas du problème int́erieur
(mêmes param̀etres de bruit que pour les données compl̀etes, avecRE = 40) ; le principal probl̀eme
qui se pose alors est celui du prolongement des projections : ici, nous avons choisi de maintenir les pro-
jections non mesuréesà źero (pour ne pas prolonger des données bruit́ees). Les ŕesultats obtenus sont
sur la troisìeme ligne de la figure (4.22), avec un zoom de la région d’int́er̂et en quatrìeme ligne. Il reste
possible de localiser les bords des structures dans la région d’int́er̂et, m̂eme si la qualit́e est d́egrad́ee par
rapport au cas òu les donńees ne sont pas bruitées (cf. figure 4.13).

Enfin, nous avons effectué des tests dans le cas du problèmeà angle limit́e. Les ŕesultats sont présent́es
en figure (4.23). Le bruit est le m̂eme que dans les tests préćedents ; sur la deuxième ligne, les donńees
sont compl̀etes ; sur la troisième, on a conservé les incidences comprises entre 45° et 135° ; enfin, sur la
dernìere ligne, on a seulement conservé les incidences comprises entre 55° et 65°. L’ondelette utilisée est
l’ondeletteà quatre moments nuls présent́ee plus haut, et on a conservé une seuléechelle dans la recons-
truction (la m̂eme que celle que l’on avait utilisée pour les tests avec données non bruit́ees). On constate
ici que les bords sont clairement identifiables (et en tout cas beaucoup mieux qu’avec la rétroprojection
filtr ée).
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FIG. 4.21 – Reconstructions obtenues dans le cas de données tronqúees ens et enθ : dans les deux cas
RE = 34 ; dans le premier (deuxième et troisìeme lignes) seuls les angles compris entre 85° et 95° sont
conserv́es ; dans le deuxième cas (quatrième et cinquìeme lignes), seuls les angles compris entre 0° et 5°,
et 175°et 180° sont conservés.
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FIG. 4.22 – Probl̀eme int́erieur et donńees bruit́ees : reconstruction du fantôme de Shepp et Logan, par
notre ḿethode (̀a gauche) et par rétroprojection filtŕee (̀a droite), en pŕesence de données bruit́ees. Sur
la deuxìeme ligne, les reconstructions sont obtenuesà partir de donńees compl̀etes ; sur la troisième
ligne, les reconstructions sont obtenuesà partir des donńees acquises au travers de la région indiqúee
sur le fant̂ome (premìere ligne) ; en 4̀eme ligne, on propose un zoom sur la région d’int́er̂et dans les
reconstructions obtenues.
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FIG. 4.23 – Probl̀emeà angle limit́e et donńees bruit́ees : reconstructions par notre méthode (̀a gauche)
et par ŕetroprojection filtŕee (̀a droite), en pŕesence de données bruit́ees. Sur la deuxième ligne, les re-
constructions sont obtenuesà partir de donńees compl̀etes ; sur la troisième ligne, les reconstructions
sont obtenues̀a partir des donńees ŕeduites aux incidences [45°-135°] ; en 4ème ligne, les donńees sont
réduites aux incidences [55°-65°].
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4.3.4 Liens entre notre ḿethode et les ḿethodes existantes

Pour conclure ce chapitre, nous souhaitons expliciter des liens entre notre méthode et les ḿethodes exis-
tantes.

Le lien le plus naturel peut se faire par avec les méthodes de type rétroprojection filtŕee pour lesquelles
on fixe une ondelette admissibleΨ 2D : on reconstruit les coefficients en ondelettes 2D associésà partir
de coefficients en ondelettes 1D calculés dans le domaine de Radon par rapport aux ondelettes 1D de
la formeΛRθΨ. Dans notre ḿethode, nous nous plaçons dans le cadre d’une transformée en ondelettes
2D directionnelle, dans laquelle les ondelettes choisies pour l’analyse et la synthèse sont diff́erentes.
Nous fixons une ondelette 2D,singulìere, et nous reconstruisons les coefficients d’ondeletteà partir du
domaine de Radon, mais sans calcul supplémentaire : les coefficients sont directement les valeurs de la
transforḿee de Radon.

On peutégalement faire un lien avec la transformée en ridgelets continue. En effet, nous avons vu que si
l’on fixe une ondeletteψ 1D, alors la formule de reconstruction peut s’écrire sous la forme suivante :

f(x) =
1

4πCψ

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
< ψa,b,Rθf >

1√
a
ψ

(
x ·Θ− b

a

)
da

a3
dbdθ (4.15)

Or, comme on l’a vu, la formule de reconstruction obtenue par la méthode de M. Holschneider s’écrit

f(x) =
1

2πCh

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

Rθf(b ·Θ)
1
a
h

(
r−θ(x− b)

a

)
dbdθ

da

a3

et donc, si l’on choisit une ondelette de reconstruction sous la formeh(x1, x2) = ψ(x1)φ(x2), où ψ est
une ondelette 1D v́erifiant la condition d’admissibilit́e∫

R

ψ̂(k)
k2

dk 6= 0, < +∞

et òu φ est normaliśee de telle sorte que
∫
R
φ = 1, alors la formule de reconstruction s’écrit

f(x) =
1

2πCh
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0

∫ 2π

0
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1
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a
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· e1

)
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)
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)
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=
1
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1
a
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b=sΘ+tΘ⊥
=

1
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R
φ

(
x ·Θ⊥ − t

a

)
dt

u=x·Θ⊥−t
a= a

∫
R
φ(u)du = a

ce qui permet de réécrire l’expression préćedente sous la forme

f(x) =
1

2πCh

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫
R2

Rθf(s)ψ
(

x ·Θ− s
a

)
dsdθ

da

a3

En comparant avec la formule (4.15), nous pouvons constater que, sous des conditions supplémentaires
sur l’ondelette de reconstruction, nous obtenons une formule de type décomposition en ridgelets, dans
laquelle on utiliserait une ridgelet singulière pour l’analyse (un pic de Dirac), et une ridgelet régulìere
pour la synth̀ese - c’est-̀a-dire exactement comme pour l’interprétation que nous avons donnée ci-dessus,
mais òu ici les ridgelets remplacent les ondelettes.



Chapitre 5

Méthode ǵeométrique

Le travail que nous présenterons̀a la fin de ce chapitre s’inscrit dans la lignée de la th̀ese de Markus Fleute
[39], où une ḿethode d’identification de la surface d’une vertèbreà partir d’images fluoroscopiquesétait
propośee ; l’idéeétait de se dispenser du recoursà des images préoṕeratoires, et de compenser le manque
d’information 3D (que l’on aurait pu apporter avec un scanner préoperatoire) par un modèle statistique
de surface de vertèbre.

Nous allons tout d’abord rappeler les grandes lignes de la méthode de reconstruction (on pourra se
reporterà [39] pour plus de d́etails), puis nous préciserons notre contribution dans ce travail, relative
à l’intégration d’uneétape semi-automatique de détections de contours de vertèbres dans les images
fluoroscopiques.

5.1 Reconstruction de surfaces par recalagéelastique

Comme on vient de le dire, l’id́ee de la ḿethode de reconstruction mise en oeuvre ici est la suivante : au
bloc oṕeratoire, au d́ebut de l’intervention, on effectue quelques images fluoroscopiques de la vertèbre
que l’on veut instrumenter, sous différents angles (en pratique deux dans la mise en application actuelle) :
une ant́ero-post́erieure, c’est-̀a-dire de face, et une latérale, c’est-̀a-dire de profil. La ḿethode consiste
alors à reconstruire une image 3D de la surface de la vertèbre en d́eformant un mod̀ele ǵeńerique de
surface de vertèbre, de manièreà le faire cöıncider, en projection, avec les deux images fluoroscopiques.

5.1.1 Le mod̀ele statistique de surface de vert̀ebre

Le mod̀ele que nous utilisons ici est celui qui aét́e construit par M. Fleute pendant sa thèse ; il aét́e
élaboŕe à partir d’une base de données d’examens scanners de vertèbres, trait́es de la manière suivante :

– Chacun desN examens scanner de la base est segmenté pour en extraire la surface de la vertèbre
concerńee, selon un algorithme dévelopṕe dans [39].

– On plaque un maillage triangulaire sur chacune des surfaces (tous les maillages issus de cette
phase comportent le m̂eme nombre de sommets et le même nombre de facettes).

– On calcule une surface moyenne ; pour cela, on calcule, pour chaque sommet du maillage, ses
coordonńees moyennes au sein de la population de maillages : chaque surfaceS est repŕesent́ee
parM points (m = (x1, y1, z1, ..., xM , yM , zM )). Ces surfaces sont alignées, permettant ainsi de

231
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construire unesurface moyennede vert̀ebre :

S̄ =
1
N

N∑
i=1

Si

Cette surface moyenne constitue la première information consigńee dans le mod̀ele statistique uti-
lisé ensuite.

– On compl̀ete l’information statistique du premier ordre qu’est la surface moyenne par une infor-
mation statistique du deuxième ordre, en effectuant uneanalyse en composantes principalessur la
famille de maillages ; pour cela, on calcule la matrice de covariance deséchantillons par rapportà
cette moyenne :

C =
1

N − 1

N∑
i=1

(Si − S̄)(Si − S̄)T

Ainsi construite, cette matrice est symétrique, ŕeelle et positive (∀x,xTCx ≥ 0), donc diagonali-
sable dans une base orthonormée deR3M formée de vecteurs propres deC, (ei)i=1..3M ; les3M
valeurs propres associées ŕeelles, positives ou nulles, peuventêtre ranǵees par ordre d́ecroissant
λ1 ≥ λ2 ≥ · · ·λ3M ≥ 0.
Les vecteurs propres sont les directions principales de déformation observ́ees dans leśechantillons,
appeĺes aussimodes principaux de déformations: concr̀etement, ils d́efinissent les axes de déformation
autoriśesà partir de la surface moyenne d’une vertèbre.

On fait alors l’hypoth̀ese que l’on dispose ainsi d’un modèle permettant de décrire l’éventail des vertèbres
naturelles, une surface de vertèbre s’́ecrivant sous la forme

S = S̄ +
3M∑
i=1

ωiei (5.1)

Chaque surface de vertèbre autoriśee dans le mod̀ele est ainsi paraḿetŕee par la famille de coefficients
(ωi)i=1···3M ∈ R3M . L’amplitude des poidsωi possibles est en pratique bornée en fonction de l’am-
plitude des valeurs propresλi (par exemple, dans l’algorithme que nous avons utilisé, la majoration
ωi < 2

√
λi était impośee).

En pratique, seulesN (oùN << M ) valeurs propres deC sont non nulles , et par conséquent, seulsN
modes de d́eformation autour de la surface moyenne sont autorisés. Il s’av̀ere en plus que les tous pre-
miers modes de d́eformation suffisent̀a d́ecrire un fort pourcentage des variations de formes observées
dans la population : on peut donc décrire le mod̀ele avec un nombre faible de paramètres. L’image 5.1
présente le mod̀ele utiliśe, pour la forme moyenne et les cinq principaux modes de déformations.

5.1.2 Algorithme de recalage du mod̀ele d́eformable avec les images fluoroscopiques.

Nous allons d́ecrire ici les grandes lignes de la méthode de reconstruction. Ici aussi, on pourra se reporter
aux travaux initiaux de M. Fleute [64, 40] pour plus de détails.

Id ée Ǵenérale L’id ée consistèa trouver parmi les vertèbres possibles dans le domaine du modèle celle
qui, si elle avait́et́e projet́ee dans les m̂emes conditions que les conditions per-opératoires, aurait donné
les images fluoroscopiques dont on dispose, ou, plus préciśement, dont la projection de la surface aurait
donńe les contours d́etect́es sur les radiographies.
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FIG. 5.1 – Le mod̀ele statistique de surface de vertèbre : la forme moyenne (vue supérieure, de face et de
profil) et les formes extr̂emes autoriśees par les cinq principaux modes de déformation.

Une fois les deux radiographies acquises, on les calibre (ie on les replace dans un référentiel commun
à celui du patient), et on isole les contours (là est l’́etape actuellement critique, qui fera l’objet de notre
contribution explicit́ee plus loin). On ”d́epose” alors virtuellement la surface moyenne du modèle dans
la sc̀ene, et, par un algorithme d’optimisation, on le déplace et le d́eforme jusqu’̀a converger vers une
position dans laquelle théoriquement, si on acquiertà nouveau deux images fluoroscopiques, on retrouve
les deux images initiales. En pratique, on cherche la position du modèle (en translation et en rotation),
ainsi que les poids de la décomposition (5.1), qui permettent de minimiser la distance de cette surface
aux faisceaux de rétroprojection issus des deux images fluoroscopiques.

La figure 5.2 montre en haut, la scène òu a lieu le recalage, le modèle d́eformable par rapport aux faisceau
de ŕetroprojection, avant et après recalage, et sur les deux lignes suivantes, comment, sur une simulation,
au fil de quelqueśetapes de l’algorithme, la vertèbre d́eformable -en vert - vient se fondre dans la vertèbre
à reconstruire (en jaune, et en pratique inconnue).

L’algorithme d’optimisation Nous explicitons ici l’algorithme d’optimisation mobilisé dans cette
méthode. Rappelons que le but de cette phase est de mettre en correspondance le modèle d́eformable
d’une part, le faisceau de rayons de rétroprojection d’autre part.

Pour cela, M. Fleute a eu recours a un algorithme itératif, dont chaquéetape est d́ecoupĺee en deux
phases : une phase derecalage rigideau cours de laquelle on chercheà d́efinir la translation et la rotation
optimaleà appliquer au mod̀ele, puis une phase derecalageélastique, au cours de laquelle, une position
du mod̀ele étant fix́ee, on le d́eforme sous les contraintes de déformation du mod̀ele statistique d́efinies
plus haut.

Avant de d́etailler chacune des deux phases, nous précisons le crit̀ere de minimisation utiliśe ; à chaque
itération, on minimise la distance entre deux faisceaux de droite,à savoir :

– d’une part le faisceau des rayons, issus des différentes radios ; on note ces droites (qui constituent
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FIG. 5.2 – En haut,̀a gauche, la sc̀ene : les radios calibrées, la source de rayons X et les faisceaux qui
en sont issus et qui viennent frapper le modèle ; au milieu, le mod̀ele d́eformable au coeur des faisceaux,
avant recalage, et̀a droite, apr̀es recalage. Sur les deux lignes suivantes, en vues supérieure et lat́erale,
la vert̀ebre de ŕeférence, en jaune, en pratique inconnue, et le modèle d́eformable, avant recalage, après
recalage rigide et après quelques itérations de recalages rigides etélastiques : la surface verte vient petit
à petit se fondre dans la jaune.

lesdonńeesdu probl̀eme de recalage) de la manière suivante :

dj,j=1···P

– d’autre part, ce que M. Fleute, en référenceà [43], nomme lescontours apparentsdu maillage
triangulaire dans la postion courante ; ce sont les arêtes du maillage telles que l’une des facettes
adjacentes est́eclaiŕee par la source de rayons X, et l’autre est ”à l’ombre” : on fait l’hypoth̀ese
que les points de contours qui apparaissent en projection sur les radiographies sont les images
des sommets de ces arêtes. Pour une combinaison de poidsω = (ωi)i fixée, on note ces droites
(attach́ees aumodèle d́eformable) de la manìere suivante :

(mj(ω))j=1···J

Les ar̂etes apparentes ne sont pas les mêmes d’une positioǹa l’autre et d’une d́eformationà l’autre
(l’incidence de la source de rayons X sur le modèle étant modifíeeà chaquéetape) : il faut donc
les recalculer au fil des itérations.

Une fois que, dans la position courante, les arêtes apparentes ontét́e d́etermińees, on associèa chaque
droite de ŕetroprojectiondk l’arête apparente la plusproched̃k parmi les ar̂etes apparentes du modèle
(au sens de la distance euclidienne entre deux droites de l’espace, calculée par une ḿethode de moindres
carŕes).

∀k = 1 · · ·K, dk 7→ d̃k(ω) = arg min
j=1···J

d (mj(ω),dk)

Lors de cette phase d’appariemment entre une droite de rétroprojection et une arête, sont associés deux
points : un pointDk(ω) appartenant̀a d̃k(ω), et un pointMk(ω) appartenant̀am̃k(ω) tels que

(Dk(ω),Mk(ω)) = arg min min
(D,M)∈d̃k(ω)×m̃k(ω)

‖DM‖
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(c’est-̀a-dire que les pointsDk(ω) etMk(ω) sont les points les plus proches, pour la distance euclidienne
classique, entre les segments appariés.

On recherche alors la transformation (rigide ouélastique, selon la phase courante de l’algorithme)à
appliquer au mod̀ele, afin de minimiser cette distance. On distingue alors les deux phases.

Phase 1 : recalage rigide On cherche la rotationR0 et la translation optimalet0 à appliquer au mod̀ele
pour minimiser la distance entre les deux nuages de points (identifiés apr̀es la proćedure d’appariemment
des droites) :

K∑
i=1

‖Di − (R0Mi + t0) ‖2

Pour identifierR0 et t0, M. Fleute a utiliśe une ḿethode d’optimisation connue sous le nom deméthode
des quaternions[50]. Nous l’explicitons ici.
Rappelons ici que l’on appellequaternionsl’ensemble des nombres s’écrivanta+bi+cj+dk, (a, b, c, d) ∈
R4, où (1, i, j, k) vérifient

i2 = j2 = k2 = ijk = −1, ij = k, ik = −j, ji = −k, jk = i, ki = j, kj = i

L’int ér̂et de cette représentation pour le codage des transformations rigides est de même nature que le
recours aux nombres complexes pour représenter les rotations du plan : de la même manìere que dans
le plan, une rotation d’angleθ peut se repŕesenter efficacementà l’aide du nombre complexe de module
1 eiθ, comme la transformation qui,̀a tout nombre complexez = x + iy, repŕesentant le point du
plan de coordonńees(x, y), associe son imagez′ = eiθz, les quaternions fournissent un moyen efficace
de repŕesentation des rotations et translations de l’espace, au sens où il existe un isomorphisme entre
l’ensemble des quaternions etR×R3 : un rep̀ere de l’espacéetant fix́e, le quaterniona+ bi+ cj + dk
peut être associé de manìere unique au couple(a,u), où u désigne le vecteur deR3 de coordonńees
(b, c, d). Pour exploiter ceci pour coder des transformations rigides, on a recours aux opérations d́efinies
sur les quaternions. Rappelons ici que l’ensemble des quaternions forme une algèbre pour les oṕerations
suivantes :

(a1,v1) + (a2,v2) = (a1 + a2,v1 + v2)

et
(a1,v1)× (a2,v2) = (a1a2 − v1 · v2, a1v2 + a2v1 + v1 ∧ v2)

Ce produit de deux quaternions, non commutatif, peut aussi s’écrire sous forme matricielle

q1 × q2 = (a1, v11, v12, v13)× (a2, v21, v22, v23) =


a1 −v11 −v12 −v13
v11 a1 −v13 v12
v12 v13 a1 −v11
v13 −v12 v11 a1




a2

v21
v22
v23

 = Mg(q1)q2

=


a2 −v21 −v22 −v23
v21 a2 v23 −v22
v22 −v23 a2 v21
v23 v22 −v21 a2




a1

v11
v12
v13

 = Md(q2)q1

où on a introduit les deux matrices de taille4 × 4, not́ees respectivementMg(q1) (matriceà gauche,
assocíee au quaternionq1) etMd(q2) (matriceà droite, associée au quaternionq2).

On d́efinit le produit scalaire de deux quaternions

(a1,v1) · (a2,v2) = a1a2 + v1 · v2
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la norme d’un quaternion
‖(a,v)‖ =

√
(a,v) · (a,v)

√
a2 + ‖v‖2

et le conjugúe d’un quaternion
(a,v) = (a,−v)

On peut alors introduire le codage des rotations par quaternions : la rotation d’angleθ autour de la droite
dirigée par le vecteur unitairen est la transformation quià tout vecteurv du plan, d́ecompośe selon

v = (v · n)n︸ ︷︷ ︸
∈Vect(n)

+(v − (v · n)n)︸ ︷︷ ︸
∈ n⊥

associe le vecteurv′ tel que

v′ = (v · n)n + cos θ (v − (v · n)n) + sin θ n ∧ (v − (v · n)n)
= (1− cos θ) (v · n)n + cos θv + sin θn ∧ v

On peut alors v́erifier que dans l’ensemble des quaternions, cette relation s’écrit

(0,v′) = (cos
θ

2
, sin

θ

2
n)× (0,v)× (cos

θ

2
,− sin

θ

2
n) = q × (0,v)× q

où on a not́e q le quaternion unitaire(cos
θ

2
, sin

θ

2
n), qui suffit donc pour représenter la rotation d’angle

θ autour de la droite diriǵee par le vecteur unitairen.

On peut alors revenir au problème du recalage rigide : on chercheR0 et t0 minimisant le crit̀ere

P∑
i=1

‖Di − (R0Mi + t0) ‖2

On introduit les centres de gravité des deux nuages de points :

D∗ =
1
P

P∑
i=1

Di etM∗ =
1
P

P∑
i=1

Mi

La transformation rigide optimale(R0, t0) devra v́erifier une premìere contrainte : les centres de gravité
doiventêtre confondus après la transformation optimale, autrement dit(R0, t0) vérifient

D∗ = R0M∗ + t0

Introduite dans la sommèa minimiser, cette condition permet de réécrire le crit̀ereà minimiser selon :

K∑
i=1

‖Di − (R0Mi + t0) ‖2 =
K∑
i=1

‖(Di −D∗)− (R0(Mi −M∗) + t0) + D∗ − R0M∗︸ ︷︷ ︸
t0

‖2

=
K∑
i=1

‖(Di −D∗)− R0(Mi −M∗)‖2

Pour alĺeger les calculs dans la suite, on pose, pour touti = 1 · · ·K, δi = Di −D∗ etµi = Mi −M∗ ;
on noteθ et n les param̀etres de la rotation cherchée, etq le quaternion associé. Le crit̀ereà minimiser
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s’écrit alors :

P∑
i=1

‖δi − (R0µi) ‖2 =
P∑
i=1

‖(0, δi)− q × (0, µi)× q‖2 =
P∑
i=1

‖(0, δi)− q × (0, µi)× q‖2‖q‖2

=
P∑
i=1

‖(0, δi)× q − q × (0, µi)× q × q‖2 =
P∑
i=1

‖(0, δi)× q − q × (0, µi)‖2

=
P∑
i=1

‖Mg ((0, δi)) q −Md ((0, µi)) q‖2

avec les matricesMg ((0, δi)) etMd ((0, µi)) définies plus haut. Le calcul se poursuit ainsi :

P∑
i=1

t (Mg ((0, δi)) q −Md ((0, µi)) q) (Mg ((0, δi)) q −Md ((0, µi)) q)

=
P∑
i=1

tqt (Mg ((0, δi))−Md ((0, µi))) (Mg ((0, δi))−Md ((0, µi))) q

= tq

(
P∑
i=1

t (Mg ((0, δi))−Md ((0, µi))) (Mg ((0, δi))−Md ((0, µi)))

)
q = tqBq

où on a not́eB la matrice syḿetrique ŕeelle

(
P∑
i=1

t (Mg ((0, δi))−Md ((0, µi))) (Mg ((0, δi))−Md ((0, µi)))

)
.

Le probl̀eme initial est donc ramené à la recherche d’un quaternion unitaireq qui minimise la quantit́e
f(q) = tqBq. Ceci est un problème de minimisation sous la contrainte de typeégalit́e g(q) = 0 avec
g(q) = 1−‖q‖2 = 1− tqq. En appliquant la technique des multiplicateurs de Lagrange [21], on sait que
si q0 est solution du problème, alors ńecessairement il existeλ0 ∈ R tel que(q0, λ0) sont solutions du
syst̀eme {

1− tq0q0 = 0
∇f(q0) + λ0∇g(q0) = 0

ce qui ici apr̀es calcul des diff́erentielles def etg, s’écrit{
1− tq0q0 = 0
2Bq0 − 2λ0q0 = 0

soit

{
tq0q0 = 1
Bq0 = λ0q0

On en d́eduit que
– λ0 est une valeur propre de la matriceB, donc ŕeelle (carB est syḿetrique ŕeelle), et positive (car
B est de la formetMM )

– q0 est un vecteur propre de norme 1 associé àλ0

De plus on a alorsf(q0) = tq0Bq0 = λ0
tq0q0 = λ0 : λ0 est donc la plus petite des valeurs propres

de la matriceB, et q0 un vecteur propre de norme 1 qui lui est associé. Ceci permet d’expliciter la ro-
tation optimaleR0, de laquelle on d́eduit la translation optimalèa appliquer au mod̀ele :t0 = R0m∗−d∗.

Phase 2 : recalagéelastique Pour un vecteur de déformationω = (ωi)i=1···L donńe, le mod̀ele que
l’on déforme s’́ecrit

S(ω) = S + Eω

oùE désigne la matrice(e1|e2| · · · |eL) des directions principales de déformation, de taille3N × L, où
N désigne le nombre de sommets du maillage, etL désigne le nombre de modes de déformation.
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La phaséelastique de l’algorithme de déformation consistèa identifier le vecteur de poids optimalω
pour minimiser la distance au faisceau de rétroprojection. L’algorithme de Levenberg-Marquardt est
alors utiliśe ; nous ne le présenterons pas en détail ici, mais nous mentionnerons simplement que c’est
un couplage entre deux algorithmes de minimisation : l’algorithme de Newton-Gauss, et l’algorithme
de descente de gradient ; le but de son utilisation ici est d’éviter au maximum l’arr̂et de l’algorithme de
minimisation dans un minimum local. On en trouvera une description dans [82].

Algorithme global de reconstruction : cet algorithme est une itération de phases dans lesquelles sont
réaliśees unéetape de recalage rigide et uneétape de recalagéelastique ; en pratique,à partir d’une posi-
tion initiale du mod̀eleà d́eformer, une premièreétape de recalage rigide est effectuée, suivie d’unéetape
de recalagéelastique, dans laquelle on chercheà identifier seulement le premier poidsω1 correspondant̀a
la direction principale de d́eformation (celle qui est associéeà la plus grande valeur propre dans l’analyse
en composantes principales). Une fois une estimation du poids optimal réaliśee, on it̀ere les deux́etapes
de recalage, en ajoutantà chaque it́eration un nouveau poids dans la décomposition.

5.1.3 Mise eńevidence de l’importance de l’initialisation du mod̀ele

Nous abordons ici un des premiers problèmes non ŕesolus dans la mise en oeuvre qu’en avait proposée M.
Fleute : l’́etape d’initialisation de l’algorithme de recalage. Cetteétape consistèa d́eterminer une position
à donner au mod̀ele d́eformable au d́ebut de l’algorithme de reconstruction pour que la reconstruction
qui suit ne d́emarre pas sur des bases aberrantes, et pour limiter les risques d’arrêt de l’algorithme de
déformation dans un minimum local.
Dans les validations antérieures ([39]), cette initialisatiońetait effectúee manuellement, l’oṕerateur pou-
vant d́eplacer̀a la souris le mod̀ele d́eformable au sein des faisceaux de rétroprojection via une interface
du type de celle présent́ee en 5.2. Nous souhaitions travailler sur l’automatisation, au moins partielle, de
cetteétape.

Il est aiśe de d́efinir une position initiale grossière :

1. en rotation : nous supposons que l’orientation globale de la vertèbre du patient est connue (on sait
dans quelle position est couché sur la table d’oṕeration). Par conśequent, en rotation, les paramètres
à donner au mod̀ele d́eformable sont̀a peu pr̀es connus (axe de la vertèbre connu, position de la

vert̀ebre par rapport̀a cet axe connuèa
π

2
près).

2. en translation : nous faisons l’hypothèse que le centre de gravité de la vert̀ebre 3D se projette
au centre de gravité de chacune des projections. Nous proposons de calculer pour chaque image
fluoroscopique dans laquelle les points de contour ontét́e isoĺes le centre de gravité de chacun des
nuages de points, et de positionner alors le centre de gravité du mod̀eleà d́eformerà l’intersection
des deux droites de rétroprojectiońemergeant de des deux points.

Nous obtenons ainsi une position initiale qui aurait puêtre une position manuelle (c’est-à-dire que l’on
se place dans des conditions jusqu’alors acceptées). Malheureusement, ceci ne permet pas de garantir
qu’à coup ŝur, la reconstruction va se dérouler convenablement et converger vers la surface recherchée.
Il s’avère que l’algorithme de reconstruction est très instable : si l’on consid̀ere deux postures initiales
définies par des param̀etres tr̀es proches, l’une peut conduireà une reconstruction convenable, et l’autre
non : ceci provient du fait que l’algorithme d’optimisation peut s’arrêter dans un minimum local du
critère d’optimisation.
Néanmoins, nous avons constaté exṕerimentalement que ce type de cas ne se produit pas très souvent, et
l’on arrive souvent̀a obtenir une reconstruction correcte avec une position initiale grossièrement fix́ee.
Il nous semble donc que l’on pourrait résoudre ce problème en mettant en place des méthodes stochas-
tiques, de type recuit simulé : étant donńee une position initiale grossièrement connue, l’id́ee consisterait
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à lancer en parallèle un grand nombre de simulations, età garder comme surface reconstruite la surface
vers laquelle la plupart des expériences aurait tendanceà converger. Ceci pourrait constituer un prolon-
gement̀a notre travail.

5.2 Le problème de la d́etection des contours dans les images radiogra-
phiques

L’algorithme propośe par Markus Fleute áet́e valid́e en reconstruisant des surfaces de vertèbres n’ayant
pas servìa b̂atir le mod̀ele statistique et conduità des erreurs de recalage d’ordre millimétrique. Ńeanmoins,
pour ces tests, les contours des projections radiographiques avaientét́e calcuĺesà partir des surfaces de
vert̀ebres parfaitement connues, et l’étape de segmentation n’était donc pas prise en compte (ou suppo-
sait que la d́etection des contours dans les images fluoroscopiques serait effectuée manuellement, ce qui
n’est pas envisageable en routine clinique : la détection de contours est une tâche fastidieuse, qu’il paraı̂t
difficile de faire ex́ecuter par un chirurgien au début de chaque intervention). L’un de nos objectifs de
thèseétait de proposer une automatisation, au moins partielle, de cetteétape.

5.2.1 Difficultés inh́erentes aux radiographies de vert̀ebres et d́efinition d’un cahier des
charges de la ḿethode de segmentatioǹa développer

Détecter des bords dans une radiographie est une tâche compliqúee, car comme on l’a expliqué dans le
chapitre d’introduction, une radiographie est l’image d’une superposition de structures (c’est sa différence
avec une image en coupe, dans laquelle détecter des bords est un problème en ǵeńeral beaucoup plus
simple) : si certains bords apparaissent facilement, d’autres sont cachés par d’autres structures super-
pośees plus absorbantes (on parle de phénom̀ene d’occlusion; de plus il existe un certain nombre de
zones (par exemple dans la région de l’́epineuse) òu la vert̀ebre et les structures environnantes se fondent
dans les m̂emes niveaux de gris.

Chercher̀a d́etecter automatiquement tous les contours d’une vertèbre sur une image fluoroscopique nous
parâıt ainsi illusoire, et il semble difficile de se passer de l’interaction d’unexpertpour guider la śelection
des contours pertinents.

Dans ces conditions, nous avons donc cherché à énoncer -̀a d́efaut de conditions suffisantes - des condi-
tions ńecessaires̀a vérifier pendant l’́etape de d́etection de contours pouréviter de compromettre le bon
déroulement de l’algorithme de reconstruction qui suit. Il est ainsi apparu que la méthodèa proposer doit
vérifier les points suivants :

1. elle doit se pr̂eterà une interaction avec un expert, permettant que son intervention, indispensable,
puisseêtre effectúee rapidement et confortablement par ce dernier : par exemple, nous avons jugé
souhaitable que le détecteur de contours ne délivre pas des points de contour isolés, mais des
segments, rapidement sélectionnables par l’expert si celui-ci les juge pertinents.

2. elle ne peut pas se limiterà la d́etection des seuls contours clairement identifiables : dans l’expérience
montŕee en figure 5.3, on a comparé les reconstructions obtenues avec deux types de contours sur
la vue lat́erale (toutes choseségales par ailleurs) : l’un complet, et l’autre où seules les projections
du corps vert́ebral et des ṕedicules ont́et́e conserv́ees. Dans le deuxième cas, la reconstruction
est catastrophique : se contenter de ces informations dans la segmentation d’une vue latérale est
insuffisant, et il faut donc d́etecter des bords dans d’autres régions. D’autre part, nous en tirons un
autre enseignement : même si toutes les informations accessibles en projection sur une structure
donńee sont mises eńevidence dans la détection des contours relatifsà cette zone en projection
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(comme c’est le cas ici pour le corps vertébral et les ṕedicules), rien n’assure que ces régions-
là seront correctement reconstruites. La reconstruction n’est pas une opération locale, mais au
contraire fortement d́ependante de données globales (ce qui est conforme au mode de description
du mod̀ele statistique : les d́eformations appliqúees au mod̀ele moyen sont, au moins pour les pre-
miers modes, des déformations globales, et on ne peut déformer le mod̀ele en un sommet sans que
les autres sommets “ne suivent”).

3. nous avonśegalement constaté que deux familles de points de contour contenant le même nombre
de points de contour exacts, mais avec dans la deuxième5% de points de contours supplémentaires,
mais errońes, on pouvait observer une reconstruction de qualité bien inf́erieure. Il nous semble
donc que l’expert, lors de la phase de sélections de segments, ne doit conserver que les segments
dont il est certain.

FIG. 5.3 – Exṕerience de reconstructioǹa partir d’images fluoroscopiques dans lesquelles les points de
contour ont́et́e d́etect́es manuellement ; sur la première ligne, des contours considéŕes comme complets
sont utiliśes, alors que sur la deuxième, on a suppriḿe les points correspondant aux processus arrières de
la vert̀ebre ; dans le premier cas, la reconstruction est correcte, alors que dans la deuxième, la reconstruc-
tion est catastrophique, m̂eme dans la ŕegion du corps vertébral pour laquelle tous les points de contour
étaient pŕesents.

5.2.2 Contours : premìeres d́efinitions et méthodes de d́etection simples associées

Nous avons tout d’abord effectué un travail pŕeliminaire qui a consisté à évaluer les ŕesultats fournis
par différentes ḿethodes ”classiques” de détection de contours ditesde bas niveau(c’est-̀a-dire sans
introduction d’informationa priori sur les structures que l’on chercheà isoler), sur des images obtenues
avec un amplificateur de brillance. Nous nous référons icià deux ouvrages [58, 22].

Outils de détection de contour : Nous nous int́eressons icìa des images en niveaux de gris. L’intensité
d’une image peut̂etre vue soit comme une fonction définie sur un compact deD deR2, [−1, 1]× [−1, 1]
pour fixer les id́ees, soit comme une fonction définie sur un sous-ensemble discretD̃ de R2 (grille
régulìere).
Dans le cas continu, lorsqueI est une fonction diff́erentiable, le gradient de l’intensité I est le vecteur
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défini par

∀(x, y) ∈ D, ∇I(x, y) =
(
∂I(x, y)
∂x

,
∂I(x, y)
∂y

)
auquel on associe, avec l’interprétation classique deséléments deR2 vus comme deśeléments deC, un
module

∀(x, y) ∈ D, |∇I(x, y)| =

√(
∂I(x, y)
∂x

)2

+
(
∂I(x, y)
∂y

)2

et un argument (ladirectiondu gradient)

∀(x, y) ∈ D, φ(x, y) = arg (∇I(x, y)) = arg
((

∂I(x, y)
∂x

)
+ i
(
∂I(x, y)
∂y

))
Une premìere d́efinition classique consiste alorsà énoncer que les points de contour sont les points de
maxima locaux de la norme du gradient dans la direction du gradient.
Pour une intensité I, on aégalement recours̀a son Laplacien d́efini par

∀(x, y) ∈ D, ∆I(x, y) =
∂2I(x, y)
∂x2

+
∂2I(x, y)
∂y2

Une deuxìeme d́efinition consistèa compĺeter la d́efinition pŕećedente par le critère suivant : les points
de contour sontles points de passage par zéro du Laplacien de l’intensité. Ceci permet d’aḿeliorer la
robustesse du détecteur de contours quand une image est bruitée.

Rappelons comment ces définitions peuvent̂etre adapt́eesà une image discrèteI : le gradient de l’inten-
sité I est approch́e par filtrage de l’image initial par des opérateurs locaux :

∀(k, l) ∈ D̃, ∇I(k, l) ' (Gv ∗ ∗I(k, l), Gh ∗ ∗I(k, l))

où ∗∗ désigne la convolution selon les lignes puis selon les colonnes de deux images discrètes, et òu les
filtres que l’on a introduit sont des filtres dérivateurs dans chacune des directions principales de l’image
(à savoir verticale et horizontale) :

Gv =
1
6

 −1 0 1
−1 0 1
−1 0 1

 etGh =
1
6

 1 1 1
0 0 0
−1 −1 −1


De la m̂eme manìere, le Laplacien d’une image discrète peut̂etre calcuĺe de la manìere suivante :

∀(k, l) ∈ D̃, ∆I(k, l) ' L ∗ ∗I(k, l) avecL =
2
3

 0 1 0
1 −4 1
0 1 0


Méthodes simples de d́etection de contours Il existe deux grandes approches pour la détection de
bords dans les images. Une approche diteapproche contours, et uneapproche ŕegions(dans ce cas on
parle plut̂ot desegmentation).

Nous avons tout d’abord testé différentes ḿethodes correspondantà la premìere approche ; en effet la
deuxìeme approche consisteà mettre eńevidence les ”homoǵeńeités” dans une image, c’est-à-dire les
zones de pixels connexes ayant des propriét́es similaires pour un critère de regroupement donné. Dans
le probl̀eme des images fluoroscopiques de vertèbres, ces ḿethodes ne semblent pas exploitables : les
vert̀ebres sont en effet des structures très inhomog̀enes, et, si l’on se place par exemple au voisinage de
la frontière d’une vert̀ebre, il est difficile de classifier les pixels environnants en pixels intérieursà la
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vert̀ebre et ext́erieursà la vert̀ebre.

Nous nous sommes donc concentrés sur la première approche, en utilisant des méthodes baśees sur les
définitions d’un point de contouŕenonćees plus haut : elles utilisent les opérateurs locaux d’approxima-
tion du gradient ou du Laplacien que l’on a présent́es, coupĺesà des oṕerateurs de lissage, qui permettent
de ŕeduire l’amplification du bruit́eventuel, inh́erenteà l’application d’un oṕerateur diff́erentiel ; elles
fournissent, apr̀es seuillage des points critiques obtenus, des images binaires où sont reṕeŕes les points
potentiels de singularité. Des ḿethodes connues de ce type-là sont notamment les ḿethodes dites de
Sobel, Prewitt, Roberts, et convolution par le Laplacien d’une Gaussienne [58, 22]. Par exemple, dans la
méthode de Sobel, on utilise un filtre directement construità partir des filtresGv etGh présent́es plus
haut,à chacun desquels on a ajouté dans la direction orthogonaleà la direction de d́erivation un oṕerateur
de de type int́egrateur pour ŕeduire les effets du bruit (autrement dit on applique un léger filtrage passe-
bas dans une direction, et un filtrage passe-haut dans l’autre) :

Gv liss =
1
6

 −1 0 1
−2 0 2
−1 0 1

 etGh liss =
1
6

 1 2 1
0 0 0
−1 −2 −1


Nous avonśegalement fait des tests avec le filtre dit de Canny-Deriche. Ce filtre estégalement une
approximation du vecteur gradient, mais on applique au préalableà l’image un oṕerateur de lissage,

qui est un filtre gaussien, approximation discrète de la gaussienne continue(x, y) 7→ 1
2π
e−

x2+y2

2 ; pour

résumer, le choix de la gaussienne permet d’assurer un compromis optimal entre la robustesse face au
bruit, la bonne localisation des contours et la non-détection de faux points de contour. En jouant sur la
valeur du param̀etreσ, on peut faire varier “l’́epaisseur” des contours détect́es (plus la valeur deσ > 0
est faible, plus les transitions rapides de l’intensité lumineuses sont mises enévidence (par rapport aux
transitions lentes)).

En pratique, l’application classique du filtre de Canny consiste en lesétapes suivantes [22] :

1. on applique un filtre gaussienà l’image pour la lisser ;

2. on applique chacun des deux filtres de Sobelà l’image : on obtient alors une carte de chacune
des composantes du vecteur gradient ; nous les noterons((∇f)1(k, l))(k,l), et ((∇f)2(k, l))(k,l),
où, en tout point de coordonnéesk, l), le gradient de l’imagef a pour coordonńees∇f =
((∇f)1(k, l), (∇f)2(k, l)).

3. à partir de ces deux cartes, on peut calculer deux nouvelles cartes : une carte du module du gradient,
et une carte de son orientation :

Mf(k, l) =
√

(∇f)1(k, l)2 + (∇f)2(k, l)2 etAf(k, l) =

{
π
2 sgn ((∇f)2(k, l)) si (∇f)1(k, l) = 0
arctan

(
(∇f)2(k,l)
(∇f)1(k,l)

)
sinon

4. on ne conserve que les points de maxima locaux du module du gradient dans la direction du
gradient (on pourra se reporter par exempleà [61] pour la mise en pratique de la recherche des
maxima locaux dans la direction du gradient).

5. on applique un seuillage par hystéŕesis aux maxima locaux conservés : ceci consistèa fixer deux
seuils, un seuil haut, et un seuil bas. Si le module du maximum local est supérieur au seuil haut,
le point assocíe est d́eclaŕe point de contour ; si le module du maximum local est inférieur au seuil
bas, le point associé est́eliminé ; si le module du maximum local est compris entre les deux seuils,
le point assocíe est d́eclaŕe point de contour si et seulement si il est immédiatement voisin d’un
point d́ejà reconnu comme point de contour.
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Nous pŕesentons en figure (5.4) les résultats obtenus sur une image acquise par un amplificateur de
brillance, avec deux d́etecteurs : le d́etecteur de Sobel, et le détecteur de Canny-Deriche. Pour le filtre de
Sobel (sur la deuxième ligne, avec une valeur du seuil décroissante de gaucheà droite), on voit qu’il est
difficile de trouver une valeur du seuil pour laquelle on obtienne des informations sur la face arrière de la
vert̀ebre, sans qu’il n’y ait par ailleurs trop de points de contours parasites. Pour le filtre de Canny, il y a
deux param̀etresà ajuster : les seuils, et la valeur deσ. La dernìere ligne pŕesente des résultats obtenus̀a
σ fixés, en faisant varier la valeur du seuil haut ; par rapport au filtre de Sobel, on constate que les points
sont mieux relíes, donca priori plus facilement exploitables par un expert. Cependant, en l’état, isoler
suffisamment de segments pertinents reste délicat.L’idée que nous proposons d’utiliser peutêtre illustŕee
par la troisìeme ligne : toujours pour le filtre de Canny, nous avons présent́e les ŕesultats obtenus pour
des valeurs de seuils fixés, et une valeur deσ décroissante ; on constate alors que les points que l’on
souhaiterait voir d́etect́es sont des points déjà pŕesents dans deux images de gauche, ou des points au
voisinage de ces points-là. Ceci constitue, schématiquement, l’id́ee du d́etecteur multíechelles dont nous
avons voulúevaluer la pertinence ici, et que nous présentons dans la suite.

FIG. 5.4 – L’image fluoroscopique ; 2ème ligne : ŕesultats de d́etection de contours avec le filtre de Sobel ;
sur la 3̀eme ligne : ŕesultats de d́etection de contours avec le filtre de Canny, pour trois valeurs de seuil ;
sur la 4̀eme ligne,σ est fix́e, on fait varier la valeur des seuils. On a utilisé la fonctionedge deMatlab .

Si on se place dans l’interprétation continue, dans le détecteur de Canny, chacune des deux composantes
peutêtre vue comme le résultat d’une transforḿee en ondelettes continue,à uneéchelle fix́ee ; en effet,
on peutécrire :

∇I ∗ ∗Gσ = I ∗ ∗∇Gσ =
(
I ∗ ∂Gσ

∂x
, I ∗ ∂Gσ

∂y

)
On dit queI ∗ ∗∇Gσ est unetransforḿee en ondelettes vectorielle, par rapport au couple d’onde-

lettes

(
ψvσ =

∂Gσ
∂x

, ψhσ =
∂Gσ
∂y

)
. On peut voir un d́etecteur de contours multi-échelles comme une
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géńeralisation du d́etecteur de Canny que nous venons de présenter, au sens où celui-ci peut alorŝetre
interpŕet́e comme un d́etecteur de contours mono-échelle.

Dans le cadre d’un projet financé par la ŕegion Rĥone-Alpes, le projet AD́eMo, (Acquisition et D́etection
guidées par le Mod̀ele), nous avons travaillé avec deux́equipes qui mettaient en oeuvre de manière
indépendante un d́etecteur de contours multiéchelles : avec Olivier Le Cadet, du laboratoire LJKà Gre-
noble d’une part [9], et avec Ćecile Barat et Christophe Ducottet du laboratoire LTSI de Saint-Etienne
d’autre part [5]. Nous allons présenter brìevement dans la suite les travaux effectués par Olivier Le Cadet.
Les travaux d́evelopṕes au LTSI sont similaires (la différence essentielle résidant dans la caractérisation
des contours par leur régularit́e lipschitzienne : dans les travaux de C. Barat, le paramètre de ŕegularit́e
prend des valeurs discrètes). Pour plus de détails, on pourra se reporterà [4, 61].

5.2.3 D́etecteur de contours multi-́echelles

Principe [67, 66, 61] Les points de contours détect́es par un d́etecteur multi-́echelles sont choisis
parmi les maxima locaux du gradient de l’intensité de l’image le long des lignes de courant associées au
champ de vecteurs du gradient. Cette définition est ensuite aḿeliorée en mettant en place un détecteur
multiéchelle, construit̀a l’aide de la transforḿee en ondelettes de l’intensité, avec une ondelette d’ana-
lyse construite comme le gradient d’un noyau régularisant : en effet, avec un tel choix, la transformée
en ondelettes vectorielle està chaquéechelle proportionnelle au gradient de l’intensité lisśee. Dans cette
approche, si on localise un maximum local auxéchelles fines, et s’il appartientà une châıne de maxima
locaux suffisamment longuèa travers les echelles, alors on décide que c’est un point de contour signifi-
catif. De plus, ce cadre permetégalement d’estimer la régularit́e Lipschitzienne en les points de contour
détect́es, c’est-̀a-dire la ŕegularit́e locale du bord au voisinge du point dans la direction orthogonale au
contour, fournissant ainsi un critère de classification (par exemple, des points de contour effectifs de la
vert̀ebre peuvent ainsiêtre distingúes de faux maxima mis eńevidence par le d́etecteur.

Transformée en ondelettes dyadique d’une imageOn consid̀ere deux ondelettes bidimensionnelles
ψ1 etψ2. La transforḿee en ondelettes vectorielle de la fonctionf a deux composantes, définies par

W 1f(x, y) = f ∗ ψ1(x, y) and W 2f(x, y) = f ∗ ψ2(x, y) . (5.2)

Si l’on discŕetise les param̀etres d’́echelle, la transforḿee en ondelettes dyadique de la fonctionf est
l’ensemble

Wf = (W 1
2jf(x, y),W 2

2jf(x, y))j∈Z

avec pour toutj

W 1
2jf(x, y) = f ∗ ψ1

2j (x, y) and W 2
2jf(x, y) = f ∗ ψ2

2j (x, y) . (5.3)

Un détecteur multi-́echelles peut̂etre obtenùa partir de la transforḿee en ondelettes dyadique si l’on
choisit

ψ1
2j (x, y) =

∂θ1(x, y)
∂x

and ψ2
2j (x, y) =

∂θ2(x, y)
∂y

(5.4)

où θ1 et θ2 sont des noyaux régularisants (c’est-à-dire des fonctions dont l’intégrale est́egaleà 1 et qui
tend vers źeroà l’infini). Si θ1 = θ2 la transforḿee en ondelettes̀a l’échelle2j peutêtreécrite :(

~Wf = 2j∇(f ∗ θ1
2j )
)
j∈Z

.
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Ainsi , la transforḿee en ondelettes vectorielle est proportionnelle au gradient de l’intensité lisśeef ∗θ1
2j

.
A chaquéechelle2j , les points de brusque changment def ∗ θ1

2j
sont les points(x, y) où le module

M2jf(x, y) = ‖ ~Wf(x, y)‖ =
√
|W 1

2j
f(x, y)|2 + |W 1

2j
2f(x, y)|2 (5.5)

présente un maximum local dans la direction du gradient, direction donnée par l’angle

A2jf(x, y) = argument
(
W 1

2jf(x, y) + iW 2
2jf(x, y)

)
. (5.6)

En pratique, les ondelettes choisies sont telles que

ψ1(x, y) = ψ(x)θ(x)θ(y) et ψ2(x, y) = θ(x)θ(y)ψ(y) (5.7)

où θ est une fonction chapeau 1D (θ(x) = 1− |x| si |x| ≤ 1 et 0 sinon), et òuψ est une ondelette spline
de degŕe 1 [61].

Dans la transforḿee en ondelettes discrète rapide, l’imagef est discŕetiśee en une matrice de taille
2J × 2J , et la transforḿee en ondelettes dyadique est calculée aux́echelles2j , j = 1, 2, · · ·J , parj − 1
convolutions discr̀etes successives def avec un filtre passe-bash, suivies par une convolution avec un
filtre passe-hautgx ougy :

W 1
2jf(x, y) = f ∗ h ∗ · · · ∗ h ∗ gx and W 2

2jf(x, y) = f ∗ h ∗ · · · ∗ h ∗ gy (5.8)

Le filtre passe-bash, assocíe à la fonctionθ(x)θ(y) dans (5.7), et les deux filtres passe-hautgx andgy,
qui sont des filtres d́erivateurs dans chacune des directionsx et y, correspondant̀a une ondelette spline
ψ de degŕe 1, sont donńes par :

h =
1
16

 1 2 1
2 4 2
1 2 1

 , gx =
1
2

[0, 1,−1] , gy =
1
2

 0
1
−1

 .

Identification de portions de contours dans les images Pour identifier les contours d’une vertèbre
dans une image, on recherche les courbes le long desquelles l’intensité est singulìere dans une direction
(donńee par la direction du gradient), et està variation lente dans la direction orthogonale. Pour identifier
les courbes de contour, l’algorithme se déroule en cinq́etapes :

1. on calcule d’abord la transforḿee en ondelettes dyadique 2D de l’intensité(W 1
2j
f(x, y),W 2

2j
f(x, y))j∈{1···J} ;

2. à chaquéechelle2j on calcule les maxima locauxM2jf(x, y) dans la direction du gradientA2jf(x, y)
(cf. 5.5),(5.6)) ;

3. on châıne ensuite les maxima locaux de la transformée en ondelettes̀a travers leśechelles [67].
Ceci d́efinit des lignes de maximàa travers leśechelles. Un point de contour significatif est alors
défini comme un point appartenant une chaı̂ne suffisamment longue ;

4. de plus, le long des lignes de maxima, on peut calculer la régularit́e lipschitzienne des points de
contour d́etect́es [67]. On peut les classer par rapportà leurs exposants de régularit́e ; certains des
points de contour n’appartenant pasà la vert̀ebre ont une ŕegularit́e suffisamment diff́erente de
celle des points appartenantà la vert̀ebre, et sont donćeliminés.

5. la dernìereétape consistèa rassembler les points de contour en segments de courbe,à partir de la
connaissance de la direction du gradient (5.6) : l’expert peut alors décider de garder les points ou
non.
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La figure (5.5) pŕesente les points de contour calculés sur une image classique, puis sur une radio de
vert̀ebre s̀eche (c’est-̀a-dire sans environnement), acquise avec le détecteur de radiologie nuḿerique uti-
lisé dans le projet MI3 (cf. chapitre d’introduction). Les couleurs traduisent la régularit́e lipschitzienne
des points de contours (le bruit, en bleu, a une régularit́e lipschitzienne faible,̀a la différence des bords de
la vert̀ebre, correspondant aux discontinuités de l’intensit́e, qui ont une ŕegularit́e lipschitzienne proche
de 0 (en rouge)).

FIG. 5.5 – D́etection de bords et régularit́e lipschitzienne sur une image classique (Mandrill), puis sur
une vert̀ebre s̀eche (algorithme d’O. Le Cadet [61]).

Couplage entre la ḿethode de d́etection de contours avec la ḿethode de reconstruction Nous
avons finalement mis en place uneétape de d́etection de contours en deux phases :

– une premìereétape de d́etection de contours non supervisée, òu un certain nombre de segments
possibles sont d́etect́es automatiquement : en sortie, on obtient une image où des points de fort
gradient sont d́etect́es puis assemblés en segments. A ce stade, des contours non pertinents sont
ainsimis eńevidence, et au contraire, d’autres points de contour n’ont pasét́e d́etect́es.

– une seconde où le ŕesultat de la d́etection de contours est proposé au chirurgien, qui, par quelques
rapides clics de souris, sélectionne parmi les segments mis enévidence, ceux qui lui semblent per-
tinents, et sur lesquels se basera ensuite l’algorithme de reconstruction (l’assemblage en segments
de la premìereétape joue ici un r̂ole crucial).

Nous pŕesenterons dans la suite les résultats du couplage de cet algorithme de détection de contours avec
la méthode de reconstructions. Nous avonségalement effectúe des tests avec un autre type de détecteur
de contours, basés sur des contours actifs. Nous le présentons rapidement dans ce qui suit.

5.2.4 D́etection de contours par une ḿethode de contours actifs modifíee : méthode GVF

Principe Cette ḿethode, dite ḿethode GVF pourGradient Vector Flowest une ḿethode de contours
actifs d́evelopṕee ŕecemment par Xuet al. [83]. Elle diffère des ḿethodes de d́etection de contours tradi-
tionnelles [52, 23] par la prise en compte d’une force externe appliqué au contour actif : dans la ḿethode
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GVF, le bassin d’attraction d’un contour n’est pas concentré autour d’un voisinage du contour, mais
étendùa toute l’image. Ceci rend en particulier la méthode moins sensible au choix du contour initial, et
permet de d́etecter des contours qui ne sont pas réduitsà une seule composante connexe.

L’application de cette ḿethodèa la d́etection de contours dans des images de vertèbres a fait l’objet d’un
stage d’́et́e effectúe par deśetudiants de l’ENSIMAG, Jean-Marie Nguyen-Xuan-Dang et Sylvain Valla-
ghe,à l’ét́e 2004, sous la direction de Valérie Perrier.

Un contour actif (ousnakeen anglais) est une courbe paramétŕee du planv = (x, y) = (x(s), y(s))s∈[0,1].
On associe unéenergièa ce contour, et on déforme ce contour de telle sorte afin de rendre minimale son
énergie, l’id́eeétant qu’un minimum de l’́energie correspond̀a une position du contour coı̈ncidant avec
un contour “cach́e” de l’image.
L’ évolution de laformedu contour est ŕegie par l’́evolution d’unéenergieE assocíee au contour, d́ecompośee
en deux termes :

– un terme qui mod́elise uneénergie interne de déformation, pŕesent dans la ḿethode initiale et
conserv́e dans la ḿethode GVF, et qui prend la forme suivante :

Eint(v) =
∫ 1

0
w1(s)

∣∣∣∣∂v∂s
∣∣∣∣2 + w2(s)

∣∣∣∣∂2v
∂s2

∣∣∣∣2 ds

w1 et w2 sont deux fonctions poids permettent de contrôler les propríet́es “mécaniques” de la
courbe :
– w1 est une fonction positive, qui contrôle la tension de la courbe : si on augmente son amplitude

on élimine d’́eventuelles boucles en réduisant la longueur du contour.
– w2 est une fonction positive, qui contrôle la rigidit́e : si on augmentew2, on rend la courbe plus

régulìere. En mettant sa valeurà źero, on autorise des points de discontinuité.
– un terme qui mod́elise unéenergie externe de déformation

Eext(v) =
∫ 1

0
P(v(s)ds

P est un potentiel associé à l’image, en pratique quand on construitP , on fait en sorte qu’un
fort potentiel soit affect́e aux points de contour dans l’image. Dans la méthode traditionnelle, le
potentiel est sous la formeE = −∇I ; dans la ḿethode GVF, le potentiel est remplacé par une
autreénergie,́equivalentèa l’énergie originelle au voisinage des contours, mais diffusée dans
les zones homog̀enes qui sont en périph́erie : ceci permet d’avoir moins de contraintes sur le
contour initial, et permet de détecter des concavités, comme on peut le constater dans la figure
(5.6), tiŕee de [83].
Le potentiel utiliśe dans [83] est le suivant :

P = −c |∇[Gσ ∗ I]|

oùG est un filtre gaussien, etσ en contr̂ole l’étendue : c’estσ qui permet de d́efinir l’ étendue
du bassin d’attraction d’un extremum local de|∇I|.

La détection de contours repose sur la minimisation de l’énergie totale ; ceci se traduit avec l’équation
d’Euler-Lagrange, qui prend la forme suivante :

− ∂

∂s

(
w1
∂v
∂s

)
+

∂2

∂s2

(
w2
∂2v
∂s2

)
+∇P (v) = 0

à laquelle on ajoute des conditions initiales.

Nous pŕesentons en figure (5.7) les résultats obtenus sur des images de vertèbre s̀eche acquises avec par
un d́etecteur de radiologie nuḿerique, avec le d́etecteur de contours implément́e par J.-M. Nguyen-Xuan-
Dang et S. Vallaghe.
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FIG. 5.6 – Exemple tiŕe de [83] : comparaison du comportement entre les contours actifs et la méthode
GVF.

FIG. 5.7 – Méthode GVF appliqúeeà des images fluoroscopiques de vertèbres s̀eches.

Couplage avec la ḿethode de reconstruction Nous avons mis en place des tests du couplage de ce
deuxìeme type de d́etecteurs de contours avec la méthode de reconstruction, afin de pouvoir comparer
avec les ŕesultats de l’interaction avec un détecteur multi-́echelles.

Comme pour l’utilisation du d́etecteur de contours multiéchelles, nous sollicitonśegalement un expert
ici, mais cette fois-ci avant l’application du détecteur de contours : il lui revient de dessiner un contour
initial, par exemple une ligne polygonale, qui suit grossièrement le contour de la vertèbre.

5.3 Tests de reconstruction prenant en compte l’étape de d́etection de
contours

Nous pŕesentons dans cette partie ce qui a constitué l’essentiel de notre travail dans ce qui est présent́e
dans ce chapitre : la mise en place de tests de reconstruction, prenant en compte l’étape d’initialisation
évoqúee plus haut et le couplage avec les différents d́etecteurs de contours que nous avionsà notre
disposition (nous avons̀a cette fin repris le code dévelopṕe par M. Fleute pendant sa thèse pour le
compĺeter).
Le but des deux tests que nous allons présenteŕetait d’́evaluer l’erreur finale de reconstruction alors
obtenue (ce qui n’était pas le cas dans les travaux initiaux de M. Fleute, où, comme on l’a dit, les
contourśetaient simuĺes, ce quíequivalaità une d́etection de contours manuelle, supposée “parfaite”).

5.3.1 Validation de l’intégration de l’application dans la plateforme Surgetics sur une
vertèbre s̀eche

Nous avons d́efini une premìere śerie de tests [5]. Ses conditionsétaient les suivantes :
– nous avons travaillé sur une vert̀ebre s̀eche (ie une vert̀ebre sans environnement extérieure) ;
– nous avons utiliśe deux images fluoroscopiques acquises avec le prototype de C-ARM utilisé dans
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le cadre du projet MI3 (et donc avec le détecteur de radiologie nuḿerique inśeŕe dans ce disposi-
tif) ;

– nous avons utiliśe l’algorithme de d́etection de contours multiéchelles d́evelopṕe par C. Barat et
C. Ducottet [5], qui avait́et́e int́egŕe par l’entreprise Praxim pour ces tests dans sa plateforme de
navigation Surgetics (une interface avait en particulierét́e d́evelopṕee pour permettrèa l’utilisateur
de choisir certains segments après la d́etection automatique, etéventuellement d’en dessiner des
suppĺementaires̀a la console)

Le but consistait alors̀a vérifier que dans ce cas simple (les radiographies de vertèbre s̀eche, pour les-
quelles il n’y pas de structure annexe en superposition donc aucun problème d’occlusion, sont supposées
être simples̀a traiter) que le couplagedétection de contours /reconstruction/navigationétait viable. A
cette fin, des tubes en aluminium avaientét́e inśeŕes dans la vertèbre s̀echeà l’intérieur des ṕedicules.
Une fois les images fluoroscopiques calibrées, puis pŕe-trait́ees par l’algorithme de détection de contours,
nous avons śelectionńe certains segments, puis appliqué l’algorithme de d́etection de contours. Une fois
la reconstruction accomplie, une image virtuelle de la surface de vertèbre ainsi reconstruitéetait dispo-
nible sur l’́ecran de la station de navigation.
L’expérience consistait alors̀a essayer d’inśerer un outilà l’intérieur des tubes en aluminium en se lais-
sant guider par les images affichées sur la console, où l’outil (suivi et localiśe dans le champ opératoire)
està chaque instant placé en surimpression. Une image de l’interface disponible est présent́ee en figure
(5.8) : il s’agissait donc de v́erifier que lorsque sur l’image de la console, l’outil (virtuel)était repŕesent́e
dans les ṕedicules de la vertèbre (virtuelle), l’outil (ŕeel) était effectivement dans les tubes (réels) de la
vert̀ebre (ŕeelle). Ce fut le cas avec une erreur de positionnement estiméeà environ 2mm entre l’axe de
l’outil et celui des tubes, ce qui en pratique est considéŕe comme suffisant pour du guidage en orthopédie.
Ces tests ont donćet́e juǵes satisfaisants.

FIG. 5.8 – L’interface de navigation offerte au chirurgien avec la plateforme Surgetics

5.3.2 Estimation de l’erreur de reconstruction sur un fant̂ome de vert̀ebre plonǵee dans
un environnement

Nous avons ensuite effectué une deuxìeme śerie de tests, dont l’id́eeétait d’obtenir une mesure de l’er-
reur prenant mieux en compte les difficultés de l’́etape de d́etection de contours que dans le cas simple
de la vert̀ebre s̀eche, c’est-̀a-dire approchant mieux les conditions réelles. Nous voulions donc travailler
avec des images plus réalistes, prenant en compte en particulier les occlusions, ; cependant, comme nous
voulions quantifier l’erreur de reconstruction, nous souhaitions travaillerégalement avec une surface de
vert̀ebre parfaitement connue : nous avons donc construit un fantôme adapt́e.
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Pour cela, nous sommes partis d’un maillage de surface de vertèbre, issue de la segmentation manuelle
d’un scanner de vertèbre ŕeelle. Ensuite,

1. nous en avons calculé les sections par des plans parallèles (obtenant une pile de contours), obtenant
une pile d’images binaires représentant des silhouettes de vertèbres en coupe ;

2. nous avons créé une nouvelle pile d’images, en remplissant l’intérieur des silhouettes par une den-
sité uniforme, mod́elisant celle de l’os ; nous avons ainsi obtenu un volume de données mod́elisant
les coupes d’une vertèbre s̀eche (voir en première ligne de la figure (5.9)).

3. dans un second temps, nous avons “plongé” chacune des coupes dans un examen scanner réel,
c’est-̀a-dire que dans un examen scanner réel de vert̀ebre, nous avons remplacé coupe par coupe
une des vert̀ebres qui ýetait pŕesente par la coupe de la vertèbre virtuelle (quelques coupes sont
présent́ees en deuxième ligne de la figure (5.9), avec un zoom sur l’une des coupes.).

Nous avons ainsi obtenu deux cubes de données : l’un simulant un examen scanner de vertèbre s̀eche,
l’autre simulant un examen scanner d’une vertèbrein vivo (la vert̀ebre est entourée par des structures, en
particulier les vert̀ebres imḿediatement suṕerieure et inf́erieure.)

Une fois ces coupes scanners virtuelles obtenues, nous avons simulé une radiographie latérale et une ra-
diographie frontale en ǵeoḿetrie parall̀ele, en appliquant une exponentielleà l’oppośe de la somme des
intensit́es dans le cube de données selon les deux types de direction), dans les deux contextes (vertèbre
sèche, puis avec environnement). Les images obtenues sont présent́ees en figure (5.10).

Nousétions alors dans les conditions permettant d’appliquer la méthode de reconstruction : nous avons
ainsi mis en oeuvre l’algorithme de détection de contours d’O. Le Cadet sur les radiographies simulées (et
isolé des contours pertinents). Enfin, nous avons effectué une reconstruction de la surface de la vertèbre,
obtenant ainsi un maillage que nous avons pu comparer au maillage initial. Précisons le bilan des deux
étapes.

Etape de d́etection de contours Pour l’étape de d́etection de contours, nous avons appliqué ind́ependamment
les deux d́etecteurs de contours (multiéchelles et GVF) sur les deux types de radiographies simulées
(c’est-̀a-dire sans ou avec environnement).

Pour le cas du d́etecteur multi-́echelles, nous avons effectué seulement la phase d’interaction avec un
expert dans le cas de la vertèbre avec environnement, partant du principe que dans le cas de la vertèbre
sèche, seuls des contours appartenantà la vert̀ebre avaient pu apparaı̂tre. Nous pouvons alors faire les
commentaires qualitatifs suivants :

1. la ḿethode avec l’algorithme GVF conduit aux résultats qui ont́et́e pŕesent́es en figure (5.7) : elle
met enévidence de manière nette les contours extérieurs. Cependant, l’information sur les contours
intérieurs est perdue, alors qu’elle peutêtre au moins en partie retrouvée en utilisant la ḿethode
avec le d́etecteur multíechelles ;

2. la phase non automatisée de śelection de contours, qui suit l’application du détecteur quand on
utilise la ḿethode par ondelettes et conduit aux images présent́ees en figure (5.11), est plus contrai-
gnante pour l’expert que le seul tracé d’un contour initial requis par la ḿethode GVF ; en particu-
lier, cetteétape de śelection ńecessite une connaissance précise de l’anatomie de la vertèbre.

En ŕesuḿe, la ḿethode GVF est plus simpleà mettre en oeuvre, moins tributaire d’une expertise extérieure ;
elle est bien adaptéeà la d́etection des contours extérieurs, m̂eme lorsque le contour n’est pas convexe,
mais elle se pr̂ete en revanche malà la d́etection des contours intérieurs.
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FIG. 5.9 – Coupes d’une vertèbre simuĺeesà partir d’un maillage de vertèbre (en haut), puis plongée
dans un scanner réel de vert̀ebre. En bas, zoom sur l’une des coupes.

FIG. 5.10 – Radiographies simulées d’une vert̀ebre s̀eche, puis plonǵee dans un environnement.
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FIG. 5.11 – Ŕesultats de la d́etection de contours avec l’algorithme de détection de contours multiéchelles
sur les images radiographiques simulées : de haut en bas : les radiographies simulées sans environ-
nement ; les radiographies simulées avec environnement ; les contours complets calculés en projetant
le maillage initial ; les contours obtenus par l’algorithme de détection de contours dans le cas de la
vert̀ebre sans environnement, puis avec environnement, puis, pour ce dernier cas, les contours gardés
apr̀es śelection manuelle.
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Etape de reconstruction Nous avons appliqúe l’algorithme de reconstruction sur chacun des jeux de
points de contour obtenusà l’issue de l’́etape pŕećedente.

Nous avons alors d́efini deux types de critères pouŕevaluer la qualit́e de la reconstruction. Le premier
consistèa calculer deux distances, respectivement mesurées entre :

1. la surface reconstruite et les faisceaux de rétroprojection (c’est-̀a-dire l’erreur que l’on utilise
comme crit̀ere de minimisation dans l’algorithme de déformation), not́ee erreur 3D/2D dans la
figure (5.12) ;

2. la surface reconstruite et la surface de référence (erreur 3D/3D en figure (5.12)).

Pour chaque erreur, une erreur absolue (en mm), et une erreur relative (par rapportà la plus grande di-
mension de la vertèbre de ŕeférence) sont données. Ces valeurs traduisent une erreur globale.

Le deuxìeme crit̀ere est local, et consistèa calculer les coupes frontales et transversales de la surface
reconstruite, pour pouvoir les comparer localement, en l’occurence au niveau des pédicules, c’est-̀a-dire
dans la ŕegion qui nous int́eresse. Des exemples de coupes sont proposées en figure (5.12).

FIG. 5.12 – Comparaison de la qualité des reconstructions obtenues avec plusieurs détecteurs de
contours.

Ces diff́erents tests nous ont conduits aux observations suivantes :
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1. les erreurs obtenues dans le cas de données compl̀etes (c’est-̀a-dire sans la phase de segmentation)
permettent d’estimer les limites de la méthode de reconstruction : on ne peut pas espérer faire
mieux.

2. la perte des contours intérieurs (GVF) perturbe de manière tr̀es significative la reconstruction qui
suit.

3. la pŕesence de faux-points de contours peut aussi entraı̂ner une reconstruction de mauvaise qualité
(un mauvais contour sur la vue latérale dans le cas de la vertèbre s̀eche conduit̀a des ŕesultats
de reconstruction pires que dans le cas où l’environnement est présent en utilisant la ḿethode de
détection par ondelettes), confirmant ainsi l’importance de la phase de sélection des contours par
l’expert.

4. la ḿethode de reconstruction par ondelettes permet d’obtenir une reconstruction de qualité satis-
faisante dans le cas du fantôme avec environnement : l’erreur dans la région des ṕedicules est en
effet inférieureà 4 pixels, soit 2mm.

Conclusion A l’issue de ces exṕeriences, il nous semble qu’il est difficile de se reposer uniquement sur
un d́etecteur de contours par contours actifs pour détecter les bords dans une radiographie de vertèbre,
dans la mesure où ce type de d́etecteur ne se prête gùereà la d́etection des contours internes, qui sont
cependant essentielsà la poursuite de l’algorithme de reconstruction. Dans le même temps, l’utilisation
d’un détecteur de contours multiéchelles utilisant des ondelettes, fournit des résultats satisfaisants dans
le cas de donńees de synth̀ese proches de la réalit́e, et parâıt donc prometteur pour l’application visée,
mais sa bonne marche dépend fortement d’une interaction avec un expert.

Il nous semble donc que l’on pourrait combiner les atouts des deux détecteurs, pour :
– utiliser comme carte des contours une combinaison des résultats complémentaires des deux détecteurs.
– utiliser le d́etecteur par ondelettes pour déterminer une première surface grossière, puis projeter les

contours de cette surface grossière, afin d’obtenir des contours initiaux pouvantêtre mis en entŕee
d’une ḿethode de d́etection de contour utilisant la ḿethode GVF, qui disposerait alorsà la fois de
contours internes et externes.

Ceci constitue une perspective de notre travail.



Chapitre 6

Conclusion-Perspectives

Au terme de ce travail, nous voudrions d’abord insister sur le constat que nous avons mis en avant dans
le chapitre 2 : contrairementà ce que l’on pourrait pensera priori, nous avons observé que la ḿethode de
rétroprojection filtŕee a un comportement très satisfaisant dans de très nombreux problèmes de recons-
tructionà donńees tronqúees de type intérieures, alors que ceci n’est pas mis enévidence par la litt́erature.

Cependant, comme nous l’avons vu aussi, avoir recoursà des ḿethodes d’inversion de la transformée
de Radon par ondelettes permet de travailler avec des algorithmes au comportement plus facilement
contr̂olable en pŕesence de données locales : en tronquant les formules de reconstruction auxéchelles
fines, on peut effectuer des reconstructionsà partir de donńees locales exactement comme si l’on dispo-
sait des donńees globales ; dans le cas du problème int́erieur, ceci permet de s’affranchir de l’influence
des objets pŕesents hors de la région d’int́er̂et, qui, au contraire, peuvent parasiter les reconstructions
locales effectúees avec la ḿethode de ŕetroprojection filtŕee.

Dans ce contexte, nous avons recensé les principales relations entre ondelettes et transformée de Radon
présentes dans la littérature, en faisant apparaı̂tre quelques liens entre des approches traditionnellement
présent́ees de manière ind́ependante. Ensuite,à partir de travaux th́eoriques effectúes par M. Holschnei-
der, nous avons proposé une nouvelle ḿethode d’inversion de la transformée de Radon ; elle présente
l’avantage d’̂etre facilement adaptablèa des donńees locales, aussi bien pour le problème int́erieur que
pour le probl̀emeà angle limit́e : nous avons présent́e des tests de reconstruction satisfaisants dans ces
deux contextes.

Le prolongement naturel de notre travail résiderait dans le passage en dimension 3 : en dimension 3, on
peut montrer que la transformée de Radon est localement inversible, mais ce n’est pas cette transformée
qui est mesuŕee (la transforḿee de Radon rassemble des mesures effectuées sur des hyperplans, donc
des plans en dimension 3). En pratique, on mesure, comme en dimension 2, l’atténuation des rayons X
selon des droites. Ceci conduità unéchantillonnage d’une transformée appeĺeetransforḿee en rayons
X en ǵeoḿetrie conique. Dans ce contexte, les problèmes de donńees tronqúees sont courants. La tron-
cature des mesures dans la direction de l’axe de rotation du scanner est quasiment inévitable (sauf cas
exceptionnels, on n’acquiert pas de mesures de la tête aux pieds du patient), mais elle est en géńeral
bien mâıtrisée dans les algorithmes de reconstruction récents [53, 79]. En revanche, la troncature des
donńees dans la direction orthogonaleà l’axe de rotation pose de nombreux problèmes (de m̂eme nature
que les probl̀emes rencontrés en 2D). Les d́eveloppements récents se sont concentrés sur la mise au point
de formules d’inversion analytiques conduisantà des algorithmes de type rétroprojection filtŕee, avec
un filtre monodimensionnel sur le détecteur pour diff́erentes classes de trajectoire de la source [53, 79].
Cependant, des travaux inspirés de laΛ-tomographie en 2D ont fait l’objet de géńeralisations en 3D
pour la trajectoire circulaire (qui s’avère être incompl̀ete en 3D en ǵeoḿetrie conique [96]). Dans le
même esprit, une ǵeńeralisation de nos travaux en 3D pourrait sans doute trouver des applications en
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imagerie interventionnelle, un domaine dans lequel on sait combien il est souhaitable d’utiliser de petits
détecteurs.



Annexe A

Transformations de Fourier

Nous rassemblons ici les principaux résultats relatifs aux transformées de Fourier utiliśes dans ce ma-
nuscrit. On pourra se référerà l’ouvrage de C. Gasquet et P. Witomski [42] pour leurs preuves et plus de
détails.

Remarques pŕeliminaires informelles

On distingue plusieurs cas :

1. si le signaĺetudíe est continu, alors :
– s’il est ṕeriodique : on peut calculer sescoefficients de Fourier, qui forment un signal discret,

puis qui d́eterminent sa śerie de Fourier.
– s’il non ṕeriodique : le signal peut̂etre vu comme un signal de période infinie ; on peut calculer

satransformée de Fourier.

2. si le signaĺetudíe est discret, alors :
– s’il est ṕeriodique : on peut calculer satransformée de Fourier discr̀ete(qui, comme son nom

l’indique, est discr̀ete ; elle est aussi périodique).

– non ṕeriodique : on peut calculer satransformée de Fourierà temps discret; c’est un signal
continu, ṕeriodique.

En particulier, on peut donc faire les observations suivantes :
– à un signal ṕeriodique, est associé un signal discret dans le domaine de Fourier (combinaison

linéaire de pics de Dirac).

– à un signal discret, est associé un signal ṕeriodique dans le domaine de Fourier.

Définitions et propri étés des diff́erentes transformées :

Coefficients de Fourier : Pour une fonctionf périodique de ṕeriodea > 0, de carŕe int́egrable sur
[0, a], le coefficient de Fourier d’ordren def (n ∈ Z), estégalà

cn(f) =
1
a

∫ a

0
f(t)e−

2iπnt
a dt

Transformée de Fourier discr̀ete : on consid̀ere un signal discretx formé deN échantillons :x =
(x[0],x[2] · · ·x[N − 1]).
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La transforḿee de Fourier discr̀eteassocièa ce signal le vecteurX, de tailleN tel que

∀k = 0 · · ·N − 1, X[k] = TFD(x)[k] =
1
N

N−1∑
n=0

x[n]e−
2iπkn
N =

1
N

N−1∑
n=0

x[n]ω−knN où ωN = e−
2iπ
N

La transforḿee de Fourier discr̀ete inverseassocie quant̀a elleà un vecteurY de taille N le vecteury
de tailleN tel que

∀k = 0 · · ·N − 1, y[k] = ITFD(Y)[k] =
N−1∑
n=0

Y[n]e
2iπkn
N =

N−1∑
n=0

Y [n]ωknN

Ces deux transforḿees sont inverses l’une de l’autre, au sens où, pour tout vecteurx de tailleN , on a

ITFD(TFD(x)) = x

Transformée de Fourierà temps discret On consid̀ere un signalf = (f [n])n∈Z. Satransforḿee de
Fourier à temps discretest d́efinie par

∀ω, TFTD(f)(ω) =
1√
2π

∑
n

f [n]e−inω

La transforḿee de Fourier̀a temps discret peut s’inverser avec la formule suivante :

f [p] =
1√
2π

∫ π

−π
TFTD(f)(ω)eipωdω

De la m̂eme manìere, pour un signal bidimensionnel, la transformée de Fourier̀a temps discret est définie
par :

∀ξ = (ξ1, ξ2), TFTD(f)(k) =
1
2π

∑
n∈Z2

f [n]e−iξ·n

avec la formule d’inversion

f [n] =
1
2π

∫ π

−π

∫ π

−π
TFTD(f)(ξ)ein·ξdξ

Pour deux signaux discretsx ety, la transforḿee de Fourier̀a temps discret de la convolution dex et de
y est donńee par :

TFTD(x ∗ y)(ξ) = (2π)
n
2 TFTD(x)(ξ)TFTD(y)(ξ)

En effet, en dimension 1 par exemple, on a

TFTD(x ∗ y)(ω) =
1√
2π

∑
k

(x ∗ y)[k]e−ikω =
1√
2π

∑
k

∑
l

x[l]y[k − l]e−i(l+k−l)ω

=
1√
2π

∑
l

x[l]e−ilω
∑
k

y[k − l]e−i(k−l)ω =
1√
2π

∑
l

x[l]e−ilω
′∑
k

y[k′]e−i(k
′)ω

=
√

2πTFTD(x)(ω)TFTD(y)(ω)
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Transformée de Fourier Soit f ∈ L1(Rn) (n ∈ N∗). On appelletransforḿee de Fourier def la
fonction f̂ définie surRn par

∀k ∈ Rn, f̂(k) =
1√
2π

n

∫ ∞

−∞
f(x)e−ik·xdx

La transforḿee de Fourier possède les propríet́es suivantes :
– sif ∈ L1(Rn), f̂ est d́efinie surR, continue, et borńee.

– l’espace de SchwartzS(Rn) est stable par transforḿee de Fourier.

– sif ∈ L1(Rn), f̂ n’appartient pas ńecessairementàL1Rn. Cependant, dans le cas où f̂ appartient
àL1Rn, on a la formule d’inversion suivante :

f(x) =
1√
2π

n

∫ ∞

−∞
f̂(k)eik·xdk

– la transforḿee de Fourier et la transformée de Fourier inverse sont des isométries deS(Rn) (dense
dansL2(Rn) dansS(Rn) pour la norme induite parL2(Rn) ; elles se prolongent de manière
unique en des isoḿetries deL2(Rn) dansL2(Rn) ; on noteF et F ces prolongements, qui
définissent la transforḿee de Fourier et la transformée de Fourier inverse surL2(Rn), et pour
toute fonctionf appartenant̀aL2(Rn), on aFFf = FFf presqque partout.

Dans ce manuscrit, nous faisons référencèa plusieurs reprises aux propriét́es qui suivent :

Proposition A.0.1 (Transformée de Fourier : parité et conjugaison)
Soit f ∈ L2(Rn) ; on peut recenser les propriétés suivantes :

– dans le cas général, f̂(−ω) = f̂σ(ω) ;

– si f est paire, alors f̂ est paire aussi et f̂(−ω) = f̂(ω) ;

– si f est réelle, alors f̂(−ω) = f̂(ω) et donc en particulier
∣∣∣f̂(−ω)

∣∣∣ = ∣∣∣f̂(ω)
∣∣∣.

Proposition A.0.2 (Transformée de Fourier, dilatation et translation)
Soit f ∈ L2(Rn) ; les effets d’une translation et d’une dilatation sur la transformée de Fourier sont les
suivants :

f̂a,b(k) = a
n
2 e−ik·bf̂(ak)

Justification:

f̂a,b(k) =
1√
2π

n

∫
x
fa,b(x)e−ik·xdx =

1√
2π

n

∫
x

1√
a
n f

(
x− b
a

)
e−ik·xdx

=
1√
2π

n

∫
u

1√
a
n f (u) e−ik·(au+b)andu =

a
n
2

√
2π

n e
−ik·b

∫
u
f(u)e−iak·udu

= a
n
2 e−ik·bf̂(ak)

�

Proposition A.0.3 (Transformée de Fourier, dilatation, translation et rotation en dimension2)
Soit f ∈ L2(R2) ; les effets d’une translation, d’une dilatation et d’une rotation sur la transformée de
Fourier sont les suivants :

f̂a,b,θ(k) = a
n
2 e−ik·bΨ̂(aRθk)
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Justification:

f̂a,b,θ(k) =
1√
2π

n

∫
x
fa,b,θ(x)e−ik·xdx =

1√
2π

n

∫
x

1√
a
n f

(
R−θ(x− b)

a

)
e−ik·xdx

=
1√
2π

n

∫
u

1√
a
n f (u) e−ik·(aR−θu+b)andu =

a
n
2

√
2π

n e
−ik·b

∫
u
f(u)e−iak·R−θudu

=
a
n
2

√
2π

n e
−ik·b

∫
u
f(u)e−iaRθk·udu carR∗

θ = R−θ = a
n
2 e−ik·bf̂(aRθk)

�

Proposition A.0.4 (Transformée de Fourier et convolution)
Soit f et g deux fonctions appartenant à L1(Rn) ; alors f ∗ g est définie, appartient à L1(Rn), et sa
transformée de Fourier vérifie la relation

f̂ ∗ g =
√

2π
n
f̂ ĝ (A.1)

Justification:

f̂ ∗ g(k) =
1√
2π

n

∫
f ∗ g(x)e−ik·xdx =

1√
2π

n

∫ ∫
f(u)g(x− u)due−ik·xdx

=
1√
2π

n

∫ ∫
f(u)g(x− u)e−ik·xdudx =

1√
2π

n

∫ ∫
f(u)g(v)e−ik·(u+v)dudv

=
1√
2π

n

∫
f(u)e−ik·udu

∫
g(v)e−ik·vdv =

√
2π

n
f̂(k)ĝ(k)

Proposition A.0.5 (Relation de Parseval)
Soit f et g deux fonctions appartenant à L2(Rn) ; on a la relation suivante :

< f, g >=< f̂, ĝ >

Justification :

< f, g >=
∫
x∈Rn

f(x)g(x)dx =
∫
x∈Rn

1
(2π)n

(∫
k1∈Rn

f̂(k1)eik1·xdk1

∫
k2∈Rn

ĝ(k2)eik2·xdk2

)
dx

=
1

(2π)n

∫
k1

∫
k2

f̂(k1)ĝ(k2)
∫
x
ei(k2−k1)·xdxdk1dk2 =

1
(2π)n

∫
k1

∫
k2

f̂(k1)ĝ(k2)
√

2π
n
1̂(k2 − k1)dk1dk2

=
1

(2π)n

∫
k1

∫
k2

f̂(k1)ĝ(k2)(2π)nδ(k2 − k1)dk1dk2 =
∫
k1

f̂(k1)
(∫

k2

ĝ(k2)δ(k1 − k2)dk2

)
dk1

=
∫
k1

f̂(k1)ĝ(k1)dk1 =< f̂, ĝ >

Proposition A.0.6 (Transformée de Fourier et d́erivation en dimension 1)
Si g appartient à C1(R) ∩ L1(R), alors la transformée de Fourier de sa dérivée vérie la relation :

ĝ′(ω) = −iωĝ(ω) (A.2)

Justification :

ĝ′(ω) =
1√
2π

∫
g′(s)e−iωsds =

1√
2π

[g(s)e−iωs]∞∞ −
1√
2π

∫
g(s)(−iω)e−iωsds = −iωĝ(ω)



Annexe B

Fonctions sṕeciales

Nous recensons ici les définitions des fonctions spéciales auxquelles nous faisons référence dans ce
manuscrit ; elles sont issues de [75, 85].

Les polynômes de Tchebychev

Ce sont des cas particuliers de la famille des polynômes de Gegenbauer, qui sont les polynômes ortho-
gonaux sur[−1, 1] pour le poidss 7→ (1− s2)λ−

1
2 , pour(λ ∈ N).

Les polyn̂omes de Tchebychev de première esp̀ece correspondent au casλ = 0, et sont d́efinis par

∀s ∈ [−1, 1], Tl(s) = cos(l arccos(s))

(l est le degŕe du polyn̂ome).
Les polyn̂omes de Tchebychev de seconde espèce correspondent au casλ = 1, et sont d́efinis par

∀s ∈ [−1, 1], Um(s) =
sin((m+ 1) arccos(s))

sin(arccos(s))

Les polyn̂omes de Jacobi de paramètresα > −1 etβ > −1 sont les polyn̂omes orthogonaux sur[−1, 1]
pour le poidss 7→ (1 − s)α(1 + s)β ; plus pŕeciśement, pour ces paramètres, le polyn̂ome de Jacobi de
degŕen est d́efini par

Pn(s) =
(−1)n

2nn!(1− s)α(1 + s)β
dn

dsn

(
(1− s)α(1 + s)β(1− s2)n

)

Fonction Gamma

La fonctionΓ est d́efinie de la manìere suivante :

∀z ∈ R, Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−tdt

En particulier, pour tout entierm, on a l’égalit́e suivante :

Γ
(
m+

1
2

)
=

(2m)!
22mm!

√
π (B.1)
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Fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel de première esp̀ece sont les fonctions qui s’expriment de la manière suivante
(repŕesentation int́egrale) :

Jν(x) =
2

√
πΓ
(
ν + 1

2

) (x
2

)ν ∫
0
1cos(tx)(1− t2)ν−

1
2dt (B.2)

Les fonctions de Bessel permettent de calculer la transformée de Fourier des polynômes de Tchebycheff :
en notantw−1 : s 7→ (1− s2)

−1
2 , on a

̂(w−1Tl)(ω) =
√

2πi−lJl(ω) (B.3)
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[69] P. Maŕechal, D. Mariano-Goulart, L. Giraud, and S. Gratton3. Towards automatic selection of the
regularization parameters in emission tomography by fourier synthesis. InComputer Vision and
Mathematical Methods in Medical and Biomedical Image Analysis, pages 64–74. Springer Berlin
/ Heidelberg, 2004.

[70] P. Merloz, C. Huberson, J. Tonetti, H. Vouillat, A. Eid, and S. Plaweski. Importance of ergonomics
and efficiency for computer-assisted spine surgery. clinical results 1999-2003. InComputer-Aided
Medical Interventions : tools and applications. Surgetica’2005. Sauramps ḿedical, 2005.
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